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Resumen

En el presente trabajo de Tesis se estudia la propagación, atenuación y dispersión de

ondas śısmicas en medios porosos saturados heterogéneos de matriz simple y compuesta,

prestando especial atención al rol que tienen las ondas lentas de Biot en estos proble-

mas. Con el objetivo de cuantificar el mecanismo mesoscópico de atenuación y dispersión

en medios porosos saturados de matriz simple, se propone un procedimiento de elemen-

tos finitos para realizar simulación numérica de propagación de ondas a través de estos

medios. Además, se presenta una metodoloǵıa alternativa para estudiar estos fenómenos

de un modo computacionalmente más conveniente. La misma permite obtener un sólido

viscoelástico equivalente con la misma atenuación y dispersión de velocidad que expe-

rimentan las ondas clásicas al viajar a través de la muestra de roca considerada. Se

aplicó esta metodoloǵıa para analizar la sensibilidad de los efectos mesoscópicos a dis-

tintos tipos de heterogeneidades en las propiedades litológicas y en los fluidos porales

de la roca. Asimismo, se propone su utilización mediante una técnica Monte Carlo para

extraer el comportamiento estad́ıstico de medios altamente heterogéneos que contienen

inhomogeneidades caracterizadas por cierta densidad espectral. La eficiencia de esta

metodoloǵıa alternativa y la de la simulación numérica de propagación de ondas para

analizar los efectos mesoscópicos es verificada comparando los resultados obtenidos en

el caso de medios periódicos estratificados con los que resultan de la teoŕıa anaĺıtica

correspondiente (teoŕıa de White). Por otro lado, se estudia la respuesta śısmica de

medios porosos saturados de matriz compuesta. Se realiza un análisis cuantitativo de

las particiones y conversiones de enerǵıa que tienen lugar cuando una onda compresional

clásica incide sobre una interfase plana en estos medios, encontrándose que las ondas

lentas intervienen significativamente en este proceso f́ısico. Por último, se utilizan datos

reales para calibrar el modelo teórico con el objetivo de analizar la respuesta śısmica de

sedimentos que contienen hidratos de metano. Los experimentos numéricos realizados

para analizar las particiones de enerǵıa en interfases planas y la simulación numérica de

propagación de ondas en estos medios sugieren que fenómenos de scattering asociados

con distribuciones altamente heterogéneas de hidratos de metano permitiŕıan explicar los

altos niveles de atenuación śısmica que se suelen observar en estos ambientes.
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Abstract

In this work we study attenuation and velocity dispersion of seismic waves in fluid-

saturated porous rocks, paying special attention to the role of Biots slow waves in these

problems. With the aim of quantifying the mesoscopic effects, we propose a finite-element

procedure to simulate the propagation of seismic waves through these media. In addi-

tion, since using numerical simulation of wave propagation to study mesoscopic effects

is computationally expensive, we present an alternative methodology to obtain equiva-

lent viscoelastic solids for heterogeneous fluid-saturated rocks. It consists in simulating

oscillatory compressibility and shear tests in the space-frequency domain, allowing to

obtain equivalent complex undrained plane-wave and shear moduli for representative

rock samples. Also, since at mesoscopic scales rock parameter distributions are generally

uncertain and of stochastic nature, the compressibility and shear tests are applied in a

Monte Carlo fashion. This way, it is possible to define an average equivalent viscoelastic

media by computing the moments of the equivalent phase velocities and inverse qual-

ity factors over a set of realizations of stochastic rock parameters described by a given

spectral density distribution. Different numerical examples are presented to analyze the

sensitivity of the mesoscopic effects to different kinds of heterogeneities in the rock and

fluid properties. The second part of the thesis is dedicated to study the behaviour of

fluid-saturated composite porous rocks in order to analyze the role of heterogeneities

in their seismic responses. Particularly, we analyze the reflection and transmission of

plane elastic waves at interfaces within these kinds of media. This analysis allows us to

verify that the slow waves play an important role in these problems. Later, we propose

a rock physics model to represent gas hydrate-bearing sediments and use real data to

calibrate it. Numerical experiments show that, besides energy conversions to reflected

and transmitted classical waves, important fractions of the energy of the propagating

waves may be converted into Biot slow waves. In addition, numerical simulation of wave

propagation allow us to observe that very important levels of attenuation can take place

in sediments containing heterogeneous distributions of gas hydrates, suggesting that the

associated scattering-type effects may be a key-parameter to understand the high sonic

attenuation usually observed at gas hydrate-bearing sediments.
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2.3.4 Carácter difusivo de las ondas lentas en el rango de bajas frecuencias 37
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6.2 Indicadores śısmicos de la presencia de hidratos de metano . . . . . . . . 149

6.3 Calibración del modelo utilizando perfiles del Pozo Mallik 5L-38 . . . . . 151

6.4 Propagación de ondas en sedimentos que contienen hidratos de metano . 159

6.4.1 Velocidades compresionales y de corte . . . . . . . . . . . . . . . . 160
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Caṕıtulo 1

Introducción general

El análisis de la propagación de ondas śısmicas a través de nuestro planeta ha brindado

información muy valiosa, permitiendo determinar, entre otras caracteŕısticas, la ubicación

de interfases que separan distintos tipos de materiales, como aśı también el estado f́ısico

y propiedades mecánicas de los mismos. De hecho, las ondas śısmicas de origen natural y

artificial han permitido obtener gran parte del conocimiento actual del interior terrestre,

con una resolución y exactitud mucho mayor que la que permiten los otros métodos

geof́ısicos existentes.

A pesar de que en China desarrollaron el primer detector de ondas śısmicas alrededor

del año 132, no fue sino hasta el siglo 17 que comenzaron a constituirse las bases teóricas

de la sismoloǵıa. En tal sentido, en 1660 Hooke propuso su ley de proporcionalidad entre

esfuerzos y deformaciones. Casi dos siglos después, Navier y Cauchy desarrollaron las

ecuaciones para la teoŕıa de la elasticidad, mientras que a principios del siglo 19 las leyes

de conservación de la enerǵıa y de la masa fueron combinadas para obtener las ecua-

ciones de movimiento para sólidos elásticos. En 1830, Poisson utilizó estas ecuaciones

y las relaciones constitutivas para demostrar que dos tipos de ondas fundamentales se

pueden propagar a través del interior de sólidos homogéneos. Simultáneamente se lo-

graron importantes avances en el desarrollo de instrumental muy preciso para registrar

las señales generadas por terremotos. De hecho, hacia fines del siglo 19 ya fue posible

registrar las ondas śısmicas producidas por terremotos muy lejanos con gran exactitud.

Estos progresos que se produjeron tanto en la teoŕıa de las ondas śısmicas como en el

desarrollo instrumental, fueron utilizados luego con fines exploratorios. En este sentido,

en 1845 Mallet realizó experimentos con fuentes śısmicas artificiales con el objetivo de

medir velocidades śısmicas del subsuelo [87], y en el año 1899 Knott desarrolló la teoŕıa de

reflexión y refracción en una interfase plana [50], pilar fundamental del método śısmico.

Durante la primera guerra mundial, se estimuló el desarrollo de la śısmica de exploración

con el objetivo de localizar armamentos enemigos muy pesados a partir del arribo de

las ondas śısmicas generadas por el violento retroceso de las armas debido a los disparos
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[87]. A pesar de que estos intentos no tuvieron los resultados esperados, constituyeron

pasos fundamentales para que la śısmica de exploración pudiera finalmente ser aplicada

con éxito. De hecho, varios investigadores vinculados con estos proyectos luego fueron

pioneros en el desarrollo de los instrumentos y teoŕıas de la śısmica de exploración [87].

Como resultado de estas investigaciones, en el año 1922 se comienza a utilizar el método

śısmico de refracción en Méjico y en la costa estadounidense del Golfo de Méjico, con el

objetivo de detectar domos de sal asociados con hidrocarburos. Pocos tiempo después,

en el año 1927, se comienza a utilizar comercialmente el método śısmico de reflexión en

la zona de Oklahoma, Estados Unidos [87], y en pocos años se convierte en el método

dominante en la exploración de hidrocarburos.

Aunque los métodos śısmicos se han utilizado desde entonces para el delineamiento

espacial de yacimientos de hidrocarburos, en los últimos años se los ha empezado a con-

siderar con el fin de obtener información muy útil relacionada con las propiedades f́ısicas

a escala poral de la roca (porosidad, permeabilidad, fluidos saturantes, grado y tipo de

saturación, litoloǵıa, etc). Esto se debe principalmente a los avances más recientes en

distintos campos de la ciencia, como aśı también al incremento en la cantidad y cali-

dad de los datos śısmicos registrados y a los avances tecnológicos en las computadoras

utilizadas para almacenar, procesar y visualizar los enormes volúmenes de información

involucrados. Frente a este complejo desaf́ıo que enfrenta la śısmica de prospección, re-

sulta de vital importancia la consideración de un modelo teórico de roca que considere

su naturaleza porosa, la presencia de uno o varios fluidos saturantes y los efectos que

estas caracteŕısticas de microescala poseen sobre la respuesta śısmica de la roca a escala

macroscópica. En este sentido, los medios porosos saturados representan satisfactoria-

mente las principales caracteŕısticas observadas en las rocas que usualmente se encuentran

en las zonas de la corteza terrestre de interés exploratorio.

Las leyes clásicas de la sismoloǵıa fueron en general desarrolladas para materiales

continuos, elásticos y homogéneos, y entonces su aplicación a medios porosos requiere

una adaptación. Los medios porosos utilizados para representar rocas de la corteza

son multifásicos por naturaleza. Por un lado, porque su fracción sólida (matriz) está

constituida por granos cuyas composiciones qúımicas o propiedades cristalinas son dife-

rentes. Por otro lado, porque en general el espacio poral de la matriz sólida se encuentra

ocupado por uno o más fluidos. Estas heterogeneidades microscópicas inducen un com-

portamiento f́ısico a nivel macroscópico muy complejo y sensible a pequeñas variaciones
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en el contenido de fluido o en la estructura sólida. Un entendimiento profundo de estos

efectos permitiŕıa, en principio, obtener información acerca de las propiedades litológicas

y de los fluidos saturantes de la roca en estudio a partir de su respuesta śısmica. Este

interés condujo hace varias décadas atrás a Biot a plantear su teoŕıa de propagación de

ondas en medios porosos saturados [6, 7, 8]. Esta teoŕıa cuenta con la aceptación general

de los cient́ıficos en la materia, y parte de un modelo muy simple en el que la matriz

porosa es considerada como un agregado homogéneo e isótropo de part́ıculas elásticas,

cuyos poros interconectados se encuentran completamente saturados por un fluido vis-

coso compresible. La deformación que resulta del pasaje de una onda śısmica a través del

medio se debe al movimiento acoplado de ambas fases, y en base a este hecho Biot predijo

la existencia de un modo de propagación adicional, además de las ondas compresional

y de corte correspondientes a los modos fundamentales hallados por Poisson en el año

1830. La onda adicional que surge en la teoŕıa de Biot se denomina onda lenta, mientras

que a los otros dos modos los llamaremos ondas clásicas. La onda lenta exhibe un com-

portamiento muy distinto al de las ondas clásicas, y la comprobación experimental de su

existencia ha sido presentada por Plona y Johnson [68].

Ciertos medios que suelen encontrarse en ambientes de interés exploratorio, tales como

areniscas arcillosas, suelos congelados y sedimentos que contienen hidratos de metano en

sus poros, poseen una matriz compuesta por dos fases sólidas con distintas propiedades.

Debido a que las dos matrices sólidas pueden sufrir distintos desplazamientos y deforma-

ciones al aplicar sobre el medio un determinado esfuerzo, no es estrictamente correcto

utilizar la teoŕıa de Biot para representar la respuesta śısmica de estos ambientes. Por

esta razón, Leclaire et al. [55] propusieron una teoŕıa para medios porosos parcialmente

congelados, bajo la suposición de que siempre existe una capa muy fina de agua ĺıquida

alrededor de las part́ıculas de roca que impide el contacto de las mismas con la matriz de

hielo. Pocos años después, Carcione y Tinivella [14] modificaron esta teoŕıa para incluir

la interacción entre las part́ıculas de hielo y roca. Más recientemente, Santos et al. [86]

generalizaron el trabajo de Carcione y Tinivella [14] para incluir el caso de porosidad no

uniforme. El principal resultado de estas teoŕıas es que a través de estos medios com-

puestos se pueden propagar tres ondas compresionales y dos ondas de corte [55, 14, 86].

La verificación experimental de la existencia de algunas de las ondas lentas que surgen

de estas teoŕıas fue realizada por Leclaire et al. [56].

En los medios porosos saturados, tanto de matriz simple como compuesta, la
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interacción de las ondas clásicas con las heterogeneidades del medio genera ondas lentas

por un proceso de conversión de enerǵıa entre la onda incidente y las perturbaciones

originadas. El análisis de los efectos que estas conversiones de enerǵıa tienen sobre la

onda clásica primaria que viaja a través del medio poroso heterogéneo constituye la

principal motivación de esta Tesis.

1.1 Descripción de los contenidos

El objetivo principal de esta Tesis consiste en analizar la atenuación y dispersión que

experimentan las ondas śısmicas clásicas que se propagan a través de medios porosos

saturados altamente heterogéneos. En este análisis se presta particular atención al papel

que tienen las ondas lentas que se generan en las heterogeneidades. Los modelos teóricos

utilizados para desarrollar esta investigación son el propuesto por Biot [6, 7, 8] y la

extensión del modelo de Biot para matriz compuesta presentada por Santos et al. [86].

Particularmente, el Caṕıtulo 2 contiene una breve descripción de la teoŕıa de Biot

y un análisis detallado de las principales propiedades de las ondas que de acuerdo con

esta teoŕıa se pueden propagar a través de los medios porosos saturados. Se ha brindado

principal atención al comportamiento difusivo que presenta la onda lenta en el rango de

bajas frecuencias.

En el Caṕıtulo 3 se introduce el mecanismo mesoscópico de atenuación y dispersión

(efectos mesoscópicos). Estos efectos se deben a la presencia de heterogeneidades de

escalas mesoscópicas en el medio, es decir, heterogeneidades de tamaños mayores que

la escala poral pero mucho menores que las longitudes de onda predominantes, y se

producen debido a conversiones de enerǵıa entre la onda clásica primaria y las ondas

lentas que se generan en tales heterogeneidades. Inicialmente en este caṕıtulo se presenta

la teoŕıa anaĺıtica de White et al. [89], que permite cuantificar estos efectos en el caso

de medios periódicos estratificados. Luego, se propone un procedimiento de elementos

finitos para realizar simulación numérica de propagación de ondas en medios porosos

saturados heterogéneos, con el objetivo de cuantificar los efectos mesoscópicos del medio

por el cual se propaga la perturbación clásica generada en la fuente. Para confirmar que la

propagación de ondas permite evaluar correctamente los efectos mesoscópicos, se utiliza

el algoritmo propuesto en el caso de medios estratificados y para frecuencias śısmicas, y se

verifica que los efectos mesoscópicos determinados a partir de las simulaciones numéricas
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se correspondan con los obtenidos utilizando la teoŕıa anaĺıtica de White et al. [89].

Debido al enorme costo computacional que implica realizar simulación numérica de

propagación de ondas para estudiar los efectos mesoscópicos, en el Caṕıtulo 4 se propone

una metodoloǵıa computacional alternativa para estudiar este fenómeno. La misma con-

siste en aplicar esfuerzos armónicos compresionales y de corte sobre muestras de roca

representativas, y a partir del cambio de volumen y de forma que experimentan se de-

terminan cuantitativamente los efectos mesoscópicos. Se realiza la validación de esta

metodoloǵıa comparando los resultados que surgen de la misma en el caso de medios

periódicos estratificados con los que se obtienen con la teoŕıa anaĺıtica de White [89].

Luego, se la utiliza para realizar un análisis de sensibilidad de los efectos mesoscópicos a

distintos tipos de heterogeneidades en la matriz de roca y en los fluidos porales. Además,

se propone una técnica Monte Carlo para extraer el comportamiento estad́ıstico de medios

altamente heterogéneos que contienen inhomogeneidades aleatorias caracterizadas por

cierta densidad espectral.

El Caṕıtulo 5 está ı́ntegramente dedicado al modelo desarrollado por Santos et al.

[86] para la propagación de ondas en un medio de matriz sólida compuesta saturada. En

tal sentido, se presenta este modelo y se analizan las principales propiedades de las ondas

que de acuerdo con esta teoŕıa se pueden propagar en estos ambientes. Luego, se realiza

un análisis cuantitativo de las conversiones de enerǵıa que se producen cuando una onda

compresional clásica incide sobre una heterogeneidad plana en estos medios.

Finalmente, en el Caṕıtulo 6 se utilizan los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 5 para

analizar la respuesta śısmica de sedimentos que contienen hidratos de metano en sus

poros. Con este fin, se consideran datos reales provenientes del pozo Mallik 5L-38 (Delta

del Mackenzie, Canadá) para calibrar el modelo teórico utilizado. Luego, se estudian las

conversiones de enerǵıa que ocurren cuando una onda clásica incide sobre una interfase

plana determinada por una discontinuidad en la saturación de hidrato. A continuación,

se realiza simulación numérica de propagación de ondas en sedimentos que contienen

distribuciones altamente heterogéneas de hidratos de metano para analizar los efectos que

las particiones de enerǵıa que ocurren en las heterogeneidades irregulares tienen sobre

las ondas clásicas generadas en la fuente. Estas particiones incluyen conversiones de la

enerǵıa de la onda clásica primaria hacia los cinco tipos de ondas que se pueden propagar a

través de estos medios. Estos resultados sugieren que fenómenos de ”scattering” asociados

con distribuciones altamente heterogéneas de hidratos de metano en el espacio poral de
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la roca permitiŕıan explicar los altos niveles de atenuación śısmica que se suelen observar

en estos ambientes.

Esta Tesis también contiene un apéndice, en el que se detalla el procedimiento numérico

utilizado para aproximar las soluciones de los problemas de condiciones de contorno que

se formulan en el Caṕıtulo 4.



Caṕıtulo 2

Propagación de ondas en medios porosos saturados

Un medio poroso saturado es un sólido que contiene una red interconectada de espacio

poral saturado por uno o varios fluidos. A la fase sólida porosa se la suele llamar matriz,

y se asume que tanto esta fase como el espacio poral son continuos. Muchos materiales

tales como rocas, suelos, tejidos biológicos, cementos y ciertos alimentos, entre otros,

pueden ser representados utilizando medios porosos. En particular, las rocas saturadas

con agua, petróleo y/o gas pueden describirse como medios porosos saturados, y por esta

razón el estudio de la respuesta elástica de los mismos es un tema de gran relevancia en

Geof́ısica de Exploración y otras ramas de la Ciencia.

Los medios porosos saturados son muy heterogéneos a nivel microscópico, con un

comportamiento macroscópico muy complejo que depende de las propiedades f́ısicas de

las distintas fases que los componen. El interés en incluir dichas propiedades en las

ecuaciones que gobiernan la propagación de ondas elásticas a través de estos medios se

debe a que su respuesta śısmica refleja el comportamiento a escala poral de las distintas

fases. Este hecho sugiere que un entendimiento profundo de estas relaciones permitiŕıa

obtener, a partir del comportamiento a escala macroscópica, valiosa información a nivel

microscópico, tal como la discriminación, distribución y grado de saturación de los fluidos

porales, permeabilidad y porosidad de la matriz sólida, etc.

Kosten y Zwikker [52] y Frenkel [34], en trabajos independientes, fueron los primeros

autores en proponer ecuaciones para describir el movimiento promedio de las fases sólida

y fluida de un medio poroso. Poco tiempo después, asumiendo que los conceptos y

principios de la mecánica del continuo pueden aplicarse a las magnitudes medibles a escala

macroscópica, Biot [6, 7, 8] formuló su teoŕıa general de la deformación y propagación

de ondas elásticas en medios porosos saturados (medios de Biot).

Más recientemente las técnicas de homogenización, que permiten pasar del compor-

tamiento microscópico al macroscópico, fueron utilizadas para obtener las leyes que

gobiernan la propagación de ondas en estos medios [25, 70, 2, 10]. Lo interesante de

estos trabajos, más formales y matemáticamente rigurosos, es que avalan los resultados

7
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obtenidos por Biot utilizando la mecánica del continuo y asumiendo la validez de las

ecuaciones de Lagrange.

La teoŕıa de Biot es la más aceptada y utilizada para analizar la propagación de

ondas elásticas en medios porosos saturados, posiblemente debido a su análisis detallado

y claridad conceptual, y es la que utilizaremos a lo largo de la primera parte de esta

Tesis. Dado que la misma describe la respuesta de un sistema compuesto por una fase

sólida y una fluida, la deformación debida al pasaje de una onda śısmica se explica por un

movimiento acoplado entre ambas fases. En base a este hecho, Biot encontró el resultado

más interesante de esta teoŕıa, que consiste en la existencia de una onda compresional

adicional, además de las ondas compresional y de corte clásicas similares a las que se

propagan a través de un sólido elástico.

En este caṕıtulo presentaremos la teoŕıa de Biot y analizaremos las principales

propiedades de los tres tipos de ondas que se pueden propagar a través de un medio

poroso saturado.

2.1 La teoŕıa de Biot

Consideremos la propagación de ondas elásticas a través de un sólido poroso saturado por

un único fluido, y asumamos que el material es estad́ısticamente isótropo, de modo que

para todas las secciones transversales la proporción entre área de sólido y ĺıquido puede

suponerse constante. Llamemos φ a la porosidad efectiva, definida como el cociente entre

el volumen de espacio poral interconectado y el volumen total de agregado. Supongamos

que la matriz es elástica y que el fluido saturante es viscoso, newtoniano y compresible,

y que puede moverse respecto de la matriz dando lugar a un fenómeno de fricción vis-

cosa. Asumamos también que tanto la fase sólida como la fluida sufren desplazamientos

pequeños, hipótesis que normalmente se satisface en aplicaciones geof́ısicas relacionadas

con propagación de ondas elásticas.

Tomemos un volumen elemental Ω de material poroso saturado, centrado en la posición

x y de tamaño grande respecto de la medida de los poros pero mucho más pequeño

que las longitudes de onda asociadas con las perturbaciones que se están propagando

a través del medio. Entonces, si ω = 2πf es la frecuencia angular de la onda, sean

us(x, ω) = (us
1, u

s
2, u

s
3) el desplazamiento promedio de las part́ıculas de la matriz sólida

de Ω para la frecuencia angular ω y ũf(x, ω) el desplazamiento promedio de la fase
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fluida de Ω. Es importante remarcar aqúı que conceptual y matemáticamente el con-

siderar una única frecuencia ω (onda monocromática) equivale a trabajar en el dominio

espacio-frecuencia. Es decir, trabajaremos con la transformada de Fourier de los distintos

parámetros respecto de la variable temporal, y debe entenderse de esta manera de aqúı

en adelante.

Definamos además un vector desplazamiento relativo del fluido,

uf = φ(ũf − us), (2.1)

que representa el flujo de fluido relativo al sólido en términos de volumen por unidad de

área de agregado. Su derivada temporal u̇f(x, t) se denomina velocidad de infiltración.

Es interesante notar que para cualquier volumen macroscópico de material poroso H con

frontera ∂H , el cambio en el contenido de fluido está dado por
∫

∂H

uf · νdS =

∫

H

∇ · ufdV, (2.2)

donde ν es el versor normal unitario exterior a ∂H . De esta igualdad podemos observar

que el escalar

ξ = −∇ · uf (2.3)

mide el cambio local en el contenido de fluido poral.

Biot [8] definió un tensor de tensión total σij , que tiene en cuenta las tensiones ac-

tuantes sobre las parte sólida y fluida del agregado. Si σs
ij es el tensor asociado con la

fuerza actuante sobre la fase sólida por unidad de área del agregado, y si pf es el cambio

en la presión de la fase fluida debido al pasaje de la perturbación, entonces

σij = σs
ij − φpfδij . (2.4)

Por otra parte, las deformaciones sufridas por la fase sólida al pasar la onda elástica

quedan representadas por el tensor lineal de deformaciones ǫij(u
s), definido como

ǫij(u
s) =

1

2

(
∂us

i

∂xj
+
∂us

j

∂xi

)
. (2.5)

Entonces, siguiendo el trabajo de Biot [8], las relaciones constitutivas pueden es-

cribirse como

σij(u) = 2µ εij(u
s) + δij(λc ∇ · us − α Kav ξ), (2.6)

pf(u) = −α Kav ∇ · us +Kavξ. (2.7)
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El coeficiente µ es el módulo de corte del medio poroso saturado, y de acuerdo con la

hipótesis de Gassmann [36] es considerado igual al módulo de corte de la matriz seca.

Por otro lado,

λc = Kc −
2

E
µ, (2.8)

donde Kc es el módulo de volumen del medio poroso saturado cerrado (módulo de

Gassmann) y E es la dimensión Eucĺıdea. Las constantes λc y µ son análogas a las

constantes de Lamé de un sólido elástico.

De acuerdo con [36], los coeficientes que intervienen en las ecuaciones (2.6) y (2.7)

pueden obtenerse mediante las relaciones

α = 1 − Km

Ks

, (2.9)

Kav =

(
α− φ

Ks
+

φ

Kf

)−1

(2.10)

Kc = Km + α2Kav, (2.11)

donde Ks, Km y Kf denotan el módulo de volumen de los granos sólidos, de la matriz

seca y del fluido saturante, respectivamente. El coeficiente α se conoce como coeficiente

de Biot o de esfuerzo efectivo del agregado. Definamos también el módulo de onda plana

cerrado Mc, como

Mc = λc + 2µ. (2.12)

2.2 Las ecuaciones de movimiento y los coeficientes viscodinámicos

Con el objeto de analizar la propagación de ondas elásticas a través de medios porosos

saturados, Biot [6, 7] obtuvo las ecuaciones de movimiento postulando la validez de

los conceptos de la mecánica del continuo y de las ecuaciones de Lagrange a escala

macroscópica.

Para describir la masa contenida en el volumen elemental Ω, llamemos ρs y ρf a

la densidad de los granos sólidos y del fluido saturante, respectivamente. Entonces, la

densidad del agregado sólido-fluido está dada por

ρb = (1 − φ)ρs + φρf . (2.13)
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Definamos una matriz de masa definida positiva P y una matriz no negativa B en la

forma

P =

(
ρbI ρfI

ρfI gI

)
, (2.14)

B =

(
0I 0I

0I bI

)
, (2.15)

donde I es la matriz identidad en RE×E. El parámetro g es el coeficiente de acoplamiento

de masa, y representa los efectos inerciales asociados con interacciones dinámicas entre la

fase sólida y la fluida. Por otra parte, el parámetro b se denomina coeficiente de fricción

viscosa, e incluye los efectos de acoplamiento viscoso entre tales fases.

Luego, introduciendo un operador diferencial de segundo orden L(u), dado por

L(u) = (∇ · σ(u),−∇pf(u))
t , (2.16)

en ausencia de fuerzas externas las ecuaciones de movimiento de Biot en el dominio del

espacio y de las frecuencias pueden escribirse de la siguiente forma [6, 7]

−ω2Pu(x, ω) + iωBu(x, ω) − L(u(x, ω)) = 0. (2.17)

Los parámetros de fricción viscosa y acoplamiento de masa en función de la frecuencia

(coeficientes viscodinámicos) se obtienen mediante las siguientes expresiones

b(ω) = Re

(
η

κd(ω)

)
, (2.18)

g(ω) =
1

ω
Im

(
η

κd(ω)

)
,

donde η es la viscosidad del fluido y κd(ω) es la permeabilidad dinámica, una función

compleja definida por Johnson et al. [49], dada por

κd(ω) = κ

(√
1 + i

4

nj

ω

ωj
+ i

ω

ωj

)−1

. (2.19)

En la expresión anterior, κ es la permeabilidad absoluta de la roca y nj es un parámetro

relacionado con la permeabilidad, el factor de formación eléctrico, y la superficie y el

volumen poral (ver Johnson et al. [49] para la definición matemática precisa de este

parámetro). De acuerdo con Pride [76], experimentalmente se observa que nj = 8 es

un valor adecuado para materiales poco consolidados y arenas limpias, además de ser el
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resultado teórico obtenido para medios porosos que poseen poros modelados utilizando

tubos ciĺındricos. Por otra parte, este parámetro tiene un valor mucho menor en el caso

de areniscas arcillosas.

Respecto de la frecuencia ωj , esta es conocida como frecuencia cŕıtica y es la frecuencia

para la cual el espesor de la capa ĺımite es del orden del radio poral. Recordemos que

si las paredes de un tubo ciĺındrico que contiene en su interior un fluido viscoso oscilan

armónicamente en la dirección paralela a la longitud del tubo, se genera una perturbación

armónica en el fluido que viaja en la dirección del eje del mismo. Por efecto de la

viscosidad, el desplazamiento relativo del fluido respecto del sólido será nulo en el contacto

sólido-fluido, y aumentará su magnitud con la distancia medida desde la pared del tubo.

El espesor de la capa ĺımite se define como la distancia desde la pared hasta la región

del tubo donde la velocidad relativa del fluido es muy próxima a su valor máximo. Para

un medio poroso saturado por un fluido viscoso, el espesor de la capa ĺımite se conoce en

inglés como “viscous skin depth”, y se puede expresar como [67, 9]

d(ω) =

√
2η

ωρf
. (2.20)

El fluido que se encuentra en esta capa se ve fuertemente afectado por las fuerzas de

fricción viscosa, mientras que el que se encuentra más allá de la misma prácticamente

no está afectado por su viscosidad, y se comporta como un fluido ideal. De la ecuación

anterior podemos observar que el espesor de capa ĺımite viscosa es muy importante para

bajas frecuencias, y disminuye con la frecuencia. Aśı, en el ĺımite de bajas frecuencias

la totalidad del fluido poral se encuentra fuertemente afectado por su viscosidad, y en-

tonces se produce un movimiento sincrónico de todo el material, fenómeno conocido como

compatibilidad dinámica. Si exigimos que para la frecuencia cŕıtica el espesor de la capa

ĺımite viscosa sea del orden del radio poral r [67, 49, 76], utilizando la fórmula (2.20)

obtenemos

ωj ≈
2η

ρfr2
. (2.21)

De análisis previo, es interesante notar que para frecuencias menores que la cŕıtica las

fuerzas viscosas predominan por sobre las inerciales, y por esta razón el desplazamiento

relativo del fluido respecto del sólido es despreciable. En este rango de bajas frecuencias

el comportamiento del fluido es de tipo laminar. Para frecuencias por encima del valor
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cŕıtico, las fuerzas inerciales predominan por sobre las viscosas, y entonces el desplaza-

miento relativo del fluido respecto del sólido comienza a ser apreciable. En este rango

de altas frecuencias el flujo deja de ser de tipo laminar, y se establece un flujo potencial,

con los efectos de la viscosidad restringidos a una región muy delgada en contacto con

las paredes del espacio poral. Para frecuencias del orden del valor cŕıtico se produce un

equilibrio entre las fuerzas viscosas e inerciales.

Diversos autores han expresado la frecuencia cŕıtica en función del factor de estructura

o tortuosidad S de la roca en la forma [48, 31]

ωj =
ηφ

κρfS
. (2.22)

El factor de estructura es un parámetro adimensional que se asocia con la forma de

los poros, y se puede relacionar con la conductividad eléctrica del medio poroso: si

asumimos que la matriz sólida es un aislante eléctrico, la conductividad eléctrica cb de

la roca saturada es proporcional a la conductividad eléctrica del fluido saturante cf a

través de un factor geométrico F conocido como factor de formación eléctrico, mediante

la relación cb = cf/F . En función de este parámetro se puede expresar [49, 5]

S = Fφ (2.23)

y reemplazando en la expresión (2.22), se encuentra la expresión [49]

ωj =
η

ρfFκ
. (2.24)

Por otra parte, de acuerdo con la ley de Archie F = φ−m, donde el exponente de ce-

mentación m se relaciona con la topoloǵıa de los poros de la muestra. En general, m

tiene valores cercanos a 1.5 en arenas limpias, a 2 en arenas arcillosas, y cercanos a 1 en

rocas fracturadas.

Como mencionamos previamente, para frecuencias por debajo del valor ωj se puede

suponer que el movimiento relativo del fluido en los poros es de tipo laminar (tipo

Poiseuille), y bajo esta suposición los coeficientes de acoplamiento de masa y de fricción

viscosa pueden tomarse independientes de la frecuencia. En este sentido, algunos autores

estimaron heuŕısticamente estos coeficientes en el ĺımite de bajas frecuencias [29, 5, 31]

g0 =
Sρf

φ
, b0 =

η

κ
. (2.25)
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En general el valor de ωj es mucho mayor que las frecuencias que usualmente se utilizan

en śısmica de exploración (de pocos Hz a algunos KHz), y entonces las expresiones (2.25)

son aceptables en la mayoŕıa de las aplicaciones geof́ısicas.

2.3 Propiedades de las ondas śısmicas en un medio poroso saturado

Con el objetivo de analizar las propiedades de las ondas śısmicas que se pueden propa-

gar en un medio poroso saturado, consideramos un medio de Biot homogéneo. De la

divergencia de (2.6) es muy simple demostrar que en el caso homogéneo,

∇ · σ(u) = Mc∇ (∇ · us) + αKav∇
(
∇ · uf

)
− µ∇× (∇× us) , (2.26)

y utilizando esta igualdad y (2.7) en la ecuación (2.17) obtenemos las siguientes ecuaciones

de movimiento para medios homogéneos

−ω2ρbu
s − ω2ρfu

f = Mc∇ (∇ · us) + αKav∇
(
∇ · uf

)
− µ∇× (∇× us) , (2.27)

−ω2ρfu
s − ω2guf + iωbuf = αKav∇ (∇ · us) +Kav∇

(
∇ · uf

)
. (2.28)

Siguiendo un razonamiento similar al que Pride presentó en [76], consideremos una

onda plana, la cual, por definición, producirá en el material una respuesta del tipo

us = Aei(ωt−k̄·r̄)ŭs, (2.29)

uf = Bei(ωt−k̄·r̄)ŭf . (2.30)

En estas igualdades, ŭs y ŭf son vectores unitarios que definen la polarización de la

respuesta, y r̄ denota el vector posición de la part́ıcula, donde en este contexto deno-

minamos part́ıcula a un volumen elemental del medio poroso saturado. Además, k̄ es el

vector de onda, el cual se puede escribir como

k̄ = ωs(ω)k̆, (2.31)

donde s(ω) es un escalar complejo denominado retardo (slowness), y k̆ es un vector

unitario en la dirección de propagación. El retardo contiene la información de la velocidad

de fase y de la atenuación de la onda. Para observar esto, consideremos una onda que se

propaga en la dirección del eje x; en este caso,

us = AeωIm(s)xeiω(t−Re(s)x)ŭs, (2.32)

uf = BeωIm(s)xeiω(t−Re(s)x)ŭf .
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De esta ecuación podemos ver que la parte imaginaria del retardo controla el decaimiento

exponencial de la amplitud de la onda, y debe ser negativa para que la amplitud disminuya

con la distancia. Por otra parte, la parte real del retardo está relacionada con la velocidad

de fase v(ω) mediante

v(ω) = 1/Re(s(ω)). (2.33)

El retardo permite obtener el factor de calidad Q, mediante la relación [76]

Q−1(ω) = −2
Im(s(ω))

Re(s(ω))
. (2.34)

Por definición, el inverso del factor de calidad representa el cociente entre la pérdida de

enerǵıa en un ciclo y la enerǵıa de deformación máxima almacenada en el volumen (y

dividido por 2π) [1]. En consecuencia, el factor de calidad da una medida de la elasticidad

del medio: a mayor Q, menores pérdidas de enerǵıa y amplitud.

Reemplazando las expresiones (2.29) y (2.30) para los desplazamientos en las ecua-

ciones de movimiento para medios homogéneos (2.27) y (2.28), teniendo en cuenta que,

∇ (∇ · us) =
(
−Aei(ωt−k̄·r̄)k̄ · ŭs

)
k̄,

∇
(
∇ · uf

)
=

(
−Bei(ωt−k̄·r̄)k̄ · ŭf

)
k̄, (2.35)

∇× (∇× us) = −Aei(ωt−k̄r̄)k̄ ×
(
k̄ × ŭs

)
,

y utilizando la expresión (2.31), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

(
−ρbŭs +Mcs

2(k̆ · ŭs)k̆ − µs2k̆ × (k̆ × ŭs)
)
A + (2.36)

(
−ρf ŭf + αKavs

2(k̆ · ŭf)k̆
)
B = 0,

(
−ρf ŭs + αKavs

2(k̆ · ŭs)k̆
)
A +

(
−gŭf +

ib

ω
ŭf +Kavs

2(k̆ · ŭf)k̆

)
B = 0. (2.37)

Dependiendo del tipo de onda existen distintas relaciones entre los vectores k̆, ŭs y

ŭf . Tal como se desprende del análisis realizado por Pride [76], independientemente del

tipo de onda, no existen ondas planas que produzcan una respuesta “mixta”, es decir,

con ŭs 6= ŭf , pues del sistema de ecuaciones (2.36), (2.37) obtendŕıamos la solución

trivial A = B = 0 [76]. En el caso de una onda de corte, el material responde en

un sentido perpendicular al de la dirección de propagación, de modo que k̆ · ŭs = k̆ ·
ŭf = 0. Por otro lado, en el caso de una onda longitudinal la respuesta ocurre en el
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sentido de la dirección de propagación, y entonces k̆ · ŭs = k̆ · ŭf = 1 1. A partir de

estas consideraciones, a continuación analizaremos las velocidades de fase, coeficientes de

atenuación y movimientos de las part́ıculas para las distintas ondas.

2.3.1 Ondas de corte

Estudiemos la propagación de ondas de corte a través de medios porosos saturados. Con

este objetivo, consideremos que los versores ŭs y ŭf son paralelos entre si, y ortogonales

al versor k̆. Al utilizar estas relaciones en las ecuaciones (2.36) y (2.37), obtenemos el

siguiente sistema de ecuaciones lineales

(ρb − µs2)A+ ρfB = 0, (2.38)

ρfA+ (g − ib

ω
)B = 0, (2.39)

el que tendrá soluciones no triviales sólo si su determinante es cero. Luego, si pedimos

que esto ocurra obtenemos el único valor que puede tomar el retardo s:

s(ω) =

(
1

µ

(
ρb −

ρ2
f

g − ib/ω

)) 1

2

. (2.40)

Podemos ver de esta expresión que para una matriz elástica (µ real) la parte imaginaria

de s(ω) se debe exclusivamente al movimiento relativo entre el fluido y el sólido inducido

por la aceleración de la matriz sólida. También es interesante notar que en el caso elástico,

si la frecuencia tiende a cero, s =
√
ρb/µ; es decir, la velocidad de corte en este caso

coincide con la velocidad con la que se propaga una onda de corte a través de un sólido

elástico que posee una densidad ρb y un módulo de corte similar al módulo de corte de

la matriz seca.

Con el objetivo de ilustrar el comportamiento de las ondas de corte, consideramos una

onda transversal que viaja a través de la “arenisca 1” de la Tabla 2.1. Las propiedades

f́ısicas de esta arenisca son consistentes con el modelo de Krief et al. [53], mientras que

los valores de permeabilidad que se encuentran en la tabla fueron obtenidos utilizando

la relación de Kozeny-Carman, que permite vincular la permeabilidad de la roca con su

porosidad [62] mediante la expresión

κ =
Bkφ

3d2

(1 − φ)2
, (2.41)

1Las propiedades de paralelismo y ortogonalidad entre los versores k̆, ŭf y ŭs se corresponden con

las suposiciones de irrotacionalidad y divergencia nula usualmente usadas para desacoplar ondas com-

presionales y de corte en medios isotrópicos.
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donde d es el diámetro de los granos y Bk es un factor geométrico. En particular para

las areniscas de la tabla, y de acuerdo con el trabajo de Carcione y Picotti [13], tomando

Bk = 0.003 y d = 80µm para los granos de cuarzo, se obtiene κ = 1 Darcy para las

areniscas 1 y 2, y κ = 0.23 Darcy para la arenisca 3. En el caso de la lutita, tomando un

tamaño de grano d = 0.3 µm se obtiene un valor de permeabilidad κ = 1.5×10−5 Darcy.

Parámetro Arenisca 1 Arenisca 2 Arenisca 3 Lutita

φ 0.3 0.3 0.2 0.3
Ks 37 GPa 37 GPa 37 GPa 25 GPa
ρs 2.65 gr/cm3 2.65 gr/cm3 2.65 gr/cm3 2.55 gr/cm3

µs 44 GPa 44 GPa 44 GPa 9 GPa
Km 4.8 GPa 8 GPa 12.1 GPa 3.3 GPa
µ 5.7 GPa 9.5 GPa 14.4 GPa 1.2 GPa
κ 1 D 1 D 0.23 D 1.5 × 10−5 D

Tabla 2.1: Parámetros f́ısicos de las rocas secas utilizadas en los ejemplos numéricos.

Para analizar las propiedades de las ondas de corte frente a distintos fluidos saturantes

naturales, consideramos dos casos: la arenisca elegida está saturada de agua en un caso,

y de gas en el otro. Los valores que utilizamos para los parámetros f́ısicos de los fluidos

son los que se encuentran en la Tabla 2.2, que fueron publicados por Carcione y Picotti

[13] y serán los que utilizaremos a lo largo de la Tesis.

Respecto de la frecuencia cŕıtica en los medios considerados, tomando para el expo-

nente de cementación de Archie un valor m = 1.5, y utilizando la expresión (2.24) se

encuentra que la frecuencia cŕıtica es fj =
ωj

2π
= 71.3KHz en el caso que el fluido poral

sea agua, y fj = 47.5KHz en el caso que sea gas. Por otra parte, utilizando un valor

de nj = 8 en la expresión (2.19) para obtener la permeabilidad dinámica en función de

la frecuencia, utilizando las relaciones (2.18) en la ecuación (2.40) para determinar el

retardo de las ondas de corte, y usándolo en las expresiones (2.33) y (2.34), obtenemos

la velocidad de fase y la atenuación de la onda de corte en función de la frecuencia.

La Figura 2.1 muestra la atenuación de la onda de corte que se propaga a través de

la arenisca 1 saturada con agua en un caso y con gas en otro, en función de la frecuencia

normalizada según la frecuencia cŕıtica respectiva (ω/ωj). Esta pérdida de enerǵıa se

debe exclusivamente a la fricción viscosa desarrollada por el movimiento relativo del
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Parámetro Agua Gas Petróleo

ρf 1.04 gr/cm3 0.078 gr/cm3 0.7 gr/cm3

Kf 2.25 GPa 0.012 GPa 0.7 GPa
η 0.03 Poise 0.0015 Poise 0.1 Poise

Tabla 2.2: Parámetros f́ısicos de los fluidos utilizados en los ejemplos numéricos.

fluido respecto de la matriz sólida, y suele denominarse atenuación intŕınseca del medio.

Es interesante notar que en ambos casos el pico de atenuación se produce para frecuencias

cercanas al valor cŕıtico, y la intensidad de la disipación es mucho mayor en el caso de la

arenisca saturada con agua, con valores de Qs del orden de 30 para frecuencias cercanas

al valor cŕıtico. La ubicación del pico de atenuación se debe al hecho de que la pérdida

de enerǵıa por fricción viscosa está controlada por dos factores: por un lado, depende

de la magnitud del desplazamiento relativo del fluido respecto del sólido y, por el otro,

de la intensidad de la fuerza viscosa que actúa sobre el fluido poral. Para frecuencias

mucho menores que la cŕıtica todo el fluido poral se encuentra fuertemente afectado

por la fuerza de fricción viscosa, produciendo que el desplazamiento relativo del fluido

respecto del sólido sea despreciable y entonces minimizando la pérdida de enerǵıa. En

el otro extremo, para frecuencias mucho mayores que el valor cŕıtico, el desplazamiento

relativo del fluido es importante pero la capa ĺımite viscosa es muy delgada y, entonces,

el fluido poral prácticamente no es afectado por las fuerzas viscosas, produciendo una

pérdida de enerǵıa despreciable. Para frecuencias cercanas al valor cŕıtico, el espesor de

la capa ĺımite es del orden del radio poral, de modo que prácticamente todo el fluido

poral está afectado por las fuerzas viscosas y, además, el desplazamiento relativo del

fluido respecto del sólido es significativo, produciendo el máximo de pérdida de enerǵıa

por fricción viscosa.

La Figura 2.2 muestra la velocidad de fase de la onda de corte que se propaga a través

de la arenisca 1 saturada con agua en un caso y con gas en otro, en función de ω/ωj. Se

puede verificar fácilmente que en el ĺımite de bajas frecuencias, las velocidades coinciden

con el valor
√
µ/ρb, tal como mencionamos previamente. Dado que las propiedades del

fluido saturante no afectan al módulo de corte de la matriz saturada (y por eso se lo con-

sidera igual al módulo de corte de la matriz seca), las discrepancias entre las velocidades
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Figura 2.1: Inverso del factor de calidad Qs en función de ω/ωj. La ĺınea sólida muestra
la respuesta de la arenisca 1 saturada con agua, y la ĺınea punteada la de la misma
arenisca saturada con gas.

en el ĺımite de bajas frecuencias se deben exclusivamente al hecho que las densidades

de los fluidos saturantes son distintas. Observando las curvas podemos concluir que en

ambos casos la dispersión de velocidad es prácticamente nula hasta una frecuencia del

orden de 0.1 veces la frecuencia cŕıtica. Luego, a medida que la frecuencia de oscilación

se acerca al valor cŕıtico la dispersión comienza a ser más importante, y la pendiente de

crecimiento es máxima para frecuencias cercanas a la cŕıtica. Sin embargo, cabe destacar

que la magnitud de la dispersión de velocidad no es significativa, pues considerando todo

el rango de frecuencias es del orden del 4 por ciento respecto del ĺımite en bajas frecuen-

cias en el caso de la arenisca saturada con agua, y del orden de 3 por mil en el otro caso.

Estudiemos ahora el desplazamiento relativo del fluido respecto de la matriz sólida.

Con este fin, considerando que el desplazamiento del sólido y el del fluido son vectores

paralelos, y teniendo en cuenta las relaciones (2.29) y (2.30), definamos un coeficiente

de proporcionalidad entre la amplitud del desplazamiento relativo del fluido y la del

desplazamiento del sólido según

βs =
B

A
. (2.42)
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Figura 2.2: Velocidad de fase de la onda de corte en función de ω/ωj. La ĺınea sólida
muestra la respuesta de la arenisca 1 saturada con agua, y la ĺınea punteada la de la
misma arenisca saturada con gas.

Utilizando la ecuación (2.39) se deduce fácilmente que

βs =
ρf

ib/ω − g
, (2.43)

y teniendo en cuenta las definiciones de g(ω) y b(ω) según las igualdades (2.18), resulta

βs =
ρfω

η
(
iRe(κ−1

d (ω)) − Im(κ−1
d (ω))

) . (2.44)

Luego, multiplicando y dividiendo esta igualdad por i, y teniendo en cuenta la relación

(2.24) se encuentra

βs =
−ρfωi

κ−1
d (ω)η

=
−iωκd(ω)

ωjFκ
. (2.45)

Lo interesante de esta expresión es que, como la permeabilidad dinámica es función de

parámetros del sólido y de ω/ωj, y lo mismo ocurre con el resto de la expresión (2.45),

la curva de βs en función de ω/ωj es independiente del tipo de fluido saturante, y aśı es

una propiedad de la matriz seca.

La Figura 2.3 muestra el módulo y fase de βs para la arenisca 1 en función de ω/ωj.

Podemos observar que para frecuencias mucho menores que la cŕıtica el módulo del
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desplazamiento del fluido respecto del sólido es despreciable frente a la magnitud del

desplazamiento del sólido. A medida que la frecuencia aumenta el módulo de la relación

entre los desplazamientos también lo hace, estabilizándose para altas frecuencias en un

valor del orden de 0.16. Respecto de la fase, podemos observar que en el ĺımite de bajas

frecuencias hay un desfasaje de −90o entre los desplazamientos, mientras que en el ĺımite

de altas frecuencias están en contrafase (−180o).
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Figura 2.3: Módulo y fase del coeficiente de proporcionalidad entre el desplazamiento
relativo del fluido y el desplazamiento del sólido (βs) en función de ω/ωj, para una onda
rotacional que se propaga a través de la arenisca 1.

También es interesante notar que, como para una onda de corte se cumple

∇ · us = −iAei(ωt−k̄·r̄)k̄ · ŭs = 0, (2.46)

∇ · uf = −iBei(ωt−k̄·r̄)k̄ · ŭf = 0, (2.47)

utilizando las relaciones (2.7) se obtiene pf = 0. Es decir, la propagación de ondas

rotacionales a través de un medio poroso saturado homogéneo no produce cambios en la

presión del fluido poral.

Para concluir este análisis, podemos remarcar que en el ĺımite de bajas frecuencias las

ondas de corte que se propagan por un medio poroso homogéneo sin efectos disipativos en

la matriz prácticamente no sufren atenuación por fricción viscosa, poseen una velocidad
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de fase aproximadamente igual a
√
µ/ρb y producen un desplazamiento relativo del fluido

respecto del sólido despreciable. Es decir, en el ĺımite de bajas frecuencias las ondas de

corte se propagan como a través de un sólido elástico equivalente de densidad ρb y módulo

de corte µ. Para frecuencias mayores los efectos viscodinámicos cobran importancia, y

esto se pone de manifiesto en la dispersión de velocidad y atenuación intŕınseca, aśı como

en el movimiento de las part́ıculas del medio.

2.3.2 Ondas compresionales: existencia de ondas rápidas y lentas

Estudiemos ahora la propagación de ondas compresionales a través de un medio poroso

saturado. Para esto, recordemos que en este caso los versores k̆, ŭs y ŭf son paralelos, y

reemplazando esto en las ecuaciones de movimiento (2.36) y (2.37) obtenemos el siguiente

sistema de ecuaciones lineales

(−ρb +Mcs
2)A+ (−ρf + αKavs

2)B = 0, (2.48)

(−ρf + αKavs
2)A+ (Kavs

2 − g +
ib

ω
)B = 0. (2.49)

Para que existan soluciones no triviales de este sistema de ecuaciones debemos exigir que

el determinante de la matriz asociada se anule, de donde encontramos que los posibles

valores de s(ω) deben satisfacer

as4 + bs2 + c = 0, (2.50)

con

a = Kav(Mc − α2Kav), (2.51)

b = −ρbKav −Mcg +
Mcib

ω
+ 2ρfαKav, (2.52)

c = ρbg −
ρbib

ω
− ρ2

f . (2.53)

De esta ecuación surge que existen dos posibles valores para s2, y están dados por

s2 = γ ±
√
γ2 −

ρbg − ρbib/ω − ρ2
f

Kav(Mc − α2Kav)
, (2.54)

donde γ = − b
2a

. De los cuatro posibles valores para el retardo sólo son f́ısicamente

aceptables aquellos que tienen su parte imaginaria negativa. Por lo tanto, de este análisis
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surge el resultado más importantes de la teoŕıa de Biot, que consiste en el hecho que en

los medios porosos saturados pueden propagarse dos tipos de ondas compresionales, de

naturaleza muy distinta. A la onda compresional que se propaga con la mayor velocidad

de fase la llamaremos onda compresional rápida, clásica o de tipo 1, y la denotaremos

como onda tipo p1. A la segunda onda compresional la llamaremos onda compresional

lenta, o de tipo 2 y la denotaremos p2. La onda p1 y la de corte (también llamadas ondas

rápidas o clásicas) se corresponden con la onda compresional y la de corte que se propagan

en sólidos elásticos o viscoelásticos. La onda tipo p2 es un modo de propagación adicional

que surge en estos medios debido a la presencia del fluido, y puede afectar de manera

significativa el comportamiento de las ondas clásicas en presencia de heterogeneidades.

En las próximas secciones demostraremos que para bajas frecuencias la onda compresional

lenta no es una onda de propagación sino que es un proceso de difusión de la presión del

fluido poral.

Para ilustrar el comportamiento de estas ondas calculemos las velocidades de fase y

coeficientes de atenuación de las ondas compresionales que se propagan a través de la

arenisca 1, cuando el espacio poral se encuentra saturado con agua en un caso y con gas

en otro. Con este objetivo, consideramos los mismos parámetros f́ısicos que utilizamos

para analizar el comportamiento de la onda de corte. Luego, utilizamos la ecuación (2.54)

para obtener los dos posibles valores de retardo s1 y s2 asociados con las ondas tipo p1 y

p2, y reemplazando en las expresiones (2.33) y (2.34) obtenemos sus velocidades de fase

y factores de calidad correspondientes.

Analicemos en primer lugar el comportamiento de la onda tipo p1. La Figura 2.4

muestra el inverso del factor de calidad Qp1
para una onda compresional que se propaga

a través de la arenisca 1 saturada con agua en un caso y con gas en otro, en función

de ω/ωj. Podemos observar que tal como sucedió con la onda de corte, la pérdida de

enerǵıa por fricción viscosa es máxima para frecuencias cercanas al valor cŕıtico, mientras

que es despreciable en el ĺımite de bajas o altas frecuencias. La explicación de este

comportamiento es análoga a la presentada en el análisis de atenuación de ondas de corte.

Es interesante notar que en este caso, incluso para frecuencias cercanas a la cŕıtica, la

pérdida por fricción viscosa no es importante, con valores de Qp1
por encima de 280 para

los dos tipos de fluido poral.

Por otra parte, la Figura 2.5 muestra la velocidad de fase de la onda tipo p1 que

se propaga a través de la arenisca 1 saturada con agua en un caso y con gas en otro,
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Figura 2.4: Inverso del factor de calidad Qp1 en función de ω/ωj. La ĺınea sólida muestra
la respuesta de la arenisca 1 saturada con agua, y la ĺınea punteada la de la misma
arenisca saturada con gas.

en función de ω/ωj. Se puede verificar fácilmente que en el ĺımite de bajas frecuencias

las velocidades coinciden con el valor
√
Mc/ρb, propiedad que será demostrada luego en

este caṕıtulo. Podemos ver también que, tal como se espera, la velocidad de la onda

tipo p1 es mucho menor en el caso de la arenisca que contiene gas respecto del caso

saturado con agua, y esto se debe a una fuerte cáıda en el valor del módulo de onda

plana Mc relacionada con la presencia del gas. Observando las curvas podemos concluir

que en ambos casos la dispersión de velocidad es nula hasta frecuencias por encima de 0.1

veces la frecuencia cŕıtica. Luego, a medida que la frecuencia de oscilación se acerca al

valor cŕıtico la dispersión comienza a ser más importante, y la pendiente de crecimiento es

máxima para frecuencias cercanas a la cŕıtica. Sin embargo, en los dos casos la dispersión

de velocidad no es significativa.

Para estudiar la importancia del movimiento relativo del fluido en el caso de la propa-

gación de ondas compresionales clásicas calculamos, tal como lo hicimos con las ondas

de corte, el coeficiente de proporcionalidad entre el desplazamiento relativo del fluido
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Figura 2.5: Velocidad de fase de la onda tipo p1 en función de ω/ωj. La ĺınea sólida
muestra la respuesta de la arenisca 1 saturada con agua, y la ĺınea punteada la de la
misma arenisca saturada con gas.

respecto del sólido y el desplazamiento del sólido,

βp1
=
Bp1

Ap1

, (2.55)

y de acuerdo con la ecuación (2.48),

βp1
=

Mcs
2
1 − ρb

ρf − αKavs
2
1

. (2.56)

La Figura 2.6 muestra el módulo y fase de βp1
para la arenisca 1 saturada con agua, en

función de ω/ωj. Podemos observar que para frecuencias mucho menores que la cŕıtica

el módulo del desplazamiento del fluido respecto del sólido es despreciable frente a la

magnitud del desplazamiento del sólido, tal como ya lo hemos mencionado antes para

el caso de una onda de corte. A medida que la frecuencia aumenta la relación entre los

módulos de los desplazamientos también aumenta, estabilizándose para altas frecuencias

en un valor del orden de 0.06. Respecto de la fase, podemos observar que en el ĺımite de

bajas frecuencias hay un desfasaje de −90o entre el desplazamiento relativo del fluido y

el desplazamiento del sólido, y en el ĺımite de altas frecuencias los desplazamientos están

en contrafase.
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Figura 2.6: Módulo y fase del coeficiente de proporcionalidad entre el desplazamiento
relativo del fluido y el desplazamiento del sólido (βp1

) en función de ω/ωj, para una onda
compresional clásica que se propaga a través de la arenisca 1 saturada con agua.

La Figura 2.7 muestra el comportamiento del parámetro βp1
cuando la arenisca está

saturada con gas. Podemos observar que las curvas poseen comportamientos muy simi-

lares a los obtenidos en el caso de la arenisca saturada con agua, aunque la magnitud del

desplazamiento relativo del fluido a medida que la frecuencia aumenta es mayor cuando

el fluido poral es gas.

Del análisis realizado podemos concluir que en el ĺımite de bajas frecuencias las on-

das compresionales tipo p1 que se propagan por un medio poroso homogéneo sin efectos

disipativos en la matriz prácticamente no sufren atenuación por fricción viscosa, poseen

una velocidad de fase aproximadamente igual a
√
Mc/ρb y producen un desplazamiento

relativo del fluido respecto del sólido despreciable. Es decir, en el ĺımite de bajas frecuen-

cias las ondas compresionales rápidas se propagan como a través de un sólido elástico

equivalente de densidad ρb y módulo de onda plana Mc.

Analicemos ahora el comportamiento de las ondas compresionales lentas. La Figura

2.8 muestra el inverso del factor de calidad Qp2
para una onda compresional lenta que

se propaga a través de la arenisca 1 saturada con agua en un caso y con gas en otro, en

función de ω/ωj. Podemos observar que el comportamiento de estas ondas es muy distinto
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Figura 2.7: Módulo y fase del coeficiente de proporcionalidad entre el desplazamiento
relativo del fluido y el desplazamiento del sólido (βp1

) en función de ω/ωj, para una onda
compresional clásica que se propaga a través de la arenisca 1 saturada con gas.

al que encontramos para las ondas clásicas: para frecuencias por debajo de aproximada-

mente 1 por ciento del valor cŕıtico la perturbación experimenta una fuerte atenuación,

con un valor para Qp2
del orden de 0.5; luego, a medida que la frecuencia aumenta el valor

de Qp2
también lo hace, y la pendiente de cáıda de 1/Qp2

es máxima para frecuencias del

orden del valor cŕıtico. Es interesante notar también que el comportamiento del factor de

calidad Qp2 versus ω/ωj para la arenisca saturada con agua es prácticamente coincidente

con el que obtenemos en el caso de la arenisca saturada con gas.

Por otro lado, la Figura 2.9 muestra la velocidad de fase de la onda lenta que se

propaga a través de la arenisca 1 saturada con agua en un caso y con gas en otro, en

función de ω/ωj. En esta figura podemos observar que el comportamiento de la velocidad

de fase de las ondas compresionales lentas es muy distinto al que obtuvimos en el caso

de las ondas clásicas: en el ĺımite de bajas frecuencias la velocidad de la onda lenta es

prácticamente nula, tanto para el caso de la arenisca saturada con agua como con gas.

Luego, a medida que aumenta la frecuencia también lo hace el valor de la velocidad

de fase, estabilizándose para frecuencias muy altas en un valor de aproximadamente

vp2
= 0.3Km/s para el caso de la arenisca saturada con gas, y en vp2

= 0.9Km/s en el
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Figura 2.8: Inverso del factor de calidad Qp2 en función de ω/ωj. La ĺınea sólida muestra
la respuesta de la arenisca 1 saturada con agua, y la ĺınea punteada la de la misma
arenisca saturada con gas.

caso de la arenisca saturada con agua. Es decir, la velocidad de fase de las ondas lentas

toma valores significativos sólo para altas frecuencias. Por último, en todo el rango de

frecuencias la velocidad de fase en la arenisca saturada con gas es menor que en el caso

de la arenisca saturada con agua.

Analicemos ahora el comportamiento del desplazamiento relativo del fluido con

respecto al desplazamiento del sólido en el caso de la propagación de una perturbación

compresional lenta. Para esto, calculemos para distintas frecuencias el coeficiente de

proporcionalidad entre estos desplazamientos, mediante la expresión

βp2
=

Mcs
2
2 − ρb

ρf − αKavs
2
2

. (2.57)

La Figura 2.10 muestra el módulo y fase de βp2
para la arenisca 1 saturada con agua,

en función de ω/ωj. Podemos observar que en el caso de la propagación de ondas com-

presionales lentas, el comportamiento del desplazamiento del fluido en relación con el

desplazamiento del sólido es muy distinto al que encontramos para las ondas rápidas.

En primer lugar, la relación entre las magnitudes de los desplazamientos es levemente

mayor a medida que aumenta la frecuencia, y en todo el rango de frecuencias analizado
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Figura 2.9: Velocidad de fase de la onda compresional lenta en función de ω/ωj. La ĺınea
sólida muestra la respuesta de la arenisca 1 saturada con agua, y la ĺınea punteada la de
la misma arenisca saturada con gas.

esta relación es del orden de 3 a 3.15. Es decir, el módulo del desplazamiento relativo

del fluido es del orden de 3 veces el del desplazamiento absoluto del sólido. Además,

observando la fase de este parámetro podemos ver que en todo el rango de frecuencias

analizado estos desplazamientos están prácticamente en contrafase.

La Figura 2.11 muestra el módulo y fase de βp2
para la arenisca 1 saturada con gas,

en función de ω/ωj. Podemos observar que el comportamiento de este parámetro es

muy similar al que observamos para la arenisca saturada con agua, pero la magnitud

del módulo es muy distinta. En todo el rango de frecuencias analizado la magnitud

del desplazamiento relativo del fluido comparada con la del desplazamiento del sólido es

mayor a medida que aumenta la frecuencia, y lo notable de esta curva es que la magnitud

del desplazamiento relativo del fluido es de aproximadamente 360 a 440 veces la del

desplazamiento absoluto del sólido. Además, para todo el rango de frecuencias estos

desplazamientos están prácticamente en contrafase.

Para concluir con este análisis, es interesante notar también que en general para las

ondas compresionales planas, la relación entre el desplazamiento relativo del fluido y el

desplazamiento absoluto del sólido es igual a la relación entre las divergencias de estos
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Figura 2.10: Módulo y fase del coeficiente de proporcionalidad entre el desplazamiento
relativo del fluido respecto del sólido y el desplazamiento del sólido (βp2

) en función de
ω/ωj, para una onda compresional lenta que se propaga a través de la arenisca 1 saturada
con agua.

desplazamientos. Es decir,

β =
uf

us
=

∇ · uf

∇ · us
. (2.58)

Luego, recordando que uf = φ(ũf − us), es muy simple demostrar que

∇ · ũf

∇ · us
= 1 + β/φ. (2.59)

La igualdad (2.59) nos permite determinar, a partir de la curva de β en función de la

frecuencia, la relación entre la divergencia del desplazamiento absoluto del fluido y la del

desplazamiento del sólido en función de la frecuencia. Al obtener tales curvas, que no son

incluidas por brevedad, observamos que en el caso de la propagación de ondas compre-

sionales clásicas a través de la arenisca, y para ambos fluidos porales, tales divergencias se

encuentran prácticamente en fase para todo el rango de frecuencias analizado. Además,

el módulo de tal relación es aproximadamente 1 para bajas frecuencias, y disminuye a

medida que aumenta la frecuencia. Este comportamiento es muy distinto en el caso de
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Figura 2.11: Módulo y fase del coeficiente de proporcionalidad entre el desplazamiento
relativo del fluido respecto del sólido y el desplazamiento del sólido (βp2

) en función de
ω/ωj, para una onda compresional lenta que se propaga a través de la arenisca 1 saturada
con gas.

la propagación de ondas compresionales lentas: las divergencias de los desplazamientos

absolutos están prácticamente en contrafase para todo el rango de frecuencias conside-

rado, y la magnitud de la divergencia del desplazamiento del fluido es varias veces la del

desplazamiento del sólido para los dos fluidos considerados. Esta propiedad de las ondas

compresionales está de acuerdo con el análisis de ortogonalidad sobre las amplitudes de

las divergencias de los desplazamientos que realizó Biot [6], en el que demuestra que en el

rango de bajas frecuencias las divergencias de los desplazamientos absolutos están en fase

en el caso de ondas compresionales clásicas y en contrafase en el caso de ondas lentas.

Remarquemos entonces que el comportamiento de las ondas lentas es muy distinto

al de las ondas clásicas. Poseen una muy baja velocidad de fase, que es casi nula en el

ĺımite de bajas frecuencias. Además, sufren una fuerte atenuación por fricción viscosa en

el ĺımite de bajas frecuencias, la cual disminuye a medida que aumenta la frecuencia. Por

último, en los casos analizados el desplazamiento relativo del fluido es muy importante

en comparación con el desplazamiento absoluto del sólido, y estos desplazamientos están

en contrafase en todo el rango de frecuencias. En las próximas secciones de este caṕıtulo
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demostraremos que en el ĺımite de bajas frecuencias la onda lenta es en realidad un

proceso de difusión de la presión del fluido. Estas perturbaciones adquieren el carácter

de ondas de propagación sólo para altas frecuencias.

2.3.3 Desacople de los modos compresionales

En esta sección analizaremos con más detalle la propagación de ondas longitudinales

clásicas y lentas, realizando un razonamiento inspirado en el trabajo de Dutta y Odé

[30], en el cual se desacoplan ambos modos de propagación para demostrar el carácter

difusivo de las ondas lentas en bajas frecuencias.

En primer lugar, recordemos que de acuerdo con las ecuaciones (2.56) y (2.57), en el

caso de ondas planas compresionales monocromáticas la relación entre el desplazamiento

relativo del fluido y el del sólido se puede expresar en función de los parámetros del medio

y de la frecuencia. En este sentido, llamemos σp1 (σp2) a 1/βp1 (1/βp2). En ambos casos,

sin escribir los sub́ındices,

σ =
A

B
. (2.60)

Reemplazando en la ecuación (2.48) A = σB, se puede despejar s2 en función de σ

s2 =
ρf + ρbσ

Mcσ + αKav
. (2.61)

Luego, utilizando este resultado en la ecuación (2.49), se obtiene la siguiente igualdad

que permite obtener σ en función de los parámetros del medio y de la frecuencia

(Mcσ + αKav)(−ρfσ − g + ib/ω) + (ρf + ρbσ)(αKavσ +Kav) = 0. (2.62)

Por otra parte, en general si utilizamos la relación

∇2ā = ∇(∇ · ā) −∇× (∇× ā) (2.63)

en las ecuaciones (2.27) y (2.28), y teniendo en cuenta que en el caso de ondas compre-

sionales ∇×us = ∇×uf = 0, es muy simple demostrar que las ecuaciones de movimiento

para un medio de Biot homogéneo se pueden escribir como

−ω2ρbu
s − ω2ρfu

f = Mc∇2us + αKav∇2uf , (2.64)

−ω2ρfu
s − ω2guf + iωbuf = αKav∇2us +Kav∇2uf .

Si perturbaciones compresionales monocromáticas arbitrarias (no necesariamente on-

das planas) se propagan en un medio homogéneo, la respuesta del mismo se puede pensar
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como la superposición de desplazamientos asociados con una componente compresional

de tipo p1 y otra componente compresional de tipo p2. Entonces, podemos escribir los

desplazamientos en las fases sólida y fluida como

us = us
1 + us

2, uf = uf
1 + uf

2 , (2.65)

donde los sub́ındices 1 y 2 se corresponden con ondas compresionales rápidas y lentas,

respectivamente. Además, considerando la linealidad del sistema, teniendo en cuenta que

las perturbaciones compresionales rápidas y lentas son suma de ondas planas compre-

sionales rápidas y lentas respectivamente, y recordando que para ondas planas compre-

sionales la proporcionalidad entre el desplazamiento relativo del fluido y el del sólido es

una propiedad del medio poroso saturado y de la frecuencia, existirán escalares σ1 y σ2

tales que

us
1 = σ1u

f
1 , us

2 = σ2u
f
2 . (2.66)

Entonces, si escribimos los desplazamientos de la fase sólida en función de los desplaza-

mientos de la fase fluida utilizando la definición de σ1 y de σ2 de la ecuación (2.66),

y utilizando la ecuación (2.65) en las ecuaciones de movimiento (2.64), se obtienen las

siguientes expresiones

−ω2(σ11u
f
1 + σ12u

f
2) = c1∇2uf

1 + c2∇2uf
2 , (2.67)

−ω2(σ21u
f
1 + σ22u

f
2) + iωb(uf

1 + uf
2) = c3∇2uf

1 + c4∇2uf
2 , (2.68)

donde

σ11 = ρbσ1 + ρf , c1 = Mcσ1 + αKav,

σ12 = ρbσ2 + ρf , c2 = Mcσ2 + αKav, (2.69)

σ21 = ρfσ1 + g, c3 = αKavσ1 +Kav,

σ22 = ρfσ2 + g, c4 = αKavσ2 +Kav.

Multiplicando por c3 la ecuación (2.67), y multiplicando por c1 la ecuación (2.68) y

restando, resulta la siguiente ecuación

(σ11c3 − σ21c1 + ibc1/ω)ω2uf
1 + (σ12c3 − c1σ22 + ibc1/ω)ω2uf

2 = (c1c4 − c2c3)∇2uf
2 . (2.70)

Por otra parte, multiplicando la ecuación (2.67) por c4 y la ecuación (2.68) por c2 y

restando las expresiones, obtenemos la siguiente ecuación

(σ11c4 − σ21c2 + ibc2/ω)ω2uf
1 + (σ12c4 − σ22c2 + ibc2/ω)ω2uf

2 = (c2c3 − c1c4)∇2uf
1 . (2.71)
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Ahora, como queremos desacoplar el comportamiento total en dos componentes inde-

pendientes, debemos pedir que el término que multiplica a uf
1 en la ecuación (2.70) y

el término que multiplica a uf
2 en la ecuación (2.71) se anulen. Al demandar esto, y al

reemplazar con las expresiones (2.69), los términos que se anulan son de la forma

(
(ρbσ + ρf )(αKavσ +Kav) − (ρfσ + g − ib/ω)(Mcσ + αKav)

)
ω2 = 0, (2.72)

con σ = σ1 en el primer caso, y σ = σ2 en el segundo. Comparando esta expresión con

la ecuación (2.62), podemos verificar que al desacoplar el comportamiento total en dos

componentes independientes obtenemos una ecuación cuadrática similar a la que tienen

que satisfacer los σ de las ondas planas compresionales, como esperamos. La ecuación

(2.72) también se puede escribir como

(ρbαKav − ρfMc)σ
2 + (ρbKav + (ib/ω− g)Mc)σ+ (ρfKav + (ib/ω− g)αKav) = 0. (2.73)

Entonces, las ecuaciones (2.70) y (2.71) pueden reescribirse como

∇2uf
1 = D2

1u
f
1 , (2.74)

∇2uf
2 = D2

2u
f
2 , (2.75)

donde

D2
1

ω2
=
σ11c4 − σ21c2 + ibc2/ω

c2c3 − c1c4
, (2.76)

D2
2

ω2
=
σ12c3 − c1σ22 + ibc1/ω

c1c4 − c2c3
. (2.77)

Ahora, obtendremos expresiones para D2
1 y D2

2 en función de σ1, σ2 y de los parámetros

del medio. Utilizando las definiciones (2.69), si llamamos N al numerador de la expresión

(2.76),

N = (ρbσ1 + ρf)(αKavσ2 +Kav) − (ρfσ1 + g)(Mcσ2 + αKav) + (2.78)

ib

ω
(Mcσ2 + αKav),

y reagrupando términos,

N = −σ1

(
ρf (Mcσ2 + αKav) − ρb(αKavσ2 +Kav)

)
+ σ2

(
ρfαKav + (2.79)

(ib/ω − g)Mc

)
+ ρfKav + (ib/ω − g)αKav.



2.3. Propiedades de las ondas śısmicas en un medio poroso saturado 35

Ahora, de la ecuación (2.73),

(ib/ω − g)Mcσ2 + (ρfKav + (ib/ω − g)αKav) = (ρfMc − ρbαKav)σ
2
2 − ρbKavσ2, (2.80)

y reemplazando esta expresión en la ecuación (2.79),

N = −σ1N
∗ + σ2ρfαKav + (ρfMc − ρbαKav)σ

2
2 − ρbKavσ2, (2.81)

donde

N∗ = ρf(Mcσ2 + αKav) − ρb(αKavσ2 +Kav). (2.82)

Reagrupando (2.81), es muy simple demostrar que

N = (σ2 − σ1)N
∗. (2.83)

Además, si utilizamos nuevamente las definiciones (2.69), y si llamamosD al denominador

de la expresión (2.76), encontramos

D = (Mcσ2 + αKav)(αKavσ1 +Kav) − (Mcσ1 + αKav)(αKavσ2 +Kav), (2.84)

y realizando distributiva y reagrupando es simple demostrar que

D = (−σ1 + σ2)(−α2K2
av +McKav). (2.85)

Luego, utilizando las ecuaciones (2.83) y (2.85) y la definición de N∗, encontramos la

siguiente expresión para D2
1

D2
1

ω2
=
ρf (Mcσ2 + αKav) − ρb(αKavσ2 +Kav)

McKav − α2K2
av

. (2.86)

Con idéntico procedimiento se obtiene una expresión similar para D2
2, pues si observa-

mos las expresiones (2.76) y (2.77), y la simetŕıa que existe entre los distintos parámetros

definidos en (2.69), encontramos que la expresión para D2
2/ω

2 será similar a la que obtu-

vimos para D2
1/ω

2 pero intercambiando σ1 por σ2. Es decir,

D2
2

ω2
=
ρf (Mcσ1 + αKav) − ρb(αKavσ1 +Kav)

McKav − α2K2
av

. (2.87)

Es muy interesante y conceptualmente importante notar que de la ecuación (2.73) se

desprende que una de sus soluciones es de módulo acotado mientras que el módulo de la
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otra tiende a infinito. Para observar esto, notemos primero que a partir de los coeficientes

del polinomio cuadrático (2.73) se puede ver que si ω → 0 entonces

σ1σ2 →
ibαKav

ρbαKav − ρfMc

1

ω
, (2.88)

σ1 + σ2 →
ibMc

ρfMc − ρbαKav

1

ω
. (2.89)

De cualquiera de estas dos igualdades se ve que al menos una de las dos ráıces (σ1 ó σ2)

debe tener módulo no acotado cuando ω tiende a cero. Por simetŕıa de las igualdades,

supongamos que σ1 es tal ráız. Luego, de la ecuación (2.88) se encuentra que en el ĺımite

de bajas frecuencias

ωσ2 → 0. (2.90)

Entonces, utilizando esta ecuación en la expresión (2.89), obtenemos que si ω → 0,

ωσ1 →
ibMc

ρfMc − ρbαKav
. (2.91)

Luego, reemplazando con esta igualdad en la ecuación (2.88) encontramos que

σ2 → −αKav

Mc

. (2.92)

Es muy simple verificar que fue correcto suponer que la ráız asociada con las ondas

rápidas (σ1) es la que posee módulo no acotado en el ĺımite de bajas frecuencias y,

entonces, este σ se corresponde con las ondas lentas; es decir, es efectivamente σ2. Con

este objetivo, reemplazamos (2.92) en la ecuación (2.86), de donde obtenemos

D2
1

ω2
≈ −ρb/Mc. (2.93)

Luego, si reemplazamos esta expresión en la ecuación (2.74),

∇2uf
1 = −ω

2ρb

Mc
uf

1 . (2.94)

Antitransformando esta ecuación, resulta la ecuación hiperbólica estándar para una onda

compresional de velocidad constante e igual a
√
Mc/ρb, es decir,

Mc∇2uf
1 = ρb

∂2uf
1

∂t2
. (2.95)

Claramente esta ecuación es la que se asocia con las ondas compresionales tipo 1, de

acuerdo con los resultados numéricos que obtuvimos previamente en este caṕıtulo.
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F́ısicamente el hecho de que |σ2| tenga un valor acotado para muy bajas frecuencias

muestra que en el caso de ondas lentas el desplazamiento relativo del fluido es significa-

tivo respecto del movimiento del sólido. Por el contrario, que |σ1| tenga valores muy

grandes para muy bajas frecuencias muestra que el desplazamiento relativo del fluido

es despreciable en el caso de las ondas compresionales clásicas y en el ĺımite de bajas

frecuencias; es decir, ambas fases del medio se mueven en conjunto. Esta caracteŕıstica

del movimiento relativo del fluido está de acuerdo con el análisis que efectuamos para

ondas compresionales propagándose a través de la arenisca 1 saturada con agua y con

gas, y muestra diferencias apreciables en la naturaleza de los dos tipos de ondas en el

ĺımite de bajas frecuencias.

2.3.4 Carácter difusivo de las ondas lentas en el rango de bajas frecuencias

Analicemos en esta sección el carácter difusivo de las ondas compresionales lentas en el

ĺımite de bajas frecuencias. Con este objetivo, considerando que si la frecuencia es muy

baja, |Mcσ2| es del orden de |αKav|, y como |σ1| es de orden mucho mayor que |σ2|,

|Mcσ1| ≫ |Mcσ2| ≈ |αKav|, (2.96)

y entonces,

|Mcσ1| ≫ |αKav|. (2.97)

Por otra parte, como |σ1| → ∞ cuando ω → 0, en el ĺımite de bajas frecuencias se cumple

|ασ1| ≫ 1. (2.98)

Utilizando las expresiones (2.97) y (2.98) en la ecuación (2.87),

D2
2

ω2
≈ σ1(ρfMc − αKavρb)

KavMc − α2K2
av

. (2.99)

Además, de los coeficientes de la ecuación cuadrática (2.73), sabemos que

σ1σ2 =
ρfKav − αKavg + ibαKav/ω

ρbαKav − ρfMc
, (2.100)

y de esta expresión, para frecuencias muy bajas,

σ1 ≈
ibαKav/ω

σ2(ρbαKav − ρfMc)
. (2.101)
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Utilizando la aproximación (2.101) en (2.99), y reemplazando en la ecuación (2.75), re-

sulta

∇2uf
2 ≈ ibαKav

σ2(α2K2
av −KavMc)

ωuf
2 . (2.102)

Si además asumimos que en el rango de frecuencias considerado (muy cercano a la fre-

cuencia nula) σ2 es aproximadamente constante, teniendo en cuenta además que en el

ĺımite de bajas frecuencias b = η/κ y antitransformando, encontramos

∇2uf
2 ≈ ηα

κ(α2Kav −Mc)σ2

∂uf
2

∂t
. (2.103)

Esta es una ecuación de difusión para el desplazamiento relativo del fluido asociado con

la onda compresional lenta. Veamos ahora qué ocurre con la presión del fluido: sabemos

que los desplazamientos los podemos escribir como

us = σ1u
f
1 + σ2u

f
2 , (2.104)

uf = uf
1 + uf

2 . (2.105)

Utilizando esta descomposición de los desplazamientos en las relaciones constitutivas

(2.7), podemos expresar a la presión del fluido como la suma de dos componentes (pf1 y

pf2) asociadas con las ondas compresionales tipo 1 y 2,

pf = pf1 + pf2, (2.106)

donde

pf1 = (−αKavσ1 −Kav)∇ · uf
1 , (2.107)

pf2 = (−αKavσ2 −Kav)∇ · uf
2 . (2.108)

A partir de estas igualdades Dutta y Odé [31] introdujeron dos módulos parciales de

volumen,

K1 = − pf1

∇ · uf
1

= αKavσ1 +Kav, (2.109)

K2 = − pf2

∇ · uf
2

= αKavσ2 +Kav.

Si llamamos vf a la velocidad del fluido, entonces podemos escribir

vf = vf
1 + vf

2 = iω(uf
1 + uf

2), (2.110)



2.3. Propiedades de las ondas śısmicas en un medio poroso saturado 39

donde vf
1 = iωuf

1 y vf
2 = iωuf

2 son las contribuciones de los dos tipos de ondas compre-

sionales a la velocidad del fluido. Si tenemos en cuenta nuevamente que en el ĺımite de

bajas frecuencias b(ω) = η/κ, de la ecuación (2.102) obtenemos

iωuf
2 =

κ(α2Kav −Mc)σ2

ηα
∇2uf

2 , (2.111)

mientras que de la ecuación (2.109),

−∇pf2

K2

= ∇(∇ · uf
2) = ∇2uf

2 . (2.112)

Utilizando esta última igualdad en la ecuación (2.111), podemos expresar la componente

de onda lenta de la velocidad del fluido mediante

vf
2 = −

(
κ

η

)∗
∇pf2, (2.113)

donde (
κ

η

)∗
=
κ

η

(
α2Kav −Mc

αK2
σ2

)
. (2.114)

Es interesante notar que la ecuación (2.113) es equivalente a la ley de Darcy, pero en este

caso el coeficiente de proporcionalidad entre el flujo de fluido debido a la onda lenta y el

gradiente de presión no es
(

κ
η

)
, sino que es

(
κ
η

)∗
, el cual depende de la frecuencia.

Por otra parte, de la ecuación (2.109),

∂pf2

∂t
= −K2∇ · vf

2 , (2.115)

y utilizando la expresión (2.113),

∂pf2

∂t
=
κ

η

(
α2Kav −Mc

α
σ2

)
∇2pf2. (2.116)

Esta es una ecuación diferencial parabólica, y es la ecuación de difusión para el cambio

en la presión del fluido debido a la propagación de una perturbación compresional lenta.

Es muy frecuente escribirla como

∂pf2

∂t
= D∇2pf2, (2.117)

donde

D =
κ

η

(
α2Kav −Mc

α

)
σ2
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es el coeficiente de difusividad, el que tiene unidades longitud al cuadrado sobre tiempo.

Recordando que en el ĺımite de bajas frecuencias σ2 ≈ −αKav/Mc, el coeficiente de

difusividad en función de los parámetros del medio está dado por

D =
κ

η

(
McKav − α2K2

av

Mc

)
. (2.118)

Para analizar el comportamiento del proceso difusivo, consideremos una sola com-

ponente de frecuencias y asumamos que la presión solo depende de la coordenada z.

Entonces, la ecuación (2.117) queda

iωpf2 = D
∂2pf2

∂z2
. (2.119)

Luego, la solución general de esta ecuación será

pf2 =
(
A1e

z
√

iω/D + A2e
−z
√

iω/D
)
eiωt, (2.120)

que se puede escribir como

pf2 =
(
A1e

z
√

ω/2Deiz
√

ω/2D + A2e
−z
√

ω/2De−iz
√

ω/2D
)
eiωt. (2.121)

Si pedimos que la perturbación sea acotada para z tendiendo a infinito, entonces A1 es

cero y la solución queda

pf2 = Ae−
√

ω/2Dzei(ωt−
√

ω/2Dz). (2.122)

De esta expresión podemos ver que la presión del fluido decae exponencialmente con la

distancia, y esta cáıda es mayor a medida que la frecuencia aumenta y que la difusividad

es menor. Para ilustrar este comportamiento, supongamos que A = 1 y calculemos el

módulo de la presión del fluido en función de la distancia z. La Figura 2.12 muestra tal

parámetro, para una frecuencia angular ω = 50 Hz, en el caso de la arenisca 1 saturada

con agua en un caso y con gas en otro. Podemos ver que en el caso de la arenisca saturada

con gas la presión disminuye más abruptamente con la distancia respecto del caso con

agua, y esto está relacionado con el hecho de que la difusividad de la arenisca saturada

con gas es menor que en el caso de la arenisca saturada con agua.

Cuando se estudia el proceso de la difusión de la presión del fluido asociado con la

propagación de ondas lentas en medios porosos saturados, se suele definir una longitud
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Figura 2.12: Módulo de la presión del fluido (|pf2|) en función de la distancia z, para la
arenisca 1 saturada con agua en un caso y con gas en otro.

caracteŕıstica denominada longitud de difusión. De acuerdo con Norris [67], la longitud

de difusión Ld está dada por

Ld =
√
D/ω. (2.123)

Dado que no parece haber un acuerdo claro en la definición e interpretación f́ısica de este

parámetro, es interesante notar que al reemplazar esta definición en la ecuación (2.122),

se cumple
|pf2(z = Ld)|
|pf2(z = 0)| = e−1/

√
2 ≈ 1

2
. (2.124)

Es decir, para una distancia igual a la longitud de difusión el módulo de la presión del

fluido disminuye a la mitad de su valor inicial. En los casos analizados en la Figura 2.12,

la longitud de difusión es de aproximadamente 18 cm para la arenisca saturada con agua,

y de 7.5 cm para el caso saturado con gas.

Para concluir este caṕıtulo es importante remarcar que en el ĺımite de bajas frecuen-

cias, la componente compresional de las ecuaciones de Biot puede desacoplarse en una

onda compresional de propagación que obedece una ecuación diferencial hiperbólica y una

segunda onda compresional asociada con una ecuación diferencial parabólica. La pertur-

bación asociada con la ecuación diferencial hiperbólica describe la propagación de ondas
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compresionales clásicas, similares a las que se propagan a través de sólidos elásticos. Por

otra parte, la ecuación diferencial parabólica se asocia con las ondas lentas, las cuales

en este rango de frecuencias no son ondas de propagación sino que son procesos de di-

fusión de la presión del fluido. Estos procesos difusivos se generan cada vez que las

ondas clásicas interactúan con heterogeneidades del medio, a través de un proceso de

conversión de enerǵıa entre la onda rápida incidente y las ondas lentas generadas (re-

flejadas y transmitidas) en las interfases de las heterogeneidades. Distintos autores han

estudiado estas conversiones en el caso de interfases planas que separan dos semiespa-

cios infinitos homogéneos (por ejemplo, [31] y [82], entre otros), y han encontrado que

proporciones significativas de la enerǵıa de la onda clásica incidente puede convertirse a

enerǵıa de ondas lentas, y luego disipada en los procesos difusivos. Los efectos de estas

conversiones sobre el comportamiento de las ondas clásicas se analizarán en detalle en

los próximos caṕıtulos.



Caṕıtulo 3

Efectos mesoscópicos: Simulación numérica de propagación de ondas

Tal como mencionamos en el caṕıtulo anterior, la principal consecuencia de la Teoŕıa de

Biot es la existencia de una onda compresional adicional (onda lenta), que en el ĺımite

de bajas frecuencias no es una onda de propagación sino que es un proceso de difusión

de la presión del fluido poral. La existencia de esta onda adicional puede modificar

fuertemente el comportamiento de las ondas clásicas. Esto se debe al hecho de que cuando

una onda clásica viaja a través de un medio heterogéneo se producen conversiones de

enerǵıa entre esta perturbación y las ondas lentas generadas en las heterogeneidades. Si el

medio contiene una gran cantidad de inhomogeneidades de escalas mesoscópicas, es decir,

heterogeneidades de tamaño mayor que el espacio poral pero menor que las longitudes de

onda predominantes, estas conversiones de enerǵıa se multiplican y producen importantes

efectos de atenuación y dispersión de velocidad sobre la onda clásica primaria. Estos

efectos de atenuación y dispersión se conocen con el nombre de efectos mesoscópicos, y

son muy importantes en el contexto de la geof́ısica de exploración. De hecho, de acuerdo

con resultados recientes, constituyen el mecanismo de atenuación más importante para

las ondas compresionales clásicas que se propagan en rocas de reservorio a frecuencias

śısmicas [72].

Es interesante notar que el proceso f́ısico asociado con los efectos mesoscópicos puede

visualizarse también de la siguiente manera: cuando una onda compresional clásica com-

prime al medio heterogéneo, las diferentes regiones pueden sufrir distintos esfuerzos e in-

ducir distintas presiones en sus fluidos porales debido a que poseen propiedades elásticas

diferentes. Estos gradientes en la presión del fluido poral producen flujo de fluido, lo

que se traduce en pérdida de enerǵıa y dispersión de velocidad de la onda compresional

clásica que se está propagando. Estos efectos también pueden producirse como resultado

de la propagación de una onda de corte, particularmente cuando las heterogeneidades de

mesoescala poseen una distribución geométrica anisotrópica [61].

White et al. [89, 88] fueron los primeros en estudiar las consecuencias del flujo gene-

43
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rado por la propagación de ondas compresionales a través de un medio con heterogenei-

dades de mesoescala, y mostraron que este mecanismo puede producir efectos muy im-

portantes en el caso de rocas parcialmente saturadas con agua y gas para frecuencias

śısmicas. Particularmente, obtuvieron soluciones aproximadas para la respuesta śısmica

de capas porosas planas saturadas alternadamente con agua y gas [89], y de concentra-

ciones esféricas de gas distribuidas en el espacio poral de una roca porosa saturada con

agua [88]. A partir de estos trabajos la comunidad geof́ısica reconoció la importancia

de este fenómeno, y desde entonces distintos autores han realizado diversas contribu-

ciones para estudiar a fondo este mecanismo de atenuación y dispersión. Algunos de

ellos propusieron otros modelos anaĺıticos para explicar la respuesta de rocas saturadas

conteniendo heterogeneidades de mesoescala con propiedades muy espećıficas. En este

sentido, podemos mencionar el trabajo de Pride y Berryman [71], en el que se presenta

un modelo de promediación volumétrica para obtener la respuesta śısmica de un medio

poroso que incluye heterogeneidades con una dada dimensión caracteŕıstica. Otra con-

tribución importante se debe a Johnson [48], quien obtuvo una solución anaĺıtica para

la respuesta de una roca parcialmente saturada de gas. Por otra parte, Norris [67] y

Gurevich y Lopatnikov [41] profundizaron el conocimiento de la respuesta de medios

porosos constituidos por capas alternantes. La principal desventaja que presentan estas

teoŕıas anaĺıticas es que pueden ser utilizadas con exactitud sólo en el caso de rocas que

contienen heterogeneidades de mesoescala con geometŕıas ideales y muy espećıficas.

Los efectos mesoscópicos también pueden estudiarse realizando simulación numérica

de propagación de ondas, pues esto permite analizar el efecto de las heterogeneidades en

la propagación de las perturbaciones generadas en la fuente. En principio, esta forma

de analizar el mecanismo mesoscópico parece ser la más directa y, además, no estaŕıa

limitada a geometŕıas espećıficas para las heterogeneidades. Sin embargo, hasta la fecha

no hay evidencias de que se haya utilizado este procedimiento para estudiar los efectos

mesoscópicos en el caso de frecuencias śısmicas. Esto se debe posiblemente a la enorme

relación entre las longitudes de onda para estas frecuencias y las dimensiones de las longi-

tudes de difusión que t́ıpicamente se observan en rocas de reservorio saturadas con agua

o gas. En el caso de frecuencias sónicas y mayores, podemos mencionar el trabajo que

publicaron Helle et al. [44], en el que se realizaron experimentos numéricos para estudiar

la propagación de ondas a través de una muestra de roca con saturación parcial de gas

para frecuencias entre 10 y 500 KHz. Estos autores encontraron que las conversiones de
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enerǵıa entre la onda compresional primaria y las ondas lentas generadas en las hetero-

geneidades del medio constituyen el principal mecanismo de atenuación del campo de

onda primario.

En este caṕıtulo presentaremos brevemente la teoŕıa de White [89], y la utilizaremos

para analizar los efectos mesoscópicos de algunos medios estratificados que alternan agua

y gas en sus poros. Luego, implementaremos un procedimiento de elementos finitos de

descomposición de dominio para realizar simulación numérica de propagación de ondas a

través de dominios bidimensionales, con el objetivo de validar las conclusiones obtenidas

mediante este procedimiento en el caso de medios estratificados y frecuencias śısmicas

con las que se desprenden de la teoŕıa anaĺıtica de White [89]. La finalidad de esta

comparación es comprobar la utilidad de la simulación numérica de propagación de ondas

para el estudio de los efectos mesoscópicos en geometŕıas generales, aún en el caso de

frecuencias śısmicas. Los principales resultados de este caṕıtulo fueron publicados en la

referencia [77].

3.1 Revisión de la teoŕıa de White

La propagación de una perturbación compresional a través de una sola interfase separando

dos medios porosos saturados no se ve sustancialmente afectada por el flujo inducido a

través de la superficie. Sin embargo, en ambientes sedimentarios de interés exploratorio

suele observarse que una sección gruesa de roca está compuesta por capas finas que

alternan distintas propiedades. En este sentido, muchos de los procesos sedimentarios

son ćıclicos por naturaleza. Aunque la estratificación no resulte periódica en sentido

estricto, a menudo la propagación de ondas en medios estratificados puede aproximarse

utilizando un medio periódico. Por ejemplo, frecuentemente la saturación neta de gas

en espesores importantes ocurre en capas finas, separadas por rocas saturadas con otros

fluidos. En estos casos, es esperable que los efectos de flujo inducido en las superficies

individuales se superpongan y terminen produciendo consecuencias significativas sobre el

comportamiento de la onda compresional que se propaga a través del medio [89].

Con esta motivación, White et al. [89] consideraron un medio periódico, estratificado,

compuesto por capas alternantes, tal como muestra la Figura 3.1. En ella podemos obser-

var que la roca está compuesta por capas planas de materiales tipo 1 y 2, de espesores d1

y d2, respectivamente. Estos autores suponen además que una onda compresional clásica
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Figura 3.1: Geometŕıa del medio periódico estratificado que alterna dos tipos de medios
porosos saturados. Este modelo unidimensional simple es el utilizado en la Teoŕıa de
White. El rectángulo rojo muestra el volumen elemental representativo seleccionado
para obtener las propiedades equivalentes del medio heterogéneo.

viaja perpendicularmente a la estratificación, y que la longitud de onda es mucho mayor

que los espesores d1 y d2. Es decir, es un medio con heterogeneidades de mesoescala. Bajo

estas suposiciones, el módulo de onda plana complejo equivalente del medio heterogéneo

puede obtenerse considerando esfuerzos y deformaciones aplicados sobre un volumen ele-

mental representativo del medio. Dado que por simetŕıa la onda compresional no puede

generar flujo en los centros de las capas planas, White et al. [89] tomaron un volumen

elemental rectangular con lados paralelos a la estratificación y ubicados en los centros de

dos capas consecutivas, similar al rectángulo rojo de la Figura 3.1. Este volumen se car-

acteriza por tener dimensiones mucho menores que la longitud de onda, es representativo

del medio heterogéneo y además el flujo a través de sus caras es nulo.

Con el objetivo de determinar el módulo de onda plana complejo equivalente, estos

autores aplicaron una compresión unidimensional oscilatoria de la forma P0e
iωt sobre

las caras horizontales del volumen elemental, como muestra el esquema de la Figura

3.1. Luego, aproximaron la deformación resultante y la relación entre esta deformación

y la presión aplicada les permitió obtener el módulo de onda plana complejo equiva-

lente, el cual contiene la información de dispersión de velocidad y atenuación del medio

heterogéneo [35, 74]. Este módulo para una onda compresional clásica que viaja en la
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dirección perpendicular a la estratificación resulta [89]

M c =

[
1

M0
+

2(r2 − r1)
2

iω(d1 + d2)(I1 + I2)

]−1

, (3.1)

donde

M0 =

(
p1

Mc1

+
p2

Mc2

)−1

, (3.2)

con pl = dl/(d1 + d2), l = 1, 2.

Omitiendo el sub́ındice l por claridad, los coeficientes Mc son los módulos de onda

plana ”cerrados” (en ausencia de flujo) de cada capa,

r =
αKav

Mc
(3.3)

es la relación entre la tensión del fluido de la onda compresional rápida y el esfuerzo

normal total, mientras que

I =
η

κk
coth

(
kd

2

)
(3.4)

es una impedancia relacionada con la onda compresional lenta,

k =

√
iωη

κKE
(3.5)

es el número de onda complejo de la onda lenta, y

KE =
MmKav

Mc

, (3.6)

es un módulo efectivo, donde

Mm = Km +
4

3
µ (3.7)

es el módulo de onda plana de la onda compresional rápida de la matriz seca.

El módulo de onda plana complejo equivalente M c y la densidad media del medio

heterogéneo ρ̄ = p1ρ
1
b + p2ρ

2
b , donde ρ1

b y ρ2
b son las densidades de los dos tipos de

materiales, definen al sólido viscoelástico equivalente. Estos parámetros permiten obtener

la atenuación y dispersión de velocidad del medio heterogéneo original. En este sentido,

usando el concepto de velocidad compleja (Vpc), se cumple [11]

ρ̄V 2
pc = M c. (3.8)
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Esta velocidad compleja permite obtener la velocidad de fase y atenuación de la onda

compresional clásica mediante [11]

vp(ω) =

(
Re

(
1

Vpc

))−1

, (3.9)

Q−1
p (ω) =

Im(V 2
pc)

Re(V 2
pc)
. (3.10)

Si en este análisis asumimos que las propiedades de las matrices de los medios 1 y 2

son las mismas, es decir, si los medios sólo difieren en sus fluidos porales (agua y gas,

por ejemplo), entonces la frecuencia aproximada en la que se ubica el pico de atenuación

está dada por [13]

fm =
8κ1KE1

πη1d
2
1

=
κ1

η1

8Kav1
(Km1

+ 4
3
µ1)

πMc1d
2
1

, (3.11)

donde el sub́ındice 1 se refiere al medio que contiene agua en su espacio poral para el

caso de un medio estratificado que alterna capas con agua y con gas. Esta ecuación

indica que las frecuencias en las que se producen las máximas pérdidas de enerǵıa por

la presencia de heterogeneidades de mesoescala se mueven hacia menores valores para

viscosidades mayores y para menores permeabilidades. Es decir, este mecanismo de

atenuación se comporta de manera opuesta al mecanismo de atenuación intŕınseca de

Biot. Es interesante notar que, tal como observaron Carcione y Picotti [13], la frecuencia

del pico de atenuación dada por la ecuación (3.11) se obtiene pidiendo que la longitud

de difusión sea igual a d1/4.

Como ya se mencionó, el mecanismo mesoscópico de atenuación se debe a la generación

de ondas lentas en las heterogeneidades. Para frecuencias lo suficientemente bajas tales

que las longitudes caracteŕısticas de las heterogeneidades son mucho menores que la

longitud de difusión definida por la ecuación (2.123), hay tiempo suficiente para que

se produzca el proceso de difusión de presiones y, entonces, para que se equilibre la

presión del fluido. Es decir, la presión en los fluidos del medio heterogéneo tiende al

estado uniforme (estado de “isostress”). En estos casos, los efectos mesoscópicos son

despreciables y las propiedades de la roca se pueden obtener utilizando el módulo de

Gassmann considerando un módulo de volumen efectivo para el fluido dado por la fórmula

de Reuss [62, 13]
1

Kf

=
p1

Kf1

+
p2

Kf2

. (3.12)
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En el otro extremo del espectro (ω → ∞), cuando las longitudes caracteŕısticas de las

heterogeneidades son mucho mayores que la longitud de difusión, no hay tiempo para

que haya comunicación entre las presiones de las distintas capas pues el proceso difusivo

se desarrolla únicamente en los fluidos inmediatamente próximos a las interfases entre

las capas. Cuando ocurre esto, las presiones de los diferentes fluidos no se ven afectadas

por el proceso difusivo, y entonces pueden asumirse espacialmente uniformes y distintas

entre śı. En consecuencia, los efectos de flujo inducido del fluido pueden ignorarse. En

esta situación, el módulo de onda plana equivalente es real y las propiedades de la roca

pueden obtenerse utilizando el teorema de Hill [13, 45, 62], que permite determinar el

ĺımite para altas frecuencias

M c(ω → ∞) =

(
p1

Mc1

+
p2

Mc2

)−1

. (3.13)

Por último, para frecuencias intermedias los procesos de difusión de presiones de los

fluidos generan gradientes de presión, con la consecuente atenuación y dispersión de

velocidad de la onda clásica que viaja a través del medio. Estos efectos se ilustran a

continuación

3.1.1 Ejemplos numéricos

En esta sección utilizaremos el modelo de White que presentamos previamente para

analizar la respuesta śısmica de medios unidimensionales sencillos, similares al que mues-

tra la Figura 3.1. Con este objetivo, supongamos que la matriz sólida es homogénea, y

que las heterogeneidades de mesoescala vienen dadas por distintos tipos de fluidos satu-

rantes. Asumimos también que la matriz sólida de este modelo estratificado es la arenisca

2 de la Tabla 2.1, y que las capas de material tipo 1 poseen agua en sus poros, mientras

que las tipo 2 poseen gas, con propiedades dadas en la Tabla 2.2.

Analicemos dos casos distintos. En el primero (caso “A”), supongamos que las capas

de los medios tipo 1 y 2 tienen espesores equivalentes e iguales a 0.4m. En el segundo

(caso “B”), estos espesores también son iguales entre si, pero con un valor 0.2m. Luego,

utilizando la ecuación (3.1) obtenemos el módulo de onda plana complejo equivalente, y

mediante las expresiones (3.9) y (3.10) obtenemos la velocidad de fase y atenuación del

medio en función de la frecuencia.

La Figura 3.2 muestra la velocidad de fase en función de la frecuencia lineal para

los casos A y B. En ella podemos observar la dispersión de velocidad debido al flujo
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Figura 3.2: Velocidad de fase obtenida con la teoŕıa de White para un medio estratificado
que alterna capas con agua y con gas. En el caso A, las capas tienen un espesor de 0.4m,
mientras que en el caso B, 0.2m.

inducido por la onda compresional que viaja perpendicularmente a la estratificación del

medio. En ambos casos la velocidad de fase aumenta con la frecuencia desde un valor de

aproximadamente 3.2 Km/s para bajas frecuencias hasta 3.34 Km/s en el ĺımite de altas

frecuencias. Es interesante notar en estas curvas que en los extremos de bajas y altas

frecuencias las velocidades de fase de los dos casos coinciden. Este comportamiento se

debe al hecho de que los medios heterogéneos de los dos experimentos difieren únicamente

en los espesores de las capas, y además, las relaciones entre los espesores (p1 y p2) son

iguales. Luego, utilizando la fórmula de Reuss (3.12) para obtener el módulo de volumen

efectivo para el fluido en un extremo del espectro, y la fórmula (3.13) para obtener

el módulo de onda plana equivalente en el otro, se observa que las velocidades deben

coincidir, tanto en el ĺımite de bajas como de altas frecuencias. De hecho, usando estas

fórmulas se encuentra que la velocidad de fase en el ĺımite de bajas frecuencias debe

ser en ambos casos de aproximadamente 3.2 Km/s, mientras que en el ĺımite de altas

frecuencias, 3.34 Km/s, lo que está de acuerdo con la Figura 3.2.

La Figura 3.3 muestra el inverso del factor de calidad (1/Qp) en función de la frecuen-

cia lineal para los casos A y B. Podemos observar que el pico de atenuación se produce
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Figura 3.3: Inverso del factor de calidad obtenido con la teoŕıa de White para un medio
estratificado que alterna capas con agua y con gas. En el caso A, las capas tienen un
espesor de 0.4m, mientras que en el caso B, 0.2m.

para menores frecuencias en el caso A, es decir, cuando la longitud caracteŕıstica de

las heterogeneidades es mayor. Este hecho está de acuerdo con la ecuación (3.11). En

esta figura podemos observar también los altos niveles de atenuación debidos al flujo in-

ducido por la onda compresional que viaja a través del medio heterogéneo. La magnitud

máxima de la pérdida, es decir el mı́nimo valor de Qp, es prácticamente el misma en

ambos casos e igual a Qp ≈ 28. Este pico de atenuación se produce para una frecuencia

de aproximadamente 20Hz en el caso A, y de 77Hz en el caso B.

3.2 Propagación de ondas en medios que contienen heterogeneidades de

mesoescala

Tal como mencionamos en la introducción de este caṕıtulo, la simulación numérica de

propagación de ondas permite analizar de manera directa la dispersión de velocidades y

pérdida de amplitudes producidas por heterogeneidades de mesoescala. El procedimiento

para visualizar y cuantificar estos efectos consiste en definir un dominio que contiene

las heterogeneidades de mesoescala, generar perturbaciones en el mismo y mediante la
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resolución numérica de las ecuaciones de movimiento analizar los cambios de forma y

amplitud que experimenta la onda clásica primaria a medida que viaja a través de las

heterogeneidades, lo que permite determinar el factor de calidad equivalente del medio.

La principal ventaja de esta forma de trabajo radica en que no nos limita a medios que

poseen heterogeneidades de geometŕıas ideales, como ocurre con los métodos anaĺıticos.

Con el objetivo previamente mencionado, en esta sección utilizaremos un método de

elementos finitos para realizar simulación numérica de propagación de ondas, resolviendo

las ecuaciones de movimiento (2.17) agregando un término adicional vinculado con la

fuente. En este sentido, si F (x, ω) = (F s(x, ω), F f(x, ω)) es el término de la fuente,

donde F s(x, ω) y F f(x, ω) están relacionados con la fase sólida y fluida, respectivamente,

debemos resolver las siguientes ecuaciones

−ω2Pu(x, ω) + iωBu(x, ω) − L(u(x, ω)) = F (x, ω), x ∈ Θ, (3.14)

donde Θ es el dominio bidimensional en el cual analizaremos el problema.

También debemos establecer condiciones de borde adecuadas para definir completa-

mente nuestro problema diferencial. En tal sentido, sea Γ la frontera del dominio Θ,

y sea ν la normal unitaria exterior sobre Γ. Definamos también un vector unitario χ

tangente a Γ, de modo que {ν, χ} es un sistema ortonormal sobre Γ. Con el propósito

de minimizar los efectos asociados a los bordes del dominio computacional (reflexiones

espúreas), utilizaremos las condiciones de borde absorbentes propuestas por Santos et al.

[85] para medios porosos no disipativos. Por lo tanto, si definimos

GΓ(u) =

(
σ(u)ν · ν, σ(u)ν · χ, pf (u)

)t

, SΓ(u) =
(
us · ν, us · χ, uf · ν

)t
, (3.15)

resolveremos las ecuaciones (3.14) con las siguientes condiciones de contorno

−GΓ(u(x, ω)) = iωDSΓ(u(x, ω)), x ∈ Γ. (3.16)

Estas condiciones de borde fueron obtenidas a partir de consideraciones cinemáticas y

dinámicas sobre los frentes de onda que arriban a la frontera [85]. La matriz D en

la expresión (3.16) es definida positiva, y está dada por D = A 1

2N 1

2A 1

2 , donde N =

A− 1

2M 1

2A− 1

2 y

A =



ρb 0 ρf

0 ρb − (ρf )2

g
0

ρf 0 g


 , M =



λc + 2µ 0 α Kav

0 µ 0

α Kav 0 Kav


 . (3.17)
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Para resolver el problema planteado tenemos que establecer una formulación varia-

cional de las ecuaciones (3.14) bajo las condiciones de borde (3.16). Para esto, nece-

sitamos introducir notación. Dado X ⊂ R2 con frontera ∂X, sean (·, ·)X y 〈·, ·〉∂X los

productos internos complejos en L2(X) y L2(∂X) para funciones escalares, vectoriales o

matriciales. También, para s ∈ R, ‖ · ‖s,X y | · |s,X denotan la norma y seminorma usual

para el espacio de Sobolev Hs(X). Por otra parte, si X = Θ o X = Γ, el sub́ındice X

puede omitirse, de modo que (·, ·) = (·, ·)Θ y 〈·, ·〉 = 〈·, ·〉Γ. También, sean

H(div; Θ) = {v ∈ [L2(Θ)]2 : ∇ · v ∈ L2(Θ)},
H1(div; Θ) = {v ∈ [H1(Θ)]2 : ∇ · v ∈ H1(Θ)},

con las normas

‖v‖H(div;Θ) =
[
‖v‖2

0 + ‖∇ · v‖2
0

]1/2
, ‖v‖H1(div;Θ) =

[
‖v‖2

1 + ‖∇ · v‖2
1

]1/2
.

Introduzcamos también el espacio V = [H1(Θ)]
2×H(div; Θ). Entonces, multiplicando

la ecuación (3.14) por v ∈ V, integrando por partes y aplicando las condiciones de borde

(3.16), se encuentra que la solución u de la ecuación (3.14) bajo las condiciones de borde

absorbentes (3.16) satisface la forma débil o variacional:

−ω2 (Pu, v) + iω (Bu, v) +
∑

l,m

(
σlm(u), ǫlm(v(1))

)
−
(
pf(u),∇ · v(2)

)
(3.18)

+iω 〈D SΓ(u), SΓ(v)〉 = (F, v), v =
(
v(1), v(2)

)t ∈ V.

El argumento presentado por Santos y Sheen [84] en el caso de una generalización del

modelo de Biot para un medio compuesto por dos sólidos y un fluido puede usarse

aqúı para demostrar que bajo la suposición de existencia de la solución del problema

diferencial, la forma débil (3.18) tiene una única solución para cualquier frecuencia ω

distinta de cero.

3.2.1 Algoritmo numérico

Para analizar los efectos de las heterogeneidades de mesoescala en la propagación de

ondas clásicas, vamos a resolver numéricamente la ecuación (3.18) en un dominio rec-

tangular Θ en el plano (x, y). Con este objetivo, sea T h(Θ) una partición no solapada

de Θ en rectángulos Θj de diámetro acotado por h, de modo que Θ = ∪J
j=1Θj, donde
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en este contexto la barra superior denota la clausura del conjunto. Utilizamos dos es-

pacios de elementos finitos distintos asociados con la partición T h(Θ) para discretizar

los desplazamientos de las fases sólida y fluida. Para aproximar cada componente (hori-

zontal y vertical) del desplazamiento del sólido utilizamos el espacio de elementos finitos

no conforme denotado NCh, presentado por Douglas et al. [28]. Por otra parte, para

aproximar el desplazamiento del fluido usamos la parte vectorial del espacio de Raviart-

Thomas-Nedelec [75, 65] de orden cero, denotado Wh.

Definamos estos espacios de elementos finitos localmente sobre un cuadrado de refe-

rencia R̂ = [−1, 1]2: para cada componente del desplazamiento del sólido, sea

N̂ C(R̂) = Span{1, x̂, ŷ, α(x̂) − α(ŷ)}, α(x̂) = x̂2 − 5

3
x̂4,

donde los grados de libertad son los valores en los puntos medios de los lados de R̂.

Por otra parte, para el vector desplazamiento del fluido, si ψL(x̂) = −1+x̂
2
, ψR(x̂) =

1+x̂
2
, ψB(ŷ) = −1+ŷ

2
, ψT (ŷ) = 1+ŷ

2
, sea

Ŵ(R̂) = Span
{
(ψL(x̂), 0)t, (ψR(x̂), 0)t, (0, ψB(ŷ))t, (0, ψT (ŷ))t

}
.

La Figura 3.4 muestra los grados de libertad (gdl) locales asociados con cada componente

del desplazamiento del sólido y del fluido.

Gdl del fluido (componente x)

Gdl del fluido (componente y)

Gdl del solido

Figura 3.4: Grados de libertad (gdl) asociados con cada componente del desplazamiento
del sólido y del fluido.

Los espacios de elementos finitos asociados con la partición T h están definidos por

traslaciones y escalados como se muestra a continuación. Para cada Θj, sea FΘj
: R̂ → Θj
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un mapeo af́ın invertible tal que FΘj
(R̂) = Θj, y definimos

NCh
j = {v = (v1, v2)

t : vi = v̂i ◦ F−1
Θj
, v̂i ∈ N̂C(R̂), i = 1, 2},

Wh
j = {w : w = ŵ ◦ F−1

Θj
, ŵ ∈ Ŵ(R̂)}.

Sea Γj = ∂Θ∩∂Θj , Γjk = ∂Θj ∩∂Θk, y denotemos mediante ξj y ξjk a los puntos medios

de los segmentos Γj y Γjk, respectivamente. Entonces, si llamamos

NCh = {v : vj = v|Θj
∈ NCh

j , vj(ξjk) = vk(ξjk) ∀(j, k)},
Wh = {w ∈ H(div; Θ) : wj = w|Θj

∈ Wh
j },

el espacio de elementos finitos para aproximar la solución u queda entonces definido por

Vh = (NCh)2 ×Wh.

La teoŕıa de aproximación estándar implica que, para todo ϕ =
(
ϕ(1), ϕ(2)

)t ∈ [H2(Θ)]2×
H1(div; Θ),

inf
p∈NCh

[
‖ϕ(1) − p‖0 + h

(∑

j

‖ϕ(1) − p‖2
1,Θj

) 1

2

]
≤ Ch2‖ϕ(1)‖2, (3.19a)

inf
p∈Wh

‖ϕ(2) − p‖0 ≤ Ch‖ϕ(2)‖1, (3.19b)

inf
p∈Wh

‖ϕ(2) − p‖H(div;Θ) ≤ Ch
(
‖ϕ(2)‖1 + ‖∇ · ϕ(2)‖1

)
. (3.19c)

El procedimiento global de elementos finitos se define de la siguiente manera: encontrar

uh =
(
u(1,h), u(2,h)

)t ∈ Vh tal que

−ω2
(
Puh, v

)
+ iω

(
Buh, v

)
+
∑

j

[(
σlm(uh), ǫlm(v(1))

)
Θj

−
(
pf(u

h),∇ · v(2))
)
Θj

]

+iω
〈
D SΓ(uh), SΓ(v)

〉
= (F, v), v =

(
v(1), v(2)

)t ∈ Vh. (3.20)

Santos y Sheen [84] presentaron la siguiente estimación a priori para el error del

procedimiento global:

Teorema:

Sea u = (us, uf) ∈ V y uh ∈ Vh las soluciones de los problemas (3.18) y (3.20),

respectivamente. Luego, tenemos la siguiente estimación del error en la norma de la

enerǵıa: para h > 0 lo suficientemente pequeño se cumple

‖us − u(s,h)‖1,h + ‖∇ · (uf − u(f,h))‖0

+|u(s) − u(s,h)|0,Γ + |(uf − u(f,h)) · ν|0,Γ

≤ C(ω)h
[
‖us‖2 + ‖uf‖ 3

2

+ ‖∇ · uf‖1

]
.
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La simulación numérica de propagación de ondas con el objetivo de estudiar los efectos

mesoscópicos requiere un número muy grande de grados de libertad, lo que se debe

a distintas razones. Por un lado, el dominio debe ser lo suficientemente grande como

para que la onda clásica primaria pueda viajar algunas longitudes de onda y manifieste

de manera significativa los efectos mesoscópicos. Por el otro, el tamaño de la malla

debe ser lo suficientemente pequeño como para permitir describir las heterogeneidades

de mesoescala (de dimensiones caracteŕısticas mucho menores que la longitud de onda)

y, además, para que los procesos de difusión de presiones de los fluido que se generan

en las heterogeneidades (en los casos de bajas frecuencias) sean debidamente resueltos.

Sumado al problema del gran número de grados de libertad, ocurre que no podemos

utilizar métodos iterativos para resolver el problema algebraico asociado con el proce-

dimiento global (3.20), pues el mismo es complejo y no-coercivo. Por estas dos razones,

este problema algebraico no puede ser resuelto de manera eficiente. Para superar este

inconveniente, utilizaremos un algoritmo de descomposición de dominio paralelizado que

presentamos a continuación.

Definamos νjk la normal unitaria exterior al borde Γjk que va desde Θj hacia Θk, y sea

νj la normal unitaria exterior a Γj. Sean χj y χjk dos vectores unitarios tangentes a Γj y

Γjk tales que {νj, χj} y {νjk, χjk} son sistemas ortonormales sobre Γj y Γjk, respectiva-

mente. Luego, consideremos la descomposición del problema (3.14) bajo las condiciones

de borde absorbentes (3.16) sobre Θj como sigue: para j = 1, . . . , J , encontrar uj(x, ω)

tal que

−ω2Puj + iωBuj − L(uj) = F, Θj , (3.21a)

GΓjk
(uj) + iωβjkSΓjk

(uj) = GΓkj
(uk) − iωβjkSΓkj

(uk), Γjk, (3.21b)

−GΓj
(uj) = iωDSΓj

(uj), Γj , (3.21c)

donde GΓjk
y GΓj

están definidos por las expresiones (3.15). En las ecuaciones ante-

riores, βjk es una función matricial definida positiva, y definida sobre los bordes inte-

riores Γjk. Las condiciones de transmisión de Robin (3.21b) imponen la continuidad del

desplazamiento del sólido, de la componente normal del desplazamiento del fluido y de

los esfuerzos en las interfases interiores Γjk.

Luego, siguiendo los trabajos de Douglas et al. [28] y de Santos y Sheen [84], intro-

ducimos un conjunto de multiplicadores de Lagrange λh
jk asociados con los valores de las
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fuerzas en los puntos medios ξjk de Γjk, en el sentido que λh
jk ∼ Gjk(uj)(ξjk). Estos mul-

tiplicadores de Lagrange λh
jk pertenecen al siguiente espacio de funciones definido sobre

las interfases interiores Γjk:

Λh =
{
λh : λh|Γjk

= λh
jk ∈ [P0(Γjk)]

3 = Λh
jk, ∀{j, k}

}
,

donde P0(Γjk) es el espacio constituido por las funciones constantes sobre Γjk. Además,

para Γ = Γj o Γ = Γjk, sea 〈〈u, v〉〉Γ la aproximación de 〈·, ·〉Γ utilizando la cuadratura

del punto medio. Es decir, 〈〈u, v〉〉Γ = (uv)(ξjk)|Γ|, donde |Γ| es la medida de Γ.

Entonces, la iteración de la descomposición de dominio se define como sigue: Para

todo j = 1, · · · , J , se elige un valor inicial cualquiera
(
u
{h,0}
j , λ

{h,0}
jk

)
∈ NCh

j ×Wh
j ×Λh

jk.

Luego, para n = 1, 2, 3, · · · , y j = 1, · · · , J , se determina
(
u
{h,n}
j , λ

{h,n}
jk

)
∈ NCh

j ×Wh
j ×

Λh
jk tal que satisfaga

−ω2
(
Pu{h,n}

j , v
)

j
+ iω

(
Bu{h,n}

j , v
)

j

+
∑

l,m

(
σlm(u

{h,n}
j ), ǫlm(v(1))

)
j
−
(
pf(u

{h,n}
j ),∇ · v(2)

)
j

(3.22a)

+iω
〈
D SΓj

(u
{h,n}
j ), SΓj

(v)
〉

Γj

+
∑

k

〈〈
iωβjkSΓjk

(u
{h,n}
j ),SΓjk

(v)
〉〉

Γjk

= (F, v)Θj
−
∑

k

〈〈
iωβjkSΓjk

(u
{h,n−1}
k ),SΓjk

(v)
〉〉

Γjk

+
∑

k

〈〈
λ
{h,n−1}
kj ,SΓjk

(v)
〉〉

Γjk

, v ∈ NCh(Θj) ×Wh
j ,

λ
{h,n}
jk = λ

{h,n−1}
kj − iωβjk[SΓjk

(u
{h,n}
j ) + SΓkj

(u
{h,n−1}
k )](ξjk), en Γjk, ∀k. (3.22b)

La ecuación (3.22b), usada para actualizar los multiplicadores de Lagrange, se obtiene

directamente evaluando la ecuación (3.21b) en el punto medio ξjk. La ecuación (3.22a)

nos permite recuperar un sistema lineal de 12 ecuaciones, del cual obtenemos los grados de

libertad asociados con los desplazamientos de las fases sólida y fluida en cada subdominio

Θj para la n−ésima iteración. La matriz βjk se elige de modo que tiene la misma forma

que la matriz D, y sus entradas se obtienen promediando los coeficientes involucrados en

la definiciones de las matrices A y M sobre ambos lados del borde Γjk.

El proceso iterativo (3.22a)–(3.22b) es de tipo Jacobi, y converge a la solución uh del

problema (3.20) [84]. Un proceso iterativo el doble de rápido puede definirse realizando
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iteraciones de tipo red–black [26, 42, 84]. Por último, la solución en el dominio espacio-

tiempo se obtiene resolviendo la ecuación (3.22) para un número finito de frecuencias

temporales y usando la transformada inversa de Fourier [27].

3.2.2 Experimentos numéricos

Con el fin de analizar la eficiencia de la simulación numérica de propagación de ondas

para estudiar los efectos mesoscópicos, utilicemos el algoritmo numérico recientemente

presentado para analizar el comportamiento de una onda compresional que viaja a través

de un medio estratificado similar a los considerados en la teoŕıa de White.

En tal sentido, supongamos que una onda compresional clásica se propaga a través de

un dominio cuadrado Θ, de 800m de lado y constituido por dos subdominios rectangulares

Θhom y Θper, tales que

Θhom = {0 < x < 800m, 0 < y < 8.8m},
Θper = {0 < x < 800m, 8.8 ≤ y < 800m}.

El subdominio Θper está formado por capas planas horizontales de 0.4m de espesor, que

contienen alternadamente agua y gas en sus poros pero poseen la misma matriz sólida

(arenisca 2 de la Tabla 2.1). Es decir, el modelo estratificado que estamos considerando en

esta zona es similar al caso ”A” que estudiamos cuando presentamos la teoŕıa de White.

Por otra parte, el subdominio Θhom es una capa plana homogénea que se encuentra en la

base del dominio, de 8.8m de espesor, y que se corresponde con la arenisca 2 de la Tabla

2.1 completamente saturada con agua. Consideramos esta pequeña zona homogénea para

que la fuente se encuentre en un medio poroso homogéneo, y de esta manera aseguramos

la generación de frentes de onda circulares.

El término de fuente
(
F s, F f

)
es una perturbación compresional puntual, ubicada

dentro de la región Θhom en el punto (xf , yf) = (400m, 4m) y aplicada a la matriz sólida.

La expresión para este término es

F s(x, y, ω) = ∇δxf ,yf
g(ω), F f(x, y, ω) = 0, (3.23)

donde δxf ,yf
denota la distribución de Dirac en (xf , yf). La función g(ω) es la transfor-

mada de Fourier de la función

g(t) = −2ξ(t− t0)e
−ξ(t−t0)2 , (3.24)
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con ξ = 8 f 2
0 , t0 = 1.25/f0 y t = 0 es el momento en que empieza a actuar esta

fuente. Como queremos comparar los efectos mesoscópicos obtenidos previamente con

la teoŕıa de White con el comportamiento que se desprende de la simulación numérica

de la propagación de ondas, elegimos el valor de f0 de modo que la frecuencia central

(dominante) de la fuente sea igual a la frecuencia donde se produce el pico de atenuación

mesoscópica de White para el caso A (20 Hz).

Consideremos tres receptores R1, R2, R3 en la ĺınea vertical que pasa por la fuente, y

cuyas ubicaciones (xRi, yRi) son xRi = 400m para los tres receptores, con yR1 = 230m,

yR2 = 456m, yR3 = 682m. Colocando la fuente y los 3 receptores alineados en una

dirección perpendicular a la estratificación logramos que la incidencia de las ondas que

llegan a los receptores sea prácticamente normal a las interfases y, entonces, las condi-

ciones del experimento se asemejan a las hipótesis de la teoŕıa de White.

Luego, utilizamos el algoritmo paralelo de descomposición de dominio (3.22a)- (3.22b)

para encontrar las transformadas de Fourier de los desplazamientos del sólido y del

fluido, para 110 frecuencias igualmente espaciadas en el intervalo (0, 60Hz). Como traba-

jamos con muy bajas frecuencias, utilizamos las expresiones (2.25) para los coeficientes

de acoplamiento de masa y de fricción viscosa . Además, para el factor de estructura

usamos la relación propuesta por Berryman [5] para medios de alta porosidad,

S =
1

2

(
1 +

1

φ

)
. (3.25)

Implementamos el algoritmo utilizando una partición uniforme T h de Θ en 2000 × 2000

cuadrados iguales de 0.4m de lado. La solución en el dominio espacio-tiempo se obtuvo

realizando una transformada inversa de Fourier.

La Figura 3.5 muestra la componente vertical de la velocidad de las part́ıculas de la

fase sólida del medio en función del tiempo para los tres receptores. En ella podemos

observar el arribo a cada uno de los receptores de la onda compresional clásica generada

en la fuente. Es muy interesante notar que se produce una cáıda muy importante de la

amplitud del pulso a medida que la onda viaja a través del medio heterogéneo, la que

está relacionada con el efecto de divergencia esférica, pérdida de enerǵıa por la presencia

de heterogeneidades de mesoescala y, en menor medida, por el flujo global de Biot.

Para aislar las pérdidas de enerǵıa debidas al mecanismo mesoscópico de atenuación,

repetimos esta simulación numérica pero suponiendo que la región Θper es homogénea:

consideramos que esta zona está completamente saturada de agua en un caso, y de
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Figura 3.5: Componente vertical de la velocidad de las part́ıculas de la fase sólida del
medio en función del tiempo, para un medio estratificado que alterna capas de 0.4m de
espesor conteniendo agua y gas en sus poros.

gas en otro. Bajo estas condiciones la onda compresional que se genera en la fuente

no encuentra heterogeneidades de mesoescala en su camino, y dado que las cáıdas de

amplitud por divergencia esférica y flujo global son cualitativamente similares en los

tres experimentos, las diferencias entre el caso heterogéneo y los dos casos homogéneos

se deberán principalmente al mecanismo mesoscópico de atenuación. En las Figuras

3.6 y 3.7 podemos observar que, para los tres receptores, las amplitudes de los pulsos

compresionales son mayores en los casos homogéneos. Además, las velocidades con las

que caen las amplitudes en los casos homogéneos son mucho menores que en el caso

del medio conteniendo heterogeneidades de mesoescala, enfatizando el efecto de estas

heterogeneidades sobre la propagación de la onda compresional clásica.

Con el objetivo de facilitar la comparación entre los casos homogéneos y el caso

heterogéneo, la Figura 3.8 muestra, para el tercer receptor, la componente vertical de

la velocidad de las part́ıculas de la fase sólida para los tres casos (medio homogéneo

saturado con agua, con gas, y medio heterogéneo estratificado conteniendo agua y gas al-

ternadamente). En esta figura resulta muy claro el efecto que tienen las heterogeneidades

de mesoescala sobre la onda, produciéndole una drástica cáıda de amplitud. También



3.2. Propagación de ondas en medios que contienen heterogeneidades de mesoescala 61

−2e−05

−1e−05

 0

 1e−05

 2e−05

 3e−05

 0  50  100  150  200  250  300  350

C
om

po
ne

nt
e 

ve
rt

ic
al

 d
e 

ve
l. 

de
 p

ar
tíc

ul
a

Tiempo (ms)

Receptor 3

Receptor 1

Receptor 2

Figura 3.6: Componente vertical de la velocidad de las part́ıculas de la fase sólida del
medio en función del tiempo, para un medio homogéneo conteniendo agua en sus poros.

podemos observar, en el caso heterogéneo, un retardo en el arribo del pulso y un ensan-

chamiento del mismo, mostrando los efectos de la dispersión de velocidad producida por

el flujo inducido por la onda.

Con el objetivo de evaluar la utilidad de la simulación numérica para estudiar los

efectos mesoscópicos, podemos determinar el factor de calidad equivalente del medio y

compararlo con el valor que obtuvimos utilizando la teoŕıa anaĺıtica de White. Para

estimar el factor de calidad a partir de los sismogramas, utilizaremos el método del

corrimiento en frecuencia (“Frequency-shift method”), propuesto por Quan y Harris [73]

y que presentamos brevemente a continuación.

Supongamos que A(f, Ri) es el espectro de amplitud de la componente vertical del

desplazamiento de la fase sólida, observado en el receptor Ri. Llamemos fs al centroide

de A(f, Ri), definido mediante la fórmula

fs =

∫∞
o
fA(f, Ri)df∫∞

o
A(f, Ri)df

.

Analizando la variación del centroide estimado para distintos receptores podemos deter-

minar el factor de calidad del medio viscoelástico en estudio. Esto se debe al hecho de

que en los medios disipativos las componentes de mayores frecuencias del espectro de
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Figura 3.7: Componente vertical de la velocidad de las part́ıculas de la fase sólida del
medio en función del tiempo, para un medio homogéneo conteniendo gas en sus poros.

amplitud sufren mayor atenuación. De este modo, a medida que una onda se propaga el

centroide del espectro de amplitud se corre hacia menores frecuencias siguiendo una ley

que es función del factor de calidad. Entonces, analizando el corrimiento en frecuencia

del centroide puede estimarse el factor de calidad del medio. Siguiendo estas ideas, si

consideramos dos receptores Ri y Rj alineados con la fuente, ubicados a una distancia di

y dj medidas desde la fuente, podemos considerar que la señal recibida en el receptor más

cercano a la fuente (Ri) es la fuente para el otro receptor (Rj). Luego, si aproximamos

el espectro de amplitud de la señal A(f, Ri) en el receptor Ri utilizando una función

Gaussiana con varianza σi, se cumple la siguiente relación [73]

π(dj − di)

Qpṽp

= (fi − fj)/σ
2
i , (3.26)

donde fi y fj son los centroides de los espectros de amplitud en los receptores Ri y

Rj , respectivamente. En la ecuación (3.26), ṽp es la velocidad de fase compresional

promedio para la región que contiene a los dos receptores y para el rango de frecuencias

considerado. En la práctica, el término (dj − di)/ṽp se puede aproximar por la diferencia

entre los tiempos de arribo del pulso a los dos receptores Ri y Rj , y entonces la ecuación

(3.26) nos permite estimar el factor de calidad equivalente Qp para la región que contiene
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Figura 3.8: Componente vertical de la velocidad de las part́ıculas de la fase sólida del
medio en función del tiempo, para el tercer receptor. Las distintas curvas se corresponden
con los tres experimentos numéricos realizados.

a los dos receptores.

La Figura 3.9 muestra los espectros de amplitud de la componente vertical de la

velocidad de las part́ıculas sólidas del medio en los tres receptores, en función de la

frecuencia. En ella podemos observar que a medida que aumenta la distancia fuente-

receptor, la amplitud de los espectros es menor y se produce una reducción en la parte de

las mayores frecuencias, que está asociada con el mecanismo mesoscópico de atenuación.

Utilizando el método de corrimiento en frecuencia, se encuentra un valor Qp = 29.96

utilizando los receptores R1 y R2, Qp = 28 para los receptores R1 y R3, y Qp = 24.64

para los receptores R2 y R3. Recordando que la teoŕıa anaĺıtica de White aplicada a este

tipo de medios nos entregó un valor para el factor de calidad Qp = 28 para frecuencia

cercanas a los 20Hz (es decir, para la frecuencia dominante de la fuente que utilizamos

en este experimento numérico), podemos concluir que el comportamiento que obtenemos

mediante la propagación de ondas está en excelente concordancia con la teoŕıa de White.

Realicemos ahora este mismo análisis para un caso similar pero suponiendo que las

capas horizontales que componen al medio Θper tienen un espesor de 0.2m. Es decir,

estamos considerando el “caso B” que estudiamos cuando presentamos la teoŕıa de White.
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Figura 3.9: Espectros de amplitud de la componente vertical de la velocidad de las
part́ıculas sólidas del medio en los tres receptores R1, R2 y R3 en función de la frecuencia.

Supongamos entonces que el dominio Θ es un cuadrado de lado 320m, constituido por

dos subdominios rectangulares Θhom y Θper, definidos mediante

Θhom = {0 < x < 320m, 0 < y < 4.4m},
Θper = {0 < x < 320m, 4.4 ≤ y < 320m}.

Como en el caso anterior, Θhom es una capa plana homogénea que se encuentra en la base

del dominio, y que se corresponde con la arenisca 2 saturada con agua. En este caso,

el espesor de este subdominio rectangular es de 4.4m. Por otra parte, Θper es un medio

estratificado con matriz homogénea (arenisca 2) que alterna capas de 0.2m de espesor

conteniendo agua y gas en sus poros.

Ubicamos la fuente externa dentro del subdominio homogéneo, en las coordenadas

(xf , yf) = (160m, 4m), y es una perturbación compresional puntual aplicada sobre la

matriz sólida, similar a la que utilizamos en el ejemplo anterior. Además, en este caso

el valor de f0 fue elegido de modo que la frecuencia central de la fuente es de 77Hz. Es

decir, centramos el espectro de la fuente en un valor cercano a la frecuencia donde se

produjo el pico de atenuación con la teoŕıa de White para el caso B.

Para implementar el algoritmo numérico consideramos 110 frecuencias distribuidas en
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el intervalo (0, 242Hz), y utilizamos una partición uniforme del dominio en 1600 × 1600

elementos cuadrados de lado h = 0.2m. En este ejemplo también consideramos tres

receptores, cuyas ubicaciones son xRi = 160m, i = 1, 2, 3, con yR1 = 49m, yR2 = 139m,

yR3 = 229m.

La Figura 3.10 muestra la componente vertical de la velocidad de las part́ıculas de

la fase sólida del medio en función del tiempo, para los tres receptores. Podemos ob-

servar una drástica cáıda de amplitud a medida que la onda se aleja de la fuente, la

que está relacionada con la divergencia esférica, pérdida de enerǵıa por la presencia de

heterogeneidades de mesoescala y, en menor medida, por el flujo global de Biot. En

este caso, trabajando nuevamente con el método de corrimiento en frecuencia obtenemos

Qp = 28.33 usando los receptores R1 y R2, Qp = 25.32 con R1 y R3, y Qp = 22.21 usando

los receptores R2 y R3. También en este experimento estos valores están en excelente con-

cordancia con el valor Qp = 28 obtenido con la teoŕıa de White para este tipo de medios,

para una frecuencia de 77Hz (es decir, para la frecuencia dominante de la fuente).
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Figura 3.10: Componente vertical de la velocidad de las part́ıculas de la fase sólida del
medio en función del tiempo, para un medio estratificado que alterna capas de 0.2m de
espesor conteniendo agua y gas en sus poros.

Esta buena correspondencia entre la teoŕıa anaĺıtica de White y los niveles de ate-

nuación estimados numéricamente a partir del comportamiento de las ondas clásicas
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que viajan a través del medio heterogéneo, nos muestra que el algoritmo numérico que

presentamos en este caṕıtulo puede utilizarse satisfactoriamente para estudiar los efectos

mesoscópicos en medios que contienen heterogeneidades de geometŕıas irregulares, incluso

para frecuencias śısmicas. Además, si bien en los experimentos analizamos la respuesta

de una onda compresional, este algoritmo numérico permite también analizar los efectos

mesoscópicos en el caso de la propagación de una onda de corte.

Como ya se señaló, la principal ventaja de esta forma de trabajo es que no nos limita

a medios que poseen heterogeneidades con geometŕıas ideales, como lo hacen los métodos

anaĺıticos. Sin embargo, esta metodoloǵıa es computacionalmente muy costosa, pues por

un lado el dominio debe tener dimensiones del orden de algunas longitudes de onda de la

perturbación clásica para que la misma pueda manifestar los efectos mesoscópicos. Por

otro lado, el tamaño de la malla (h) debe ser muy pequeño con respecto a la longitud de

onda para poder representar correctamente las heterogeneidades de mesoescala y, en los

casos de bajas frecuencias, para que los procesos de difusión de presiones de los fluidos que

se generan en las inhomogeneidades del medio se resuelvan correctamente. Es aśı que en

los experimentos numéricos que mostramos en este caṕıtulo tuvimos que utilizar mallas

computacionales de millones de elementos. El algoritmo paralelo de descomposición de

dominio que presentamos nos permite tratar el problema del gran número de grados de

libertad, y si se cuenta con un cluster con un número importante de procesadores se

puede realizar la simulación numérica en un tiempo razonable.

Este costo computacional tan importante nos motiva a buscar una metodoloǵıa al-

ternativa para analizar los efectos mesoscópicos, que evite simular la propagación de las

ondas clásicas a través del medio. En tal sentido, en el próximo caṕıtulo presentare-

mos experimentos numéricos que nos permitirán determinar los efectos mesoscópicos de

muestras representativas del medio heterogéneo de una manera muy conveniente.



Caṕıtulo 4

Efectos mesoscópicos: Sólidos viscoelásticos equivalentes

En el caṕıtulo anterior, observamos que el flujo de fluido inducido por una onda compre-

sional clásica que viaja a través de un medio que contiene heterogeneidades de mesoescala

puede producir efectos muy importantes sobre el comportamiento de la onda primaria.

También vimos que este mecanismo de atenuación y dispersión se puede estudiar rea-

lizando simulación numérica de propagación de ondas a través del medio de interés. Si

bien es cierto que esta forma de analizar los efectos mesoscópicos tiene la ventaja de

permitir estudiar heterogeneidades de mesoescala de cualquier forma y tamaño, es com-

putacionalmente muy costosa debido a la enorme cantidad de puntos resultante de la

relación entre las dimensiones del medio a analizar y el tamaño de la malla h necesario

para resolver el problema adecuadamente.

Este hecho nos motivó a proponer una forma alternativa de trabajo que nos permita

estudiar los efectos mesoscópicos de un modo computacionalmente más conveniente. En

este sentido, en este caṕıtulo tenemos dos objetivos. Por un lado, obtendremos los

módulos de onda plana y de corte complejos (viscoelásticos) equivalentes para mues-

tras representativas de los medios heterogéneos de interés. Esto nos conducirá a la

definición de un sólido viscoelástico equivalente con la misma atenuación y dispersión

de velocidad que experimenta la onda clásica (compresional o de corte) al viajar a

través de la muestra de roca considerada. Para lograr esto, no realizaremos simulación

numérica de propagación de ondas sino que, inspirados en los experimentos que se rea-

lizan en laboratorios, aplicaremos esfuerzos armónicos compresionales y de corte sobre un

modelo computacional de roca, y a partir del cambio de volumen y forma que experimenta

estimaremos los módulos complejos equivalentes. Utilizaremos la teoŕıa de Biot para

modelar la respuesta del medio poroso frente a los esfuerzos aplicados, y propondremos

un procedimiento de elementos finitos para aproximar las soluciones de los problemas de

valores de contorno asociados con estos experimentos. Para validar esta metodoloǵıa, la

compararemos con resultados de teoŕıas anaĺıticas para ciertos modelos ideales simples.

En este contexto, cabe remarcar que Masson y Pride [61] presentaron recientemente
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un trabajo en el que se aplican esfuerzos dependientes del tiempo sobre los lados de

una muestra representativa del medio. Luego, calculando numéricamente los promedios

de los campos de esfuerzo y deformación de la muestra en el dominio espacio-temporal,

determinaron los módulos viscoelásticos efectivos del material.

Por otra parte, a una escala mesoscópica las distribuciones de las propiedades de las

rocas (parámetros f́ısicos, geométricos, distribución de fluidos, litoloǵıa) son generalmente

inciertas, debido a la gran variabilidad espacial que suelen poseer y al hecho de que en

general no se cuenta con observaciones directas. Por esta razón, surge un segundo objetivo

para este caṕıtulo que consiste en representar las heterogeneidades mediante funciones

estocásticas, y realizar repetidamente los experimentos numéricos que mencionamos pre-

viamente siguiendo un procedimiento de tipo Monte Carlo. Esto nos permitirá obtener

los promedios y varianzas de los módulos complejos equivalentes para medios porosos

altamente heterogéneos. Estos parámetros representan las propiedades estad́ısticas de

la respuesta de un conjunto de muestras representativas que contienen heterogeneidades

descriptas por una dada densidad espectral, y permiten analizar cómo las fluctuaciones

espaciales de los parámetros afectan la respuesta śısmica de las rocas.

A lo largo del caṕıtulo presentaremos también ejemplos numéricos, en los que utilizare-

mos la metodoloǵıa propuesta para analizar la sensibilidad de los efectos mesoscópicos

a distintos tipos de heterogeneidades en las propiedades del fluido y de la matriz de las

rocas. Además, calcularemos los promedios y varianzas de los módulos equivalentes en el

caso de medios que contienen heterogeneidades estocásticas cuasi-fractales para ilustrar

la aplicación de la metodoloǵıa Monte Carlo. Tanto la metodoloǵıa como las principales

conclusiones de este caṕıtulo fueron plasmadas en un art́ıculo publicado en la referencia

[80].

4.1 Experimentos numéricos para obtener los módulos complejos equiva-

lentes

Como ya hemos mencionado, utilizar la simulación numérica de propagación de ondas

para estudiar los efectos mesoscópicos es computacionalmente costoso, o incluso irrea-

lizable en algunos casos. Una metodoloǵıa distinta y muy conveniente para resolver este

problema consiste en aplicar esfuerzos armónicos compresionales y de corte sobre una

muestra representativa del medio poroso saturado en estudio. Los cambios de volumen y

forma experimentados por la roca nos permiten determinar sus módulos de onda plana
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y de corte complejos equivalentes. Para lograr esto, definiremos un sólido viscoelástico

equivalente con la misma atenuación y dispersión de velocidad que la roca original. Esta

idea de representar la respuesta de un medio poroso altamente heterogéneo mediante un

sólido viscoelástico equivalente constituye un ejemplo de lo que en la literatura se conoce

como “upscaling numérico”, puesto que este procedimiento implica un cambio de escala

y una reducción significativa en el número de parámetros involucrados.

Para comenzar con la formulación de este problema, mostramos en la Figura 4.1 una

representación esquemática de un experimento oscilatorio de compresión que aplicamos

sobre una muestra representativa de roca para estimar su módulo de onda plana complejo

equivalente. El vector ν es el vector normal unitario exterior sobre los bordes de la mues-

tra, y σ es el tensor de tensión total definido por la expresión (2.4). En este experimento

suponemos que la muestra está “sellada” en sus cuatro lados (es decir, no permitimos

que el fluido entre o salga de la misma), lo que constituye una hipótesis razonable para

hallar la respuesta śısmica en el rango de frecuencias śısmicas (1 a 104Hz) [61, 76, 62].

Luego, sometemos a la roca a una compresión armónica de la forma ∆Peiωt sobre su cara

superior, y consideramos fuerzas tangenciales nulas en sus cuatro lados. Además, no per-

mitimos desplazamientos del sólido en el lado inferior, ni desplazamientos horizontales

del sólido en los lados laterales de la muestra.

σν =
(
0,−∆Peiωt

)

Figura 4.1: Representación esquemática de un experimento oscilatorio de compresión
para estimar el módulo de onda plana equivalente de la muestra.
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Si V es el volumen original de la muestra, su cambio de volumen complejo y oscilatorio

∆V (ω) nos permite definir el módulo de onda plana complejo equivalente, Mc(ω), a través

de la relación
∆V (ω)

V
= − ∆P

Mc(ω)
. (4.1)

La ecuación (4.1) es exacta para el caso de un sólido viscoelástico homogéneo bajo condi-

ciones de borde similares a las impuestas a la fase sólida de la muestra de roca y en el

caso estático (ω = 0).

Considerando el caso de muestras bidimensionales, para determinar el cambio de

volumen que sufre la muestra representativa de roca, proponemos resolver las ecuaciones

de movimiento (2.17) bajo las siguientes condiciones de borde

σ(u)ν = (0,−∆P ), (x, y) ∈ ΓT ,

σ(u)ν · χ = 0, (x, y) ∈ ΓL ∪ ΓR,

us · ν = 0, (x, y) ∈ ΓL ∪ ΓR, (4.2)

us = 0, (x, y) ∈ ΓB,

uf · ν = 0, (x, y) ∈ ΓL ∪ ΓR ∪ ΓB ∪ ΓT ,

donde ΓL, ΓR, ΓB y ΓT son los lados izquierdo, derecho, inferior y superior de la muestra

de roca, respectivamente. Además, χ es un vector unitario tangente a los bordes de la

muestra y el factor eiωt se omite, pues el problema está formulado en el dominio espacio-

frecuencia.

Suponiendo que la muestra es un cuadrado de lado L, los desplazamientos verti-

cales de la fase sólida us
2(x, L, ω) sobre ΓT nos permiten obtener el desplazamiento ver-

tical promedio us,T
2 (ω) del lado superior de la roca. Para cada frecuencia ω, el cambio

de volumen generado por el experimento de compresión puede aproximarse mediante

∆V (ω) ≈ Lus,T
2 (ω), y utilizando la relación (4.1) podemos estimar el módulo de onda

plana equivalente M c(ω). Tal como lo hicimos en el caṕıtulo anterior, este módulo de

onda plana nos permite calcular la velocidad compresional compleja

Vpc(ω) =

√
M c(ω)

ρb
, (4.3)

donde ρb es la densidad promedio de la muestra. Luego, la velocidad de fase compresional
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equivalente vp(ω) y el factor de calidad equivalente Qp(ω) están dados por

vp(ω) =

[
Re

(
1

Vpc(ω)

)]−1

,
1

Qp(ω)
=

Im(Vpc(ω)2)

Re(Vpc(ω)2)
. (4.4)

Siguiendo un razonamiento similar, podemos estimar el módulo de corte complejo

equivalente de la muestra de roca aplicando el experimento que se muestra en la Figura

4.2. En este caso, no permitimos que el sólido pueda moverse en el borde inferior de la

muestra, el fluido no puede entrar o salir de la misma, y aplicamos esfuerzos de corte

sobre los lados laterales y superior.

σν =
(
∆Teiωt, 0

)

σ
ν

=
( 0

,∆
T

e
iω

t
)

σ
ν

=
( 0

,−
∆

T
e
iω

t
)

Figura 4.2: Representación esquemática de un experimento oscilatorio de corte para
estimar el módulo de corte complejo equivalente de la muestra.

En este caso, el cambio de forma que sufre la roca nos permite recuperar su módulo

de corte complejo equivalente, µc(ω), mediante la relación

tg(θ(ω)) =
∆T

µc(ω)
, (4.5)

donde θ(ω) es el ángulo entre las posiciones originales de los lados laterales de la muestra

y las nuevas posiciones de los mismos al aplicar los esfuerzos de corte. La relación (4.5)

es exacta para un sólido viscoelástico homogéneo sometido a las condiciones de borde

mencionadas y en el caso estático.

Para estimar el cambio de forma sufrido por la muestra de roca, debemos resolver las
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ecuaciones de movimiento (2.17) bajo las siguientes condiciones de borde

σ(u)ν = g(x, y), (x, y) ∈ ΓT ∪ ΓL ∪ ΓR,

us = 0, (x, y) ∈ ΓB, (4.6)

uf · ν = 0, (x, y) ∈ Γ,

donde

g(x, y) =





(0,−∆T ), (x, y) ∈ ΓL,

(0,∆T ), (x, y) ∈ ΓR,

(∆T, 0), (x, y) ∈ ΓT ,

(4.7)

y ∆T es la amplitud constante del esfuerzo oscilatorio aplicado. Los desplazamientos

horizontales us
1(x, L, ω) sobre el borde superior de la muestra nos permiten determinar

su desplazamiento horizontal promedio us,T
1 (ω). Entonces, para cada frecuencia ω el

cambio de forma de la muestra puede ser aproximado mediante tg(θ(ω)) ≈ us,T
1 (ω)/L, y

utilizando la ecuación (4.5) podemos estimar µc(ω). La velocidad compleja de corte está

dada por

Vsc(ω) =

√
µc(ω)

ρb
. (4.8)

Esta velocidad compleja nos permite calcular la velocidad de fase equivalente vs(ω) y el

factor de calidad equivalente Qs(ω) mediante relaciones análogas a (4.4),

vs(ω) =

[
Re

(
1

Vsc(ω)

)]−1

,
1

Qs(ω)
=

Im(Vsc(ω)2)

Re(Vsc(ω)2)
. (4.9)

Con el objetivo de estimar numéricamente estos módulos complejos equivalentes, re-

solvemos las ecuaciones de movimiento (2.17) bajo las condiciones de borde (4.2) o (4.6)

utilizando un procedimiento de elementos finitos. En este sentido, para aproximar el

desplazamiento del sólido usamos funciones bilineales (espacio de elementos finitos con-

formes), mientras que para el desplazamiento del fluido usamos un subespacio cerrado

de la parte vectorial del espacio de Raviart-Thomas-Nedelec de orden cero [75, 65]. En

el Apéndice A se presentan estos espacios y los detalles del procedimiento de elementos

finitos. Además, alĺı se prueba la unicidad de las soluciones de las formas débiles aso-

ciadas con estos problemas para ω > 0 y pequeño, como aśı también que el error asociado

con estos problemas de elementos finitos, medido en la norma de la enerǵıa, es del orden

del tamaño de la malla computacional (h).
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Con respecto al tamaño de la malla, en el rango de bajas frecuencias h tiene que ser

lo suficientemente pequeño como para que los procesos de difusión de las presiones de

los fluidos se resuelvan correctamente, tal como mencionamos en el caṕıtulo anterior. En

el caso en que la frecuencia considerada sea mayor que el valor cŕıtico a partir del cual

la onda lenta se empieza a comportar como una onda de propagación, el tamaño de la

malla debe tomarse de modo tal que las longitudes de las ondas lentas que se generan en

las discontinuidades del medio queden correctamente muestreadas.

Por último, es importante mencionar que el tamaño de la muestra de roca no es arbi-

trario: tiene que ser lo suficientemente grande como para que la muestra constituya un

volumen representativo del medio heterogéneo en estudio. Al mismo tiempo, tiene que

ser mucho menor que las longitudes de onda asociadas con cada frecuencia con la que

se excita al medio. Para determinar una cota máxima para la longitud del lado L, en

los ejemplos numéricos que mostramos en este caṕıtulo verificamos que los experimen-

tos de compresión y de corte aplicados a muestras homogéneas de lado L compuestas

por cualquiera de los diferentes materiales que conforman al medio heterogéneo produz-

can niveles de atenuación y dispersión despreciables para la mayor de las frecuencias

consideradas.

4.1.1 Validación de los procedimientos

Con el objetivo de validar el procedimiento propuesto para estimar el módulo de onda

plana equivalente, tomamos una muestra cuadrada de roca compuesta por dos capas

poroelásticas horizontales de 0.2m de espesor cada una, una de ellas saturada con agua

y la otra, con gas. Asumimos que las propiedades f́ısicas de las dos matrices sólidas son

homogéneas y similares, y se corresponden con la arenisca 1 de la Tabla 2.1. Por otra

parte, las propiedades f́ısicas de los fluidos se encuentran en la Tabla 2.2.

Respecto de la malla utilizada en el procedimiento de elementos finitos, conside-

ramos una partición de 75 × 75 elementos cuadrados para aproximar las soluciones de

los problemas. Luego, comparamos la velocidad de fase y el factor de calidad compre-

sional estimados con el procedimiento propuesto para frecuencias entre 0.1 y 100 Hz con

los valores obtenidos usando la teoŕıa de White et al. [89] pero, en este último caso,

considerando un medio periódico compuesto por capas horizontales de 0.4m de espe-

sor saturadas con agua o gas, alternadamente. Esta comparación es válida porque las

condiciones de borde del experimento de compresión que propusimos en este caṕıtulo
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se pueden asociar con el experimento propuesto por White et al. [89], pero aplicado al

medio periódico que resulta de realizar una reflexión con respecto al eje x de la muestra

de roca estudiada (ver Figura 3.1).

La Figura 4.3 muestra la velocidad de fase compresional equivalente, obtenida con

el experimento de compresión (puntos) y con la teoŕıa anaĺıtica de White (ĺınea), en

función de la frecuencia. Podemos ver que se produce una muy buena concordancia

entre los resultados obtenidos con los dos procedimientos. Por otra parte, la Figura 4.4

muestra el inverso del factor de calidad equivalente en función de la frecuencia, obtenido

con el experimento de compresión (puntos) y con la teoŕıa de White (ĺınea). También

en este caso se produce una excelente coincidencia entre las respuestas determinadas

con las dos metodoloǵıas. Estas dos figuras nos permiten concluir que el experimento de

compresión que propusimos en este caṕıtulo constituye una metodoloǵıa muy conveniente

y satisfactoria para obtener el módulo de onda plana viscoelástico equivalente de muestras

representativas de medios heterogéneos.
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Figura 4.3: Velocidad de fase compresional equivalente obtenida mediante el experimento
de compresión (puntos) y usando la teoŕıa de White (ĺınea) para frecuencias entre 0.1 y
100Hz.

Para validar el procedimiento que permite estimar el módulo de corte equivalente,
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Figura 4.4: Inverso del factor de calidad compresional equivalente obtenido mediante el
experimento de compresión (puntos) y usando la teoŕıa de White (ĺınea) para frecuencias
entre 0.1 y 100Hz.

tomamos una muestra de roca cuadrada compuesta por dos capas horizontales de espe-

sores T1 y T2, respectivamente, tales que T1 + T2 = 1m. Asumimos que ambas capas

están saturadas con agua pero que sus matrices sólidas son diferentes: la matriz sólida

de la capa de espesor T1 es la arenisca 1, mientras que la de la otra capa es una lutita,

con propiedades f́ısicas dadas en la Tabla 2.1. Entonces, en este caso verificamos que el

módulo de corte equivalente obtenido con el experimento de corte para diferentes valores

del contenido de lutita T2/(T1 + T2) y en el ĺımite de bajas frecuencias, coincida con el

obtenido usando un promedio de Reuss para una mezcla efectiva de arenisca y lutita

[62]. Se produjo una muy buena correspondencia entre las dos curvas y, además, la parte

imaginaria de este módulo resultó ser despreciable debido a las muy bajas frecuencias

que utilizamos en este experimento. Para evitar extendernos demasiado, no mostraremos

estas curvas.

4.2 Análisis paramétrico de los efectos mesoscópicos

En esta sección utilizaremos los experimentos oscilatorios para estudiar la sensibilidad

de los efectos mesoscópicos a distintos tipos de heterogeneidades en las propiedades de
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las rocas y de los fluidos. Como se desprende del análisis realizado en el Caṕıtulo 2, en el

rango de frecuencias donde realizamos estos experimentos numéricos (0−100Hz), la onda

lenta es un proceso de difusión de la presión del fluido poral. El procedimiento presentado

en este trabajo es válido también para frecuencias por encima del valor cŕıtico en el que

las ondas lentas comienzan a comportarse como ondas de propagación, siempre que el

tamaño del dominio y la malla sean correctamente elegidos, tal como fue comentado

previamente.

Para analizar los niveles de atenuación y dispersión de velocidad causados por distintos

tipos de heterogeneidades, consideramos muestras representativas de rocas heterogéneas

y obtenemos sus factores de calidad y velocidades de fase equivalentes para distintas

frecuencias. En los experimentos A a D, asumimos que las muestras de roca son cuadrados

de lado 0.5m, y usamos una partición del dominio en 100 × 100 elementos cuadrados

iguales para aproximar las soluciones de los problemas de condiciones de contorno. Dado

que los experimentos de corte aplicados a estas muestras de roca produjeron niveles de

atenuación y dispersión de velocidad despreciables, no mostraremos tales curvas. Por

otra parte, en el experimento E consideramos una muestra de roca cuadrada de lado

0.07m y una partición del dominio en 75 × 75 elementos cuadrados.

A. Sensibilidad de los efectos mesoscópicos a la geometŕıa de la distribución

espacial de los fluidos

En este caso, consideramos rocas parcialmente saturadas con agua y gas; es decir, mues-

tras poroelásticas con distribuciones espacialmente variables de agua y gas en la forma de

manchas (patches) completamente saturadas con gas y zonas completamente saturadas

con agua. No consideramos mezcla de los dos fluidos ni fuerzas capilares, y asumimos

que los dos fluidos ocupan distintas regiones mesoscópicas de las muestras. Consideramos

matrices sólidas homogéneas, que se corresponden con la arenisca 1 de la Tabla 2.1. Los

siguientes casos nos permitirán analizar cómo difieren los efectos mesoscópicos según las

distintas geometŕıas que tomamos para las manchas de gas:

• A1: La muestra de roca contiene una capa horizontal saturada con gas ubicada en

su centro

• A2: La muestra de roca contiene un ćırculo saturado con gas ubicado en su centro
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• A3: La muestra de roca contiene una distribución cuasi-fractal saturada de gas,

tal como muestra la Figura 4.5 a), donde las zonas negras están saturadas con gas,

mientras que las blancas son regiones saturadas con agua

• A4: La muestra de roca contiene una distribución cuasi-fractal saturada con gas,

tal como muestra la Figura 4.5 b)

• A5: La muestra de roca contiene una distribución cuasi-fractal saturada con gas,

tal como muestra la Figura 4.5 c)

• A6: La muestra de roca contiene una distribución cuasi-fractal saturada con gas,

tal como muestra la Figura 4.5 d).

En los seis casos, las distribuciones de gas y agua son elegidas de modo que las muestras

de roca tienen siempre la misma saturación total de gas, aproximadamente igual a 0.08.

Además, los valores que utilizamos para las propiedades f́ısicas de los fluidos son los que

se encuentran en la Tabla 2.2.
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Figura 4.5: Distribuciones cuasi-fractales de gas. En todos los casos la saturación de gas
es de aproximadamente 0.08.
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Para generar las distribuciones cuasi-fractales de gas que mostramos en la Figura 4.5,

usamos un campo fractal estocástico basado en las llamadas “funciones de autocorrelación

de von Karman”. Siguiendo el trabajo de Frankel y Clayton [33], y más recientemente el

de Santos et al. [83], consideramos un caso particular para el cual la densidad espectral

de potencia del campo estocástico está dado por

Sd(kx, ky) = S0(1 + k2a2)−(H+E/2), (4.10)

donde k =
√
k2

x + k2
y es el número de onda radial, a la longitud de correlación, H es un

coeficiente de autosimilaridad (0 < H < 1) y S0 es una constante de normalización. La

ecuación (4.10) corresponde a un proceso fractal de dimensión D = E + 1 −H a escalas

mucho menores que a. El primer paso para generar estas distribuciones consiste en asignar

a cada celda de la malla computacional un número pseudo-aleatorio usando un generador

de números aleatorios asociado con una distribución uniforme (ruido blanco). Luego, se

aplica la transformada de Fourier a este campo, y se filtra su espectro de amplitud

utilizando la función (4.10). A continuación, se antitransforma el espectro filtrado para

volver al dominio espacial, obteniéndose de esta manera un modelo microheterogéneo de

saturación de agua Sj
w, donde j indica la celda. Finalmente, para construir la distribución

binaria se establece un nivel de corte S∗, y se asume que cada celda j que satisface Sj
w ≤ S∗

está completamente saturada de gas, y en caso contrario, está completamente saturada

de agua.

En el caso particular de los experimentos que analizamos en esta sección usamos

una dimensión fractal D = 2.2, un coeficiente de autosimilaridad H = 0.8 y diferentes

longitudes de correlación. En el caso de la distribución de fluidos de la Figura 4.5 d),

podemos ver que posee una única longitud caracteŕıstica, y fue obtenida mediante la

repetición de una pequeña parte de la distribución que se encuentra en la Figura 4.5c.

Elegimos esta configuración particular para estudiar el rol que juegan las distintas escalas

espaciales en el comportamiento del material.

A nivel discreto, el mayor número de onda que puede ser representado por los cam-

pos fractales está determinado por el tamaño de la malla h, mientras que el menor es

proporcional al tamaño del dominio [43]. Consecuentemente, el tamaño de la malla debe

elegirse del orden del tamaño de las menores heterogeneidades. Estas restricciones en

el menor y mayor número de onda, junto con la longitud de correlación, restringen los

tamaños de las heterogeneidades que la malla elegida y el tamaño del dominio pueden
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representar. En los experimentos que presentamos aqúı, luego que la malla fue elegida y

que la distribución cuasi-fractal de los fluidos fue obtenida, realizamos un refinamiento de

la malla y resolvimos los problemas de condiciones de borde en la malla fina y la gruesa

para verificar que las soluciones coincidieran.

Analicemos ahora el campo de presión del fluido inducido por el experimento de

compresión. En tal sentido, la Figura 4.6 muestra la amplitud normalizada de la presión

del fluido inducida por el experimento de compresión aplicado sobre la muestra de roca

del caso A3. La frecuencia de excitación utilizada tiene un valor de 11.5Hz, que luego

veremos es el valor aproximado de la frecuencia en la que se produce el máximo de

atenuación por efectos mesoscópicos para esta muestra de roca. Observando esta figura

es interesante notar que a pesar de que el cambio de volumen experimentado por las zonas

saturadas con gas es mayor que el producido sobre las regiones saturadas con agua, los

cambios de presión inducidos en los patches de agua son mayores que los producidos en

las zonas saturadas con gas. Este efecto puede entenderse analizando la ecuación (2.7),
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Figura 4.6: Amplitud normalizada de la presión del fluido para el caso A3. La frecuencia
de excitación es 11.5 Hz.

y teniendo en cuenta que el módulo de volumen del gas es mucho menor que el del agua,

y consecuentemente (utilizando la relación (2.10)) lo mismo es cierto para el parámetro

Kav. El gradiente establecido en el campo de presión del fluido, que tiene sus máximos
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valores en las zonas de contacto entre las regiones saturadas con agua y las que están

saturadas con gas, produce flujo de fluido y ondas lentas que se difunden alejándose de

las interfases, generando pérdida de enerǵıa y dispersión de velocidades.
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Figura 4.7: Inverso del factor de calidad compresional equivalente obtenido aplicando
el experimento de compresión a las muestras de roca de los experimentos A1 a A6. En
todos los casos las muestras poseen una saturación total de gas de 0.08.

La Figura 4.7 muestra el comportamiento del inverso del factor de calidad compre-

sional equivalente en función de la frecuencia, para los experimentos A1 a A6. En ella

podemos observar la importancia de los efectos mesoscópicos en estos casos, con niveles

de atenuación muy importantes (valores de Qp incluso por debajo de 10 en algunos expe-

rimentos). Comparando las curvas podemos ver que a pesar de que la saturación neta de

gas es siempre la misma, se producen diferencias significativas entre las respuestas. Estas

discrepancias se deben exclusivamente a las distintas geometŕıas de las distribuciones de

los fluidos porales. Es interesante notar también que a medida que la irregularidad de

los patches de gas aumenta, el pico de atenuación se mueve hacia mayores frecuencias y

la pérdida máxima es menor.

Además, comparando las respuestas de las geometŕıas ideales (ćırculo y capa plana)

con las distribuciones cuasi-fractales, podemos observar la importancia de considerar la

naturaleza aleatoria de las distribuciones de los fluidos. En este contexto, en el caso
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Figura 4.8: Velocidad de fase compresional equivalente obtenida aplicando el experimento
de compresión a las muestras de roca de los experimentos A1 a A6. En todos los casos
las muestras poseen una saturación total de gas de 0.08.

de las distribuciones aleatorias resulta muy dif́ıcil predecir teóricamente la existencia y

ubicación de un pico de atenuación en el rango de frecuencias analizado, debido a las

diversas escalas espaciales de las heterogeneidades. Por otro lado, comparando las curvas

de atenuación asociadas con las distribuciones cuasi-fractales multiescala con la curva

correspondiente a la distribución que posee una única longitud caracteŕıstica (caso A6),

podemos observar diferencias significativas no sólo en las magnitudes de las pérdidas

sino también en las posiciones de los picos de atenuación. Luego, podemos concluir que

modelar una distribución heterogénea de gas que contiene diversas escalas espaciales con

una distribución que posee una única longitud caracteŕıstica similar al tamaño promedio

de las manchas de gas puede producir un comportamiento incorrecto de la muestra de

roca en estudio.

Por último, la Figura 4.8 muestra la velocidad de fase compresional equivalente en

función de la frecuencia de excitación del experimento. Podemos observar una dispersión

de velocidad creciente muy importante en el rango de frecuencias que consideramos, que

es menor a medida que la irregularidad de las heterogeneidades aumenta.
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B. Sensibilidad de los efectos mesoscópicos a la permeabilidad de la roca

Para estudiar el rol que tiene la permeabilidad de la roca en los efectos mesoscópicos, con-

sideramos una distribución de fluidos similar a la que describe la Figura 4.5a). Suponemos

también que las dos zonas (con agua y con gas) poseen la misma matriz sólida (la arenisca

1 de la Tabla 2.1). Los casos que analizamos se corresponden con distintos valores de

permeabilidad para las zonas saturadas con agua y con gas:

• B1: κ1 = κ2 = 0.1D

• B2: κ1 = κ2 = 1D

• B3: κ1 = κ2 = 10D

• B4: κ1 = 0.1D, κ2 = 10D

• B5: κ1 = 10D, κ2 = 0.1D,

donde κ1 es la permeabilidad de las zonas saturadas con gas y κ2 la de las zonas con

agua.
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Figura 4.9: Inverso del factor de calidad compresional equivalente obtenido aplicando
el experimento de compresión a la distribución de agua y gas de la Figura 4.5a), para
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La Figura 4.9 muestra el inverso del factor de calidad compresional equivalente en

función de la frecuencia. Podemos observar que este parámetro es altamente sensible a

la permeabilidad κ2 de la región conteniendo al fluido más incompresible (agua en este

caso), mientras que es prácticamente insensible a la permeabilidad de la otra región. Este

hecho está de acuerdo con los resultados obtenidos por Carcione y Picotti [13] para medios

unidimensionales. Particularmente, podemos notar que la frecuencia en la que se produce

el pico de atenuación se mueve hacia mayores valores a medida que κ2 aumenta, pero la

magnitud de la pérdida se mantiene prácticamente constante. Este comportamiento que

observamos para la ubicación del pico de atenuación está cualitativamente de acuerdo

con la estimación para la frecuencia del máximo de atenuación para medios estratificados,

según la expresión (3.11).

La dispersión de velocidad compresional equivalente también es muy sensible a la

permeabilidad de la región que contiene al fluido más incompresible, y prácticamente

insensible a la permeabilidad de la otra región. Podemos observar este comportamiento

en la Figura 4.10, que muestra la velocidad de fase compresional equivalente en función

de la frecuencia.
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C. Sensibilidad de los efectos mesoscópicos a la viscosidad del fluido

Con el objetivo de analizar el papel que juega la viscosidad de los distintos fluidos en

los efectos mesoscópicos, consideramos muestras con matrices sólidas homogéneas, que

se corresponden con la arenisca 1 de la Tabla 2.1. Suponemos también que las rocas

contienen distribuciones de fluidos similares a la que describe la Figura 4.5c). En los

casos C1 a C5, las manchas negras representan zonas saturadas con gas y las blancas con

petróleo (con propiedades dadas en la Tabla 2.2). Por otra parte, en el caso C6 las zonas

negras también son regiones saturadas con gas pero las blancas son zonas saturadas con

agua. Los casos consideran distintos valores para las viscosidades de los fluidos, siempre

dentro de rangos admisibles para distintos gases de hidrocarburos y tipos de petróleos a

diferentes condiciones de presión, temperatura y salinidad:

• C1: ηgas = 0.00015 Poise, ηoil = 0.01 Poise

• C2: ηgas = 0.0015 Poise, ηoil = 0.1 Poise

• C3: ηgas = 0.015 Poise, ηoil = 1 Poise

• C4: ηgas = 0.00015 Poise, ηoil = 1 Poise

• C5: ηgas = 0.015 Poise, ηoil = 0.01 Poise

• C6: ηgas = 0.0015 Poise, ηagua = 0.03 Poise,

donde ηgas, ηoil y ηagua denotan la viscosidad del gas, del petróleo y del agua, respectiva-

mente.

La Figura 4.11 muestra el inverso del factor de calidad compresional equivalente en

función de la frecuencia. Comparando los casos C1 a C5 podemos notar que el factor

de calidad compresional equivalente es altamente sensible a la viscosidad del fluido más

incompresible (petróleo en estos casos), mientras que es prácticamente insensible a la

viscosidad del otro fluido. Además, podemos ver que si bien la frecuencia en la que se

produce el pico de atenuación se mueve hacia mayores valores a medida que el fluido más

incompresible es menos viscoso, este parámetro f́ısico prácticamente no afecta la magnitud

de la pérdida. Este comportamiento para la ubicación del pico de atenuación también

está cualitativamente de acuerdo con la relación (3.11) para medios unidimensionales.

Por otra parte, es muy interesante comparar los casos C1 y C5 con el caso C6: dado

que la viscosidad del agua en el caso C6 es muy similar a los valores de la viscosidad
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 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 0.06

 0.07

 0.08

 0.09

 0.1  1  10  100

1/
Q

p

Frecuencia (Hz)

C1
C2
C3
C4
C5
C6

Figura 4.11: Inverso del factor de calidad compresional equivalente en función de la
frecuencia, para los experimentos C1 a C6.

del petróleo en los casos C1 y C5, las frecuencias en las que se producen los máximos de

atenuación de estos tres casos son muy similares. Sin embargo, la magnitud de la pérdida

en el caso C6 es mucho mayor que en los otros dos casos, y esto se debe a que el contraste

entre los módulos de volumen del agua y del gas es mayor que el dado entre el petróleo

y el gas.

La Figura 4.12 muestra la velocidad de fase compresional equivalente para los casos

C1 a C6, en función de la frecuencia. Podemos observar que el comportamiento de la dis-

persión de velocidad también es muy sensible a la viscosidad del fluido más incompresible,

mientras que es prácticamente insensible a la viscosidad del otro fluido.

D. Sensibilidad de los efectos mesoscópicos a heterogeneidades en las propiedades

del fluido y de la matriz

Para analizar los efectos mesoscópicos en el caso de heterogeneidades tanto en las

propiedades del fluido como en la matriz sólida, consideramos muestras de roca que

poseen distribuciones heterogéneas de porosidad, con valores que oscilan entre 0.2 y
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Figura 4.12: Velocidad de fase compresional equivalente en función de la frecuencia, para
los experimentos C1 a C6.

0.4, y siguiendo distribuciones cuasi-fractales. Para generar estas distribuciones no uti-

lizamos un nivel de corte como el que fue necesario para obtener las distribuciones bi-

narias que consideramos en los experimentos anteriores, sino que usamos directamente

los modelos de microheterogeneidades que resultan luego de aplicar el filtro (4.10).

La Figura 4.13 muestra las distribuciones de porosidad que seleccionamos para estos

experimentos; en ellas, las celdas negras se corresponden con valores de porosidad de 0.2

y las blancas, 0.4, mientras que las zonas grises poseen valores intermedios de porosidad

entre 0.2 y 0.4. Para generarlas, consideramos una longitud de correlación a = 0.005m en

el caso a), y a = 0.1m en el caso b), y las elegimos de modo que los valores promedio de

porosidad de las muestras son iguales a 0.3 en ambos casos. Para resaltar el efecto de es-

tas heterogeneidades, también incluimos en este conjunto de experimentos tres muestras

homogéneas, con valores de porosidad 0.2, 0.3 y 0.4, respectivamente.

Los cambios en porosidad implican cambios en los otros parámetros f́ısicos de la matriz

sólida. Para tenerlos en cuenta, usamos el modelo de Krief et al. [53] para calcular los

módulos de corte y de volumen en cada celda computacional de las matrices sólidas de

las muestras. Además, empleamos la relación de Kozeny-Carman [62] para obtener el

campo de permeabilidad correspondiente.
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Figura 4.13: Distribuciones de porosidad seleccionadas para analizar los efectos
mesoscópicos producidos por heterogeneidades en las propiedades del fluido y de la ma-
triz sólida. Las longitudes de correlación que usamos para generarlas son a = 0.005m en
el caso a), y a = 0.1m en el caso b). En ambos casos las muestras poseen una porosidad
promedio igual a 0.3.

Con respecto a las heterogeneidades en las propiedades del fluido, en todos los expe-

rimentos consideramos una distribución de agua y gas similar a la que describe la Figura

4.5c). Los casos que analizamos son:

• D1: La distribución de porosidad está dada por la Figura 4.13 a)

• D2: La distribución de porosidad está dada por la Figura 4.13 b)

• D3: La matriz sólida es homogénea, y posee un valor de porosidad igual a 0.2

• D4: La matriz sólida es homogénea, y posee un valor de porosidad igual a 0.3

• D5: La matriz sólida es homogénea, y posee un valor de porosidad igual a 0.4.

La Figura 4.14 muestra el inverso del factor de calidad compresional equivalente para

los experimentos D1 a D5. Comparando las distintas curvas podemos ver que en estos

casos la magnitud de la pérdida por efectos mesoscópicos es muy sensible a la porosidad

promedio de la muestra de roca. Además, la frecuencia en la que se produce el pico de

atenuación se mueve hacia mayores valores a medida que este parámetro f́ısico aumenta.

Es muy interesante también observar que las curvas de los casos D1,D2 y D4 muestran

comportamientos muy similares. Este hecho sugiere que la respuesta de una muestra
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saturada con agua y gas, y que contiene una distribución de porosidad heterogénea se

asemeja al comportamiento de una roca con matriz homogénea, que posee un valor de

porosidad similar al valor medio de la porosidad de la roca heterogénea y conteniendo la

misma distribución de fluidos.

Por otra parte, la Figura 4.15 muestra la velocidad de fase compresional equivalente en

función de la frecuencia, para estos experimentos. En ella podemos observar que en todos

los casos el flujo de fluido inducido por la onda produce un leve aumento de la velocidad

de fase con la frecuencia. Como es de esperar, las mayores velocidades ocurren en el caso

de menor porosidad (D3), mientras que los menores valores suceden en el caso de mayor

porosidad (D5). También en el caso de la velocidad de fase, los comportamientos de los

experimentos D1, D2 y D4 son muy similares.

E. Sensibilidad de los efectos mesoscópicos a variaciones litológicas

Los efectos mesoscópicos también pueden producirse por heterogeneidades de mesoescala

asociadas con la litoloǵıa de la roca. En este experimento analizamos la respuesta de una

muestra de roca saturada con agua, cuya matriz sólida está compuesta por una mezcla
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de dos materiales diferentes: la arenisca 3 y la lutita de la Tabla 2.1.

Como en los experimentos anteriores, en este caso asumimos que la distribución

irregular de arenisca y lutita puede representarse usando un campo fractal estocástico

asociado con la densidad espectral de von Karman. El procedimiento para generar las

distribuciones binarias es similar al que usamos para crear las configuraciones irregulares

de agua y gas pero, en este caso, el color de cada celda indica si la misma contiene arenisca

o lutita. Además, elegimos el nivel de corte de modo que la fracción total de arenisca que

contiene la muestra de roca es 0.5. Los parámetros que seleccionamos para la densidad

espectral fractal son H = 0.8, D = 2.2 y la longitud de correlación a = 0.0005m.

La Figura 4.16 muestra la distribución de arenisca y lutita que consideramos para

este experimento. Las zonas negras se corresponden con celdas que poseen lutita, mien-

tras que las blancas contienen arenisca. Estas variaciones litológicas producen efectos

mesoscópicos no despreciables en el caso de la propagación de una onda compresional

clásica a través del medio, tal como podemos apreciar en la Figura 4.17. La velocidad

de fase compresional equivalente muestra una dispersión prácticamente despreciable, con

un incremento de 1.7% en el rango de frecuencias que consideramos, razón por la cual no
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incluimos esta curva.

Lo que es particularmente interesante de la Figura 4.17 es el hecho de que estas

heterogeneidades de mesoescala producen gradientes no despreciables en el campo de

presión de fluido también en el caso de la aplicación del experimento de corte, induciendo

pérdidas de enerǵıa y dispersión de velocidad. De hecho, en esta figura podemos observar

valores del factor de calidad equivalente Qs del orden de 70 para frecuencias cercanas a

20Hz. Este resultado demuestra que las ondas de corte que se propagan a través de estos

medios son afectadas de manera significativa por los efectos mesoscópicos. Con respecto

a la dispersión de velocidad experimentada por la onda de corte, también en este caso es

es prácticamente despreciable, con un incremento de 1.5% en el rango de frecuencias que

consideramos, y por esta razón no presentamos esta curva.

Para concluir el análisis paramétrico que ha sido presentado en esta sección, resulta

interesante remarcar que el hecho de que los efectos mesoscópicos sean altamente sensibles

a ciertos parámetros de las rocas, tales como permeabilidad, porosidad, viscosidad de los

fluidos saturantes, tipo y grado de saturación de fluidos, entre otros, sugiere que una

comprensión más profunda de este fenómeno permitiŕıa extraer valiosa información a

partir de la respuesta śısmica de los medios porosos saturados heterogéneos de interés.
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Figura 4.17: Inversos de los factores de calidad compresional y de corte equivalentes para
la mezcla de arenisca y lutita, en función de la frecuencia.

4.3 Comportamiento estad́ıstico de medios altamente heterogéneos

Los experimentos de compresión y de corte que definimos previamente nos permiten

estimar los módulos complejos equivalentes de muestras de roca, siempre que conoz-

camos en detalle la configuración espacial de sus propiedades. Sin embargo, dado que

las propiedades de las rocas a mesoescala suelen poseer gran variabilidad espacial, puede

ocurrir que no tengamos un conocimiento preciso de la distribución de las mismas a tales

escalas. En estos casos, como ya mencionamos previamente, las heterogeneidades pueden

modelarse utilizando funciones estocásticas con una dada densidad espectral. Por ejem-

plo, Helle et al. [44] han usado las funciones de autocorrelación de von Karman para

modelar distribuciones irregulares de fluidos, mientras que Masson y Pride [61] analizaron

el comportamiento de materiales con propiedades tomadas aleatoriamente de ciertas fun-

ciones de distribución de probabilidad. Sin embargo, debemos tener en cuenta que para

diferentes realizaciones de las variables aleatorias se obtendrán diferentes respuestas del

sistema. El estudio de este tipo de problemas dio origen a los métodos de Simulación

Monte Carlo, cuyas bases fueron sentadas por Metropolis y Ulam [63], y constituyen

una herramienta esencial en los campos de la ingenieŕıa de reservorios, hidroloǵıa, f́ısica,
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bioloǵıa, economı́a, etc. Estos métodos permiten cuantificar la incertidumbre de las

predicciones numéricas obtenidas con parámetros inciertos a partir de un número limi-

tado de realizaciones [3]. En el contexto del problema que nos ocupa, aplicaremos el proce-

dimiento Monte Carlo tomando muestras representativas de material poroso conteniendo

heterogeneidades aleatorias caracterizadas por cierta densidad espectral, y resolviendo

los problemas de condiciones de contorno para cada realización. Este procedimiento nos

permitirá obtener los promedios y varianzas de los módulos complejos equivalentes de las

muestras. Tales parámetros representan el comportamiento estad́ıstico de las respuestas

de las muestras de roca en estudio.

Siguiendo esta metodoloǵıa estocástica, cualquier propiedad espacial en el sólido o en

el fluido p(x, y) es considerada como una muestra (o realización) tomada aleatoriamente

de un conjunto de procesos aleatorios f́ısicamente significativos P (x, y, γ), donde γ es

la variable aleatoria. Este concepto nos permite definir las propiedades estad́ısticas del

proceso estocástico P (x, y, γ) y de cualquier cantidad (aleatoria) obtenida como salida

de nuestro modelo. Por ejemplo, la media del conjunto P (x, y, γ) podŕıa interpretarse

como el promedio de mediciones repetidas de la propiedad.

En nuestro caso, un conjunto finito de realizaciones P (x, y, γn), con n = 1, · · · , NR,

es generado usando una dada densidad espectral. Para cada frecuencia temporal ω y rea-

lización γn, las velocidades de fase e inversos de los factores de calidad equivalentes βn(ω),

β = Vp, 1/Qp, Vs, 1/Qs, son funciones aleatorias determinadas realizando promedios es-

paciales de los desplazamientos calculados en ciertos puntos del dominio, tal como fue

explicado en la derivación de las fórmulas (4.4) y (4.9). Luego, las medias y varianzas de

las funciones aleatorias βn(ω) representan el comportamiento estad́ıstico de las respuestas

de las muestras de roca en consideración.

Para analizar la convergencia de la técnica Monte Carlo en función del número de

realizaciones NR, calculamos el promedio en frecuencia de las varianzas en la forma

‖ σ2
β(NR) ‖= 1

NF

NF∑

m=1

σ2
β(ωm, NR), (4.11)

donde

〈β(ωm, NR)〉 =
1

NR

NR∑

n=1

βn(ωm), (4.12)

σ2
β(ωm, NR) =

1

(NR − 1)

NR∑

n=1

[βn(ωm) − 〈β(ωm, NR)〉]2 , (4.13)
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y NF es el número de frecuencias consideradas.

Siguiendo el criterio que usaron Guarracino y Santos [37], efectuamos las simulaciones

Monte Carlo con N∗
R realizaciones, de modo que las varianzas (4.11) de las cantidades

calculadas se estabilizan en valores constantes. Entonces, los valores 〈β(ωm, N
∗
R)〉 definen

los promedios de las velocidades de fase e inversos de los factores de calidad equivalentes

para los materiales heterogéneos que estamos estudiando.

4.3.1 Aplicación del procedimiento Monte Carlo: comportamiento estad́ıstico

de rocas saturadas con distribuciones irregulares de agua y gas

Para ilustrar la aplicación de esta metodoloǵıa estad́ıstica, obtengamos los promedios

y desviaciones estándar de las velocidades de fase e inversos de los factores de calidad

equivalentes de rocas saturadas con distribuciones irregulares de agua y gas, de acuerdo

con cierta densidad espectral.

Con este objetivo, consideremos muestras cuadradas de roca de lado 0.5m, saturadas

con manchas irregulares de agua y gas. Tal como hicimos previamente en este caṕıtulo,

para generar las distribuciones de los fluidos usamos un campo fractal estocástico basado

en las funciones de autocorrelación de von Karman, tomando una dimensión fractal

D = 2.2, un coeficiente de autosimiliradidad H = 0.8 y una longitud de correlación

a = 0.1m. En cada realización, y al momento de hacer binaria la distribución de fluidos,

elegimos el nivel de corte de modo que la saturación total de gas de cada muestra es la

misma, e igual a 0.1.

Suponemos también que las matrices sólidas son homogéneas en todos los casos, y

se corresponden con la arenisca 1 de la Tabla 2.1. En cada realización, para estimar

numéricamente los módulos complejos equivalentes utilizamos una partición del dominio

en 75 × 75 elementos cuadrados de lado h = 0.5/75m.

Podemos ver en la Figura 4.18 distribuciones irregulares de agua y gas correspon-

dientes a cuatro muestras particulares del conjunto de realizaciones que consideramos

para aplicar la técnica Monte Carlo. En esta figura, las zonas negras se corresponden con

regiones completamente saturadas con gas, mientras que las blancas son zonas saturadas

con agua. En los cuatro casos la saturación neta de gas de las muestras es 0.1, y las

diferencias entre las geometŕıas de las distribuciones de los fluidos producen distintas

respuestas śısmicas. Esta particularidad la podemos observar en las Figuras 4.19 y 4.20,

donde se muestran el inverso del factor de calidad y la velocidad de fase compresional



94

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

a) b)

c) d)

x (m)

y(
m

)

0.2 0.3 0.50.40.10. 0. 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1

0.3

0.4

0.5

0.2

0.

0.

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Figura 4.18: Distribuciones de agua y gas para 4 realizaciones particulares. En todos los
casos, la saturación neta de gas es 0.1.

equivalente, respectivamente, para las 4 realizaciones particulares y en función de la

frecuencia. Podemos notar en estas curvas que si bien los comportamientos de las distintas

muestras son cualitativamente similares, difieren al verlos en detalle.

Luego, para aplicar la metodoloǵıa Monte Carlo, completamos un juego de experi-

mentos que involucra 70 realizaciones, y analizamos estad́ısticamente su comportamiento.

En tal sentido, la Figura 4.21 muestra el promedio en frecuencia de las varianzas del

inverso del factor de calidad compresional equivalente en función del número total de

realizaciones, NR. En esta figura podemos observar que luego de 70 realizaciones este

parámetro se estabiliza en un valor constante y muy pequeño. Lo mismo ocurre con las

varianzas de la velocidad de fase compresional equivalente, como lo podemos ver en la

Figura 4.22. Estos resultados sugieren que los promedios y varianzas de la velocidad de

fase compresional equivalente y del inverso del factor de calidad compresional equivalente

determinados en el conjunto de 70 realizaciones que estamos considerando, representan

muy bien el comportamiento estad́ıstico de los medios altamente heterogéneos en estudio.
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 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 0.06

 0.07

 0.08

 0.09

 0.1  1  10  100

1/
Q

p

 Frecuencia (Hz)

a)
b)
c)
d)

Figura 4.19: Inverso del factor de calidad compresional equivalente para las 4 realizaciones
particulares que se muestran en la Figura 4.18, en función de la frecuencia.

La Figura 4.23 muestra el comportamiento del promedio del inverso del factor de cali-

dad compresional equivalente en función de la frecuencia (considerando 70 realizaciones),

y su correspondiente intervalo de desviación estándar (indicado con ĺıneas punteadas).

Podemos observar niveles de atenuación muy importantes en prácticamente todo el rango

de frecuencias considerado, con un valor mı́nimo del factor de calidad equivalente (prome-

dio) del orden de 12 para frecuencias cercanas a 40Hz.

Por otro lado, la Figura 4.24 muestra el promedio de la velocidad de fase compresional

equivalente en función de la frecuencia (considerando 70 realizaciones), y su correspon-

diente intervalo de desviación estándar (ĺıneas punteadas). Podemos ver en esta figura

una importante dispersión creciente de la velocidad de fase compresional promedio en el

rango de frecuencias que consideramos.

Es muy interesante notar la falta de incertidumbre para las bajas frecuencias. Esta

particularidad se debe al hecho de que para longitudes de onda muy grandes el medio

es visto como homogéneo, independientemente de la realización, y entonces hay poca

dispersión entre las respuestas de las distintas muestras. A medida que la frecuencia

aumenta, las longitudes de onda comienzan a ver las diferencias entre las distintas rea-

lizaciones, con el consecuente incremento en las varianzas.
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Figura 4.20: Velocidad de fase compresional equivalente para las 4 realizaciones particu-
lares que se muestran en la Figura 4.18, en función de la frecuencia.

Con el fin de obtener el comportamiento estad́ıstico de los módulos de corte equiva-

lentes de estas muestras, aplicamos también el experimento de corte al mismo conjunto

de rocas. Como esperamos, el promedio de estos módulos tiene parte imaginaria des-

preciable, mientras que su parte real posee un valor muy cercano al módulo de corte de

la matriz seca. Esto ocurre porque el experimento de corte aplicado a rocas que poseen

matrices sólidas homogéneas produce gradientes despreciables en el campo de presión del

fluido y, consecuentemente, efectos mesoscópicos poco importantes.

Para finalizar este caṕıtulo, cabe remarcar que en el contexto de la geof́ısica de explo-

ración, los procedimientos numéricos expuestos pueden ser de gran utilidad para obtener

la respuesta śısmica de una zona de interés. Esto se debe al hecho de que los mismos

permitiŕıan reemplazar los medios porosos heterogéneos que constituyen cada una de las

regiones del modelo geológico en estudio por sólidos viscoelásticos equivalentes, donde

los efectos mesoscópicos son tenidos en cuenta resolviendo un conjunto de problemas

de valores de contorno sobre muestras representativas. Desde un punto de vista com-

putacional, esto es muy conveniente dado que la realización de simulación numérica de

propagación de ondas a través de un sólido viscoelástico heterogéneo es mucho más efi-

ciente que cualquier procedimiento numérico basado en la discretización de las ecuaciones



4.3. Comportamiento estad́ıstico de medios altamente heterogéneos 97
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Figura 4.21: Promedio en frecuencia de las varianzas del inverso del factor de calidad
compresional equivalente, en función del número total de realizaciones.

de Biot para el mismo orden de exactitud.
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Figura 4.22: Promedio en frecuencia de las varianzas de la velocidad de fase compresional
equivalente, en función del número total de realizaciones.
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Caṕıtulo 5

Extensión de la teoŕıa de Biot para medios porosos compuestos

En los caṕıtulos anteriores de esta Tesis hemos podido observar que la onda compresional

adicional de la teoŕıa de Biot puede producir efectos muy importantes sobre las ondas

clásicas que viajan a través de medios porosos saturados heterogéneos. Por esta razón,

para estudiar adecuadamente la respuesta śısmica de estos medios debemos considerar la

naturaleza porosa de los mismos y la presencia de una fase fluida en el espacio poral.

Hay diversos casos en la naturaleza en los que la fase sólida del medio está compuesta

realmente por dos matrices sólidas entrelazadas, con distintas propiedades y débilmente

acopladas. Por ejemplo, las areniscas arcillosas (shaly sandstones) son rocas cuya matriz

está compuesta por arenisca y lutita [15]. Una situación interesante, también en relación

con estos medios de matriz compuesta, ocurre en zonas muy fŕıas en las que los fluidos

porales de suelos y rocas permanecen parcialmente congelados (permafrost) [64, 17]. Otro

ejemplo de medios porosos compuestos de gran relevancia en Geof́ısica de exploración

lo constituyen las rocas que albergan gases de hidrocarburos hidratados (hidratos de

metano), ocupando parcialmente el espacio poral [14].

Dado que las dos fases sólidas que constituyen a este tipo de medios poseen propiedades

f́ısicas diferentes, pueden sufrir distintos desplazamientos y deformaciones al aplicar sobre

el mismo un esfuerzo dado. En base a este hecho, resulta claro que puede no resultar

correcto representarlos utilizando una sola matriz sólida equivalente. En este sentido,

Leclaire et al. [55] desarrollaron una extensión de la teoŕıa de Biot para describir la

propagación de ondas a través de medios porosos parcialmente congelados. Estos autores

consideraron la coexistencia de roca, agua y hielo bajo la hipótesis de que siempre existe

una fina capa de agua ĺıquida alrededor de las part́ıculas rocosas, que evita el contacto en-

tre las dos fases sólidas [55]. Este modelo es válido para medios con porosidad uniforme,

y lo interesante de esta teoŕıa es que predice la existencia de tres ondas compresionales y

dos ondas de corte. Además, estos mismos autores verificaron que algunas de las ondas

lentas adicionales pueden ser observadas en experimentos de laboratorio [56].

Posteriormente, Carcione y Tinivella [14] generalizaron la teoŕıa de Leclaire et al.
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[56] para incluir la interacción entre las part́ıculas de hielo y roca, y consideraron la

cementación de los granos con la disminución de la temperatura. Carcione et al. [15]

también utilizaron esta teoŕıa para estudiar las propiedades acústicas de areniscas ar-

cillosas, asumiendo que las fases sólidas están débilmente acopladas y que forman un

esqueleto compuesto poroso y entrelazado. Más recientemente, Santos et al. [86] ge-

neralizaron las teoŕıas desarrollada por Leclaire et al. [55] y Carcione y Tinivella [14]

para el caso de rocas de matriz compuesta que contienen distribuciones no uniformes de

porosidad. La importancia de este modelo radica en que, a diferencia de los modelos

existentes hasta ese momento, éste puede ser utilizado para realizar simulación numérica

de propagación de ondas en medios de matriz compuesta que contienen distribuciones

heterogéneas de porosidad.

Las ondas lentas adicionales que surgen en los medios de matriz compuesta pueden

tener roles importantes en las conversiones de enerǵıa que ocurren cuando una onda

śısmica encuentra una heterogeneidad en estos medios. Por este motivo, resulta razo-

nable suponer que para analizar correctamente el comportamiento de las ondas clásicas

que viajan a través de medios porosos compuestos heterogéneos debemos considerar la

utilización de los modelos teóricos desarrollados especialmente para estos ambientes. En

tal sentido, en este caṕıtulo presentaremos brevemente la teoŕıa desarrollada por San-

tos et al. [86] para describir la propagación de ondas en medios porosos compuestos

saturados por un fluido. Luego, estudiaremos las principales propiedades de las ondas

que de acuerdo con esta teoŕıa se pueden propagar a través de estos medios. Finalmente,

analizaremos las particiones de enerǵıa que ocurren cuando una onda compresional clásica

incide sobre una discontinuidad plana en estos ambientes, y el rol de las ondas lentas en

estas conversiones de enerǵıa. Los principales resultados de este caṕıtulo se encuentran

publicados en [79].

5.1 Breve descripción de la extensión de la teoŕıa de Biot para medios com-

puestos

En esta sección presentaremos la extensión de la teoŕıa de Biot propuesta por Santos et

al. [86] para analizar la propagación de ondas en medios porosos compuestos saturados

por un fluido.

La metodoloǵıa para obtener las relaciones constitutivas y las ecuaciones de movimiento
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es similar a la que utilizó Biot para estudiar la respuesta de una matriz sólida satu-

rada por un fluido [6, 7, 8]. Consideremos un volumen elemental de material poroso

Q, compuesto por dos fases sólidas referidas por los sub́ındices o supráındices 1 y 3, y

saturado por un fluido monofásico indicado por el sub́ındice o supráındice 2, de modo

que Q = Q1 ∪ Q2 ∪ Q3. Supongamos también que las matrices sólidas están débilmente

acopladas y que las tres fases poseen conectividad sobre distancias macroscópicas.

Sea Vi el volumen de la fase Qi, y Vb y Vsm el volumen de Q y de la matriz sólida

Qsm = Q1 ∪Q3, de modo que

Vsm = V1 + V3, Vb = V1 + V2 + V3.

Llamemos S1 = V1/Vsm y S3 = V3/Vsm a las fracciones de los dos sólidos de la matriz

compuesta, y definamos φ = V2/Vb, φ1 = V1/Vb y φ3 = V3/Vb.

Siguiendo el trabajo de Santos et al. [86], si ω es la frecuencia angular y x la posición de

la part́ıcula, sean u(1) = u(1)(x, ω), ũ(2) = ũ(2)(x, ω) y u(3) = u(3)(x, ω) las transformadas

de Fourier de los desplazamientos de las distintas fases, promediados sobre el volumen

de agregado. Definimos también el desplazamiento relativo del fluido, u(2), según

u(2) = u(2)(x, ω) = φ
(
ũ(2) − S1u

(1) − S3u
(3)
)
, (5.1)

con ζ = −∇ · u(2) representando el cambio en el contenido de fluido. También, sean

u = (u(1), u(2), u(3))T y v = (v(1), v(2), v(3))T , con v(j) = iωu(j) las velocidades de las

part́ıculas.

Con el objetivo de obtener las relaciones constitutivas para el medio compuesto, de-

notemos σ̃
(1)
jk y σ̃

(3)
jk a las transformadas de Fourier de los tensores relacionados con las

tensiones actuantes sobre las partes sólidas Q1 y Q3, respectivamente, promediados so-

bre el volumen de material Q. También, llamemos pf a la transformada de Fourier de

la presión del fluido. Asumiendo que el medio compuesto es isótropo, definimos también

los tensores

σ
(1)
jk = σ̃

(1)
jk − S1φpfδjk, σ

(3)
jk = σ̃

(3)
jk − S3φpfδjk, (5.2)

asociados con los esfuerzos totales en Q1 y Q3, respectivamente. Luego, las relaciones

isotrópicas y lineales esfuerzo-deformación en el dominio espacio-frecuencia, están dadas



104

por [86]

σ
(1)
jk (u) =

[
KG1θ1 − B1ζ +B3θ3

]
δjk + 2µ1d

(1)
jk + µ13d

(3)
jk ,

σ
(3)
jk (u) =

[
KG3θ3 − B2ζ +B3θ1

]
δjk + 2µ3d

(3)
jk + µ13d

(1)
jk , (5.3)

pf (u) = −B1θ1 − B2θ3 +Kavζ,

donde d
(m)
jk = ǫjk(u

(m)) − 1
3
θmδjk, m = 1, 3, es el tensor de las deformaciones de-

viatóricas en Qm, y ǫjk(u
(m)) denota el tensor de deformaciones en Qm, con invariante

lineal θm = ǫjj(u
(m)).

Los parámetros que en las igualdades (5.3) nos permiten relacionar los esfuerzos con

las deformaciones, pueden determinarse a partir de las propiedades individuales de los

distintos componentes del medio. En este sentido, siguiendo el trabajo desarrollado por

Santos el al. [86], si Ks1,m, Ks3,m, µs1,m y µs3,m son los módulos de volumen y de corte

de las dos matrices sólidas secas, respectivamente, y si Kf y η son el módulo de volumen

y la viscosidad del fluido, entonces los coeficientes en las relaciones constitutivas (5.3)

están dados por

µj = [(1 − gj)φj]
2µav + µsj,m, gj =

µsj,m

φjµsj

, j = 1, 3,

µ13 = (1 − g1)(1 − g3)φ1φ3µav,

µav =
[(1 − g1)φ1

µs1
+

φ

2ωη
+

(1 − g3)φ3

µs3

]−1
,

Kav =

[
(1 − c1)

φ1

Ks1
+

φ

Kf
+ (1 − c3)

φ3

Ks3

]−1

, cj =
Ksj,m

φjKsj
, j = 1, 3,

KGj = Ksj,m + (αj)
2Kav, αj = Sj −

Ksj,m

Ksj
,

B1 =
S1φ

2Kav + C12

φ
, B2 =

S3φ
2Kav + C23

φ
,

B3 =
(
C13 + S3C12 + S1C23 + S1S3φ

2Kav

)
,

donde

C12 = φKav(α1 − S1φ), C23 = φKav(α3 − S3φ), C13 = Kav(α1 − S1φ)(α3 − S3φ).

Los módulos KG1 y KG3 son análogos al módulo de Gassmann [36], mientras que los

coeficientes α1 y α3 se corresponden con los coeficientes de esfuerzo efectivo de la teoŕıa
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de Biot clásica [11, 8]. Cabe remarcar que las relaciones constitutivas (5.3) pueden ex-

tenderse al caso viscoelástico, como es usual, utilizando módulos complejos dependientes

de la frecuencia tal como se presentó en [79].

Debemos enfatizar aqúı que bajo la suposición de acoplamiento débil entre los dos

sólidos, fueron necesarios dos tensores de tensiones para describir los estados de esfuerzos

en las fases sólidas. Esto constituye una generalización de la teoŕıa de Biot clásica, en la

cual los diferentes minerales de la roca son tratados como una sola fase.

5.2 Las ecuaciones de movimiento

Para obtener las ecuaciones de movimiento, debemos introducir una matriz de masa

(definida positiva) P = P(ω) y una matriz de disipación (no negativa) B = B(ω), según

P =



p11I p12I p13I

p12I p22I p23I

p13I p23I p33I


 , B =




f11I −f12I −f11I

−f12I f22I f12I

−f11I f12I f11I


 ,

donde I denota la matriz identidad en R3×3, y los parámetros no negativos pij y fij son

los coeficientes de acoplamiento de masa y de fricción viscosa, respectivamente. Estos

coeficientes pueden obtenerse a partir de las propiedades individuales de las distintas fases

del sistema compuesto. En este sentido, Santos et al. [86] obtuvieron los coeficientes de

acoplamiento de masa en el rango de bajas frecuencias. Estos parámetros, denotados mjk,

serán corregidos más adelante en este caṕıtulo para incluir los efectos viscodinámicos y

de esta forma obtener los parámetros pjk. Si denotamos ρm (m = 1, 2, 3) a las densidades

de las distintas fases, los coeficientes mjk están definidos mediante [86]

m11 = ρ2φ
(
1 + (S1)

2a32 + (S3)
2a12 − 2S3 − (S1)

2
)

+a13ρ1φ1 + (a31 − 1)ρ3φ3,

m12 = ρ2 (S3(1 − a12) + S1a32) ,

m13 = ρ2φ
(
1 − (S1)

2a32 − (S3)
2a12 − S1S3

)

+ρ1φ1(1 − a13) + ρ3φ3(1 − a31),

m22 =
ρ2

φ
(a12 + a32 − 1) ,

m23 = ρ2 (S1(1 − a32) + S3a12) ,

m33 = ρ2φ
(
1 + (S1)

2a32 + (S3)
2a12 − 2S1 − (S3)

2
)

+a31ρ3φ3 + (a13 − 1)ρ1φ1.
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En estas ecuaciones,

a12 =
φ1ρ

φρ2
r12 + 1, a32 =

φ3ρ
′

φρ2
r32 + 1,

a13 =
φ3ρ

′

φ1ρ1

r13 + 1, a31 =
φ1ρ

φ3ρ3

r31 + 1,

donde los parámetros rjk están relacionados con las propiedades geométricas de los bordes

que separan las fases j y k (iguales a 1
2

para esferas) y

ρ =
φρ2 + φ3ρ3

φ+ φ3
, ρ′ =

φρ2 + φ1ρ1

φ+ φ1
.

Con respecto a los coeficientes de fricción viscosa, estos mismos autores los calcularon

en el ĺımite de bajas frecuencias, y obtuvieron [86]

g11 = d12 (S3)
2 + d23 (S1)

2 , g12 =
d12S3 − d23S1

φ
, g22 =

d12 + d23

φ2
, (5.4)

f11 = η g11 + g13, f12 = η g12, f22 = η g22,

donde los parámetros dij son coeficientes de disipación. El coeficiente g13 tiene en cuenta

la pérdida por fricción entre las dos matrices sólidas. Para ser estrictos, debeŕıamos usar

algún modelo adecuado para tener en cuenta esta pérdida de enerǵıa, tal como una teoŕıa

de fricción de tipo Coulomb.

En el caso de medios porosos parcialmente congelados, los coeficientes dij se pueden

obtener mediante [86]

d12 =
φ2

κ1

, d23 =
φ2

κ3

.

En esta ecuación, los parámetros κ1 y κ3 están definidos en función de las permeabilidades

absolutas κ1,0 y κ3,0 mediante las relaciones [55]

κ1 = κ1,0
φ3

(1 − φ1)
3 , κ3 = κ3,0

(1 − φ1)
2

(φ3)
2

(
φ

φ1

)3

.

La permeabilidad absoluta κ1,0 es la permeabilidad de la matriz de roca cuando está

completamente saturada con agua, es decir, si el hielo está completamente descongelado.

Por otro lado, la permeabilidad κ3,0 es la permeabilidad de la matriz de hielo cuando el

medio poroso está completamente congelado, es decir, para una porosidad aparente igual

a φ1 [55].
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En el caso de areniscas arcillosas, estos coeficientes se pueden calcular mediante [15,

86]

d12 = 45R−2
s1 φ

−1(1 − φ)φ1, (5.5)

d23 = 45R−2
s3 φ

−1(1 − φ)φ3,

donde Rs1 y Rs3 son los radios promedio de las part́ıculas de arena y arcilla.

Tal como ocurre en la teoŕıa clásica de Biot, también en estos medios compuestos

a medida que la frecuencia aumenta el flujo relativo deja de ser de tipo laminar, y

entonces los coeficientes de masa y de fricción viscosa que obtuvimos en el ĺımite de

bajas frecuencias deben corregirse para incluir tal efecto. Con este objetivo, modificamos

los términos disipativos f11, f12 y f22 multiplicando la viscosidad del fluido por un factor

de corrección FR(θ), donde la función compleja y dependiente de la frecuencia F (θ) =

FR(θ) + iFI(θ) es la clásica función viscodinámica definida por Biot [7]:

F (θ) =
1

4

θT (θ)

1 − 2
iθ
T (θ)

, T (θ) =
ber′(θ) + ibei′(θ)

ber(θ) + ibei(θ)
,

donde ber(θ) y bei(θ) son las funciones de Kelvin del primer tipo y orden cero.

El argumento dependiente de la frecuencia θ = θ(ω) es una función del parámetro de

tamaño poral ap, y se define mediante las ecuaciones

θ = ap

√
ω ρ2/η, ap = 2

√
κA0/φ,

donde
1

κ
=

1

κ1
+

1

κ3
y A0 es la constante de Kozeny-Carman [4, 46].

Luego, los coeficientes de acoplamiento de masa y de fricción viscosa dependientes de

la frecuencia resultan

p11(ω) = m11 +
ηFI(θ)g11

ω
, p12(ω) = m12 −

ηFI(θ)g12

ω
, (5.6)

p13(ω) = m13 −
ηFI(θ)g11

ω
, p22(ω) = m22 +

ηFI(θ)g22

ω
, (5.7)

p23(ω) = m23 +
ηFI(θ)g12

ω
, p33(ω) = m33 +

ηFI(θ)g11

ω
, (5.8)

f11(ω) = ηFR(θ)g11 + g13, f12(ω) = ηFR(θ)g12, f22(ω) = ηFR(θ)g22. (5.9)

Para obtener las ecuaciones de movimiento, definimos el operador diferencial de se-

gundo orden L(u), mediante

L(u) =
(
∇ · σ(1)(u),−∇pf(u),∇ · σ(3)(u)

)T
.



108

Entonces, las ecuaciones de movimiento del medio compuesto en el dominio espacio-

frecuencia están dadas por [86]

−ω2Pu(x, ω) + iωBu(x, ω) = L(u(x, ω)). (5.10)

5.3 Propiedades de las ondas śısmicas en medios porosos compuestos satu-

rados

Para analizar las principales propiedades de las ondas śısmicas que se pueden propagar

a través de medios porosos compuestos saturados, realicemos un análisis de onda plana.

Para simplificar este análisis, estudiemos por separado las ondas compresionales y las

ondas de corte.

5.3.1 Ondas compresionales

Con el objetivo de analizar las principales caracteŕısticas de las ondas compresionales,

consideremos una onda plana compresional monocromática de frecuencia ω en el plano

(x, y). En tal caso, podemos representar los desplazamientos u(m), m = 1, 2, 3, usando

potenciales escalares ϕ(1), ϕ(2), ϕ(3), en la forma

u(1) = ∇ϕ(1) = ∇
(
Ape

−ik̄p·r̄
)
,

u(2) = ∇ϕ(2) = ∇
(
Bpe

−ik̄p·r̄
)
, (5.11)

u(3) = ∇ϕ(3) = ∇
(
Cpe

−ik̄p·r̄
)
,

donde k̄p = (np, lp) es un vector de onda complejo y r̄ = (x, y) es el vector posición en

R2.

Utilizando las relaciones constitutivas (5.3) en las ecuaciones de movimiento (5.10),

asumiendo coeficientes espacialmente constantes y usando la representación (5.11) para

describir los desplazamientos de las part́ıculas, se obtiene el siguiente sistema lineal de

tres ecuaciones y tres incógnitas:

Mp · cp = 0̄, (5.12)

donde cp = (Ap, Bp, Cp)
T ∈ C3×1 y Mp = (Mp)lm ∈ C3×3 es una matriz simétrica dada
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por

(Mp)11 = p11iω
2 + f11ω −KG1ik

2
p −

4

3
µ1ik

2
p,

(Mp)12 = p12iω
2 − f12ω − B1k

2
pi,

(Mp)13 = p13ω
2i− f11ω − B3k

2
pi−

2

3
µ13ik

2
p,

(Mp)22 = p22ω
2i+ f22ω −Kavk

2
pi, (5.13)

(Mp)23 = p23ω
2i+ f12ω −B2k

2
pi,

(Mp)33 = p33ω
2i+ f11ω −KG3k

2
pi−

4

3
µ3ik

2
p,

con k2
p = n2

p + l2p.

Para obtener soluciones no triviales del sistema de ecuaciones (5.12), debemos pedir

que el determinante de la matriz Mp sea nulo. Es decir,

det(Mp) = P3(z) = 0, (5.14)

donde z = k2
p y P3(z) es un polinomio cúbico en z. De esta ecuación polinomial re-

sultan hasta tres posibles valores para k2
p y, entonces, hasta seis posibles valores para

kp. Sin embargo, no todos estos valores son f́ısicamente aceptables, pues la amplitud del

desplazamiento de cualquiera de las fases debe decaer con la distancia. Luego, teniendo

en cuenta esta restricción encontramos que sólo hay tres soluciones f́ısicamente acepta-

bles para kp, que son aquellas que tienen partes imaginarias negativas. Entonces, de este

análisis de onda plana podemos concluir que en los medios porosos compuestos saturados

se pueden propagar tres ondas compresionales. A estas perturbaciones compresionales

las denominamos ondas tipo p1, p2 y p3, y estos nombres los asignamos de modo tal que

la onda tipo p1 es la que posee la mayor velocidad de fase, mientras que la onda p3 es la

más lenta. Luego verificaremos que la onda tipo p1 se comporta como las ondas compre-

sionales clásicas, mientras que las otras dos perturbaciones son ondas adicionales (ondas

lentas) que surgen debido a movimientos relativos de las distintas fases que componen al

medio.

Reescribiendo las ecuaciones (2.33) y (2.34) en término de los módulos de los vectores

de onda obtenidos a partir de este procedimiento (kp1, kp2 y kp3), podemos calcular la

velocidad de fase vj y el factor de calidad Qj de las tres ondas compresionales mediante
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las fórmulas

Q−1
j = −2

Im(kpj)

Re(kpj)
, (5.15)

vj = ω/Re(kpj), j = p1, p2, p3.

Con el fin de ilustrar el comportamiento de las distintas ondas compresionales, cal-

culemos su velocidad de fase y atenuación considerando la arenisca 1 de la Tabla 2.1,

suponiendo que se encuentra parcialmente congelada. Entonces, en este caso la fase 1

del modelo es la arenisca 1, la fase 3 es una matriz de hielo, y el fluido (fase 2) es agua.

Las propiedades f́ısicas de la matriz de roca se encuentran en la Tabla 2.1, mientras que

las de la fase ĺıquida se encuentran en la Tabla 2.2.

Para la fase 3 de este medio compuesto, consideramos un módulo de volumen ks3 =

8.58GPa, y un módulo de corte µs3 = 3.32GPa [16]. Con el objetivo de obtener los

módulos de la matriz de hielo, utilizamos un modelo de percolación, tal como lo hacen

Leclaire et al. [55], Carcione y Tinivella [14] y Santos et al. [86]. La teoŕıa de percolación

permite describir la transición de un sistema o material entre el estado continuo y el

discreto, la cual está gobernada por una ley de potencias independiente del material o

sistema [55]. En nuestro caso, los módulos elásticos de la matriz de hielo son funciones

de la proporción de hielo y están dados por

ks3,m =
[
kmax

s3,m − k0
s3,m

]( φ3

1 − φ1

)3.8

+ k0
s3,m, (5.16)

µs3,m =
[
µmax

s3,m − µ0
s3,m

]( φ3

1 − φ1

)3.8

+ µ0
s3,m,

donde kmax
s3,m y µmax

s3,m son los módulos de volumen y de corte de la matriz de hielo cuando

el espacio poral está completamente congelado y contiene inclusiones esféricas de aire,

con una concentración φ1. Siguiendo a estos autores, tomamos k0
s3,m = µ0

s3,m = 0, y para

obtener los módulos kmax
s3,m y µmax

s3,m usamos el modelo de Kuster y Toksöz [54] considerando

para el aire un módulo de volumen ka = 1.5 × 10−4GPa y módulo de corte nulo.

Para estimar la permeabilidad absoluta de la matriz de hielo, si tenemos en cuenta

que según Leclaire et al. [55] un valor razonable de permeabilidad absoluta κ3,0 para

una matriz de hielo en una roca con porosidad absoluta φa = (1 − φ1) = 0.305 es κ3,0 =

5×10−4m2, y si asumimos que la relación de Kozeny-Carman [62] es válida para la matriz

de hielo, podemos obtener la permeabilidad absoluta κ3,0 para otros valores de porosidad
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absoluta utilizando la relación

κ3,0
φ2

a

(1 − φa)3
= 5 × 10−4m2 (0.305)2

(1 − 0.305)3
. (5.17)

En relación con los parámetros de acoplamiento de masa y fricción viscosa asumimos,

tal como hacen Carcione et al. [16], que a13 = a31 = 1, r12 = r32 = 1/2. Además, por

simplicidad consideramos que no hay fricción entre la matriz rocosa y el hielo, es decir,

g13 = 0.

Entonces, bajo estas hipótesis resolvemos la ecuación (5.14) para calcular los 3 posibles

valores para el módulo del vector de onda compresional, y usamos las relaciones (5.15)

para obtener las velocidades de fase y atenuaciones de las distintas ondas compresionales

que se pueden propagar a través de la arenisca 1 parcialmente congelada. Calculamos

estos parámetros para una frecuencia de 100Hz y para distintos valores de la saturación

de hielo, la cual se define como el porcentaje del espacio poral ocupado por la matriz de

hielo.
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Figura 5.1: Velocidad de fase de la ondas compresionales tipo p1 y p2 en función de la
saturación de hielo. La frecuencia considerada es de 100Hz.

La Figura 5.1 muestra las velocidades de fase de las ondas compresionales tipo p1

y p2 en función de la saturación de hielo, donde podemos ver que hay un crecimiento

sostenido de las mismas con el aumento de la saturación de hielo. Esto puede esperarse
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intuitivamente, pues a medida que la saturación de hielo aumenta es mayor la cantidad de

agua que es reemplazada por una fase sólida, y entonces el agregado de roca, hielo y agua

se vuelve más ŕıgido. Además, es muy interesante notar que para pequeñas cantidades

de hielo en los poros de la roca la velocidad de fase de la onda tipo p2 es muy baja, pero

a medida que la saturación de hielo aumenta también lo hace esta velocidad, tomando

valores significativos (del orden de 1.5Km/s) para altos contenidos de hielo. Por último,

la onda tipo p3 presentó velocidades de fase muy pequeñas para todas las saturaciones

de hielo, con valores por debajo de 0.02Km/s, y por esta razón no se incluyó esta curva

en la figura.

Respecto de las atenuaciones que experimentan estas ondas, el factor de calidad de

la onda tipo p1 es muy alto para todo el rango de saturaciones de hielo, sugiriendo que

la atenuación que sufre esta onda por fricción viscosa es despreciable en el caso de bajas

frecuencias. En el otro extremo, la onda tipo p3 se atenúa violentamente, con valores de

Qp3 del orden de 0.5 para todo el rango de saturaciones. Por último, el comportamiento

del factor de calidad para la onda tipo p2 es dependiente de la saturación de hielo. En

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

1/
Q

p2

Saturación de hielo

Figura 5.2: Inverso del factor de calidad de la onda compresional tipo p2 en función de
la saturación de hielo. La frecuencia considerada es de 100Hz.

este sentido, la Figura 5.2 muestra el factor de calidad de la onda compresional tipo p2

en función de la saturación de hielo. Podemos observar que la atenuación por fricción
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viscosa es importante para bajas saturaciones de hielo, con valores de Qp2 del orden de

40, mientras que a medida que la saturación de hielo aumenta el efecto de fricción viscosa

se vuelve despreciable.

Para estudiar el comportamiento de estas ondas en función de la frecuencia, cal-

culemos también las velocidades de fase y los factores de calidad de las distintas ondas

compresionales para una saturación de hielo fija e igual a 0.70, y para distintas frecuen-

cias. La Figura 5.3 muestra la velocidad de fase y el inverso del factor de calidad para
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Figura 5.3: Velocidad de fase e inverso del factor de calidad de la onda compresional tipo
p1, en función del logaritmo de la frecuencia. La saturación de hielo es fija e igual a 0.70.

la onda compresional tipo p1 en función del logaritmo de la frecuencia. En ella podemos

observar una dispersión creciente de la velocidad de fase, aunque la magnitud de esta

variación de la velocidad con la frecuencia es prácticamente despreciable. En correspon-

dencia con esta dispersión despreciable, podemos observar que el factor de calidad de esta

onda compresional posee valores por encima de 1500 para todo el rango de frecuencias,

con un mı́nimo para frecuencias entre 105 y 106Hz.

La onda compresional tipo p2 sufre una dispersión de velocidad apreciable en el rango

de frecuencias analizado. Esto lo podemos verificar en la Figura 5.4, en la cual vemos

que la velocidad de fase vaŕıa de aproximadamente 1.2Km/s para bajas frecuencias a

aproximadamente 1.5Km/s para las mayores frecuencias consideradas. Respecto de la
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atenuación por fricción viscosa que sufre esta onda, podemos ver que es prácticamente

despreciable para muy bajas frecuencias. Sin embargo, es muy importante para frecuen-

cias entre 105 y 106Hz, con valores de Qp2 del orden de 5.

Por otro lado, la onda compresional tipo p3 manifiesta un comportamiento muy dis-

tinto al que observamos en las ondas tipo p1 y p2. En este sentido, la Figura 5.5 muestra

la velocidad de fase e inverso del factor de calidad de esta onda en función del logaritmo

de la frecuencia. En ella vemos que la velocidad de fase es prácticamente nula para muy

bajas frecuencias, y crece hasta tomar valores del orden de 0.23Km/s para las mayores

frecuencias consideradas. Respecto de la atenuación por fricción viscosa, vemos que es

muy importante para bajas frecuencias, con valores de Qp3 del orden de 0.5. Esta disi-

pación de enerǵıa disminuye para frecuencias por encima de 104Hz, aproximadamente.

Comparando estos resultados con los comportamientos que hemos observado para las

ondas compresionales que se propagan a través de una matriz sólida saturada (modelo

clásico de Biot), las Figuras 5.3, 5.4 y 5.5 indicaŕıan que las ondas tipo p1 y p2 se com-

portan como ondas de propagación en todo el rango de frecuencias, al menos para altas

saturaciones de hielo. Por otra parte, la onda tipo p3 seŕıa una onda de propagación sólo

para altas frecuencias, mientras que para bajas frecuencias seŕıa un proceso de difusión
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de las presiones de los fluidos porales.

Para tener una imagen más clara de la respuesta de las distintas fases que componen

al medio debido a la propagación de una perturbación compresional a través del mismo,

analicemos las relaciones entre los desplazamientos de las fases que ocupan el espacio

poral (hielo y agua) y el desplazamiento de la matriz de roca. Con este objetivo, si

consideramos la propagación de una onda tipo pj (j = 1, 2, 3), como los desplazamientos

de las distintas fases son vectores paralelos, las expresiones (5.11) nos permiten obtener

tales relaciones. En este sentido, definamos la proporcionalidad entre el desplazamiento

relativo del agua y el desplazamiento de la matriz rocosa (γB
pj

), y la proporcionalidad

entre el desplazamiento de la matriz de hielo y el de la matriz rocosa (γC
pj

), mediante

γB
pj

=
Bpj

Apj

, γC
pj

=
Cpj

Apj

. (5.18)

Dado que el sistema lineal (5.12) es singular, para obtener estos parámetros reemplazamos

en el mismo con el módulo del vector de onda correspondiente a la onda compresional pj ,

dividimos las igualdades (5.12) por Apj
y utilizamos dos de las tres ecuaciones lineales

para despejar los valores de γB
pj

y γC
pj

buscados.
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Para ilustrar el comportamiento de estas relaciones, las calculamos para la arenisca

1 parcialmente congelada, considerando una saturación de hielo fija e igual a 0.70 y

distintas frecuencias. La Figura 5.6 muestra la proporcionalidad entre el desplazamiento
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Figura 5.6: Proporcionalidad entre el desplazamiento relativo del fluido y el desplaza-
miento de la matriz de roca, para la onda tipo p1 y en función del logaritmo de la
frecuencia. La saturación de hielo es fija e igual a 0.70.

relativo del fluido y el desplazamiento de la matriz de roca, en función del logaritmo de

la frecuencia y para el caso de la onda compresional tipo p1. Observando el módulo de

este parámetro, podemos ver que independientemente de la frecuencia, el desplazamiento

relativo del fluido es prácticamente despreciable respecto del movimiento de la matriz

de roca. Además, la fase de γB
p1

nos muestra que estos desplazamientos se producen

aproximadamente en contrafase para muy bajas frecuencias, y en fase para las mayores

frecuencias consideradas.

Por otra parte, la Figura 5.7 muestra la proporcionalidad entre el desplazamiento

de la matriz de hielo y el desplazamiento de la arenisca, también para la onda tipo p1

y en función del logaritmo de la frecuencia. Observando el módulo de γC
p1

, podemos

verificar que los desplazamientos de las dos matrices sólidas son prácticamente de igual

magnitud. Además, la fase de este parámetro nos muestra que estos desplazamientos

están prácticamente en fase para todo el rango de frecuencias.
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Figura 5.7: Proporcionalidad entre el desplazamiento de la matriz de hielo y el desplaza-
miento de la arenisca, para la onda tipo p1 y en función del logaritmo de la frecuencia.
La saturación de hielo es fija e igual a 0.70.

Analicemos ahora cómo reaccionan las distintas fases en el caso de la propagación de

una onda compresional tipo p2. En este sentido, observando la Figura 5.8 podemos ver

que la magnitud del desplazamiento relativo del fluido respecto del desplazamiento de

la arenisca es significativa, con valores para |γB
p2| por encima de 0.13 para todo el rango

de frecuencias. Además, estos movimientos se producen aproximadamente en fase para

bajas frecuencias y en contrafase para muy altas frecuencias.

Con respecto al desplazamiento que experimenta la matriz de hielo, observando la

Figura 5.9 podemos ver que el mismo es muy importante en relación con el desplazamiento

de la arenisca. De hecho, independientemente de la frecuencia, la magnitud de este

desplazamiento es más de seis veces la magnitud del desplazamiento que sufre la matriz

de roca. Además, estos movimientos se producen prácticamente en contrafase en todo el

rango de frecuencias.

Por último, analicemos los desplazamientos de las distintas fases en el caso de la

propagación de una onda compresional tipo p3. Con este objetivo, la Figura 5.10 mues-

tra la proporcionalidad entre el desplazamiento relativo del fluido y el desplazamiento

de la matriz de roca en función del logaritmo de la frecuencia. Podemos observar en
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Figura 5.8: Proporcionalidad entre el desplazamiento relativo del fluido y el desplaza-
miento de la matriz de roca, para la onda tipo p2 y en función del logaritmo de la
frecuencia. La saturación de hielo es fija e igual a 0.70.

esta figura que, independientemente de la frecuencia, la magnitud del desplazamiento

relativo del fluido es muy importante, con valores de |γB
p3| por encima de 3. Además, ob-

servando la fase de este parámetro, podemos concluir que estos desplazamientos ocurren

aproximadamente en contrafase en todo el rango de frecuencias.

Por otra parte, en este caso la magnitud del desplazamiento de la matriz de hielo

respecto del desplazamiento de la arenisca también es muy importante, tal como lo

muestra la Figura 5.11. De hecho, en este gráfico podemos observar que la relación

entre las magnitudes de los desplazamientos está por encima de 6.5 para todas las fre-

cuencias. Además, observando la fase de la proporcionalidad entre los desplazamientos

podemos ver que estos movimientos ocurren prácticamente en fase, independientemente

de la frecuencia.

Este análisis que hemos realizado nos permite comprender la respuesta de las distin-

tas fases debido a la propagación de ondas compresionales a través de medios porosos

compuestos saturados. Estudiando los movimientos de las fases y las atenuaciones que

sufren las ondas en función de la frecuencia, observamos que muchas caracteŕısticas se
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Figura 5.9: Proporcionalidad entre el desplazamiento de la matriz de hielo y el desplaza-
miento de la arenisca, para la onda tipo p2 y en función del logaritmo de la frecuencia.
La saturación de hielo es fija e igual a 0.70.

corresponden con las que encontramos en el Caṕıtulo 2 de esta Tesis para ondas compre-

sionales que viajan a través de una sólido poroso saturado. En este sentido, en los medios

compuestos que analizamos en este caṕıtulo la onda tipo p1 produce un desplazamiento

único del medio, y sufre una atenuación por fricción viscosa despreciable en todo el rango

de frecuencias. De este modo, esta onda comparte muchas caracteŕısticas con la onda

compresional clásica de la teoŕıa de Biot. Por otro lado, el comportamiento de la onda

tipo p3 se asemeja al que observamos para la onda lenta de la teoŕıa de Biot. En efecto,

esta onda produce un desplazamiento en fase de las matrices sólidas, y un movimiento sig-

nificativo y en contrafase (con respecto a las matrices sólidas) de la fase fluida. Además,

esta onda experimenta una atenuación por fricción viscosa muy pronunciada para bajas

frecuencias, y esta pérdida disminuye sólo para muy altas frecuencias. Por último, la

onda tipo p2 en medios compuestos es una onda compresional adicional, que surge en

la teoŕıa de Leclaire et al. [55] (y luego es corroborada por Santos et al. [86]) debido

a la presencia de una segunda matriz sólida. Esta perturbación produce movimientos

en contrafase entre ambas matrices sólidas, y un desplazamiento relativo significativo

del fluido, en fase con el movimiento de la matriz de roca para bajas frecuencias y en
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Figura 5.10: Proporcionalidad entre el desplazamiento relativo del fluido y el desplaza-
miento de la matriz de roca, para la onda tipo p3 y en función del logaritmo de la
frecuencia. La saturación de hielo es fija e igual a 0.70.

contrafase para altas frecuencias. Además, esta onda experimenta una atenuación por

fricción viscosa despreciable para muy bajas frecuencias, y posee un pico de atenuación

para frecuencias entre 105 y 106 Hz, con un valor de Qp2 del orden de 5.5.

5.3.2 Ondas de corte

Con el objetivo de estudiar las principales caracteŕısticas de las ondas de corte que se

pueden propagar a través de medios porosos compuestos saturados, efectuemos un análisis

de onda plana similar al que realizamos previamente pero considerando potenciales vec-

toriales para representar los desplazamientos de las part́ıculas del medio. En este sentido,

si k̄s = (ns, ls, 0) es el vector de onda complejo y si ĕ1, ĕ2, ĕ3 son los vectores unitarios

en las direcciones de los ejes coordenados x, y, z, entonces los desplazamientos asociados

con las ondas de corte se pueden representar como

u(1) = −∇× ψ(1) = −∇×
(
Ase

−ik̄s·r̄ ĕ3
)
,

u(2) = −∇× ψ(2) = −∇×
(
Bse

−ik̄s·r̄ ĕ3
)
, (5.19)

u(3) = −∇× ψ(3) = −∇×
(
Cse

−ik̄s·r̄ ĕ3
)
.
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Figura 5.11: Proporcionalidad entre el desplazamiento de la matriz de hielo y el desplaza-
miento de la arenisca, para la onda tipo p3 y en función del logaritmo de la frecuencia.
La saturación de hielo es fija e igual a 0.70.

Luego, repitiendo pasos similares a los que realizamos en el caso de ondas compresionales,

encontramos que las amplitudes de los potenciales vectoriales deben satisfacer el siguiente

sistema de ecuaciones lineales

Ms · cs = 0̄, (5.20)

con Ms ∈ C3×3 una matriz simétrica, dada por

(Ms)11 = −p11iω
2 − f11ω + µ1ik

2
s ,

(Ms)12 = −p12iω
2 + f12ω,

(Ms)13 = −p13iω
2 + f11ω +

1

2
µ13ik

2
s ,

(Ms)22 = −p22iω
2 − f22ω, (5.21)

(Ms)23 = −p23iω
2 − f12ω,

(Ms)33 = −p33iω
2 − f11ω + µ3ik

2
s ,

donde ks es el módulo del vector de onda y cs = (As, Bs, Cs)
T ∈ C3×1. Para obtener

soluciones no triviales de este sistema lineal, debemos pedir que el determinante de la
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matriz asociada sea nulo. Al exigir esto, encontramos que los posibles valores para ks

deben satisfacer la ecuación

P2(z) = det(Ms) = 0, (5.22)

donde P2(z) es un polinomio cuadrático en la variable z = k2
s = n2

s + l2s . De esta ecuación

resultan dos posibles valores f́ısicamente aceptables (con partes imaginarias negativas)

para ks, asociados con dos ondas de corte que denominaremos ondas tipo s1 y s2. Vemos

de este análisis que la presencia de dos matrices sólidas débilmente acopladas produce la

existencia de una onda de corte adicional.

Para ilustrar el comportamiento de estas ondas de corte, analicemos las velocidades

de fase y atenuaciones que experimentan al viajar a través de la arenisca 1 parcialmente

congelada. Con este objetivo, considerando los mismos parámetros f́ısicos que empleamos

para estudiar la propagación de ondas compresionales, y utilizando las relaciones (5.15)

pero considerando ks en lugar de kp, obtenemos las velocidades de fase y atenuaciones

de las ondas de corte. En este sentido, la Figura 5.12 muestra las velocidades de fase

de las dos ondas de corte (s1 y s2), en función de la saturación de hielo y para una

frecuencia de 100Hz. En ella podemos ver que en ambos casos se produce un aumento de

la velocidad con la saturación de hielo, aunque este aumento es más notable en el caso de

la onda s2. De hecho, la velocidad de fase de esta onda lenta es prácticamente nula para

bajas saturaciones de hielo, y aumenta con el contenido de hielo a valores significativos,

de hasta 0.8Km/s para saturaciones de hielo cercanas a 0.9. Por otra parte, para la

frecuencia considerada e independientemente de la saturación de hielo, las pérdidas por

fricción viscosa de estas ondas son despreciables, por lo cual no se incluyen las curvas

respectivas.

Con el objetivo de estudiar el comportamiento de las ondas de corte en función de la

frecuencia, calculemos también las velocidades de fase y atenuaciones para una saturación

de hielo fija e igual a 0.70 y para distintas frecuencias. En este sentido, la Figura 5.13

muestra la velocidad de fase y el inverso del factor de calidad de la onda tipo s1, en

función del logaritmo de la frecuencia. Podemos apreciar en ella que la velocidad de fase

presenta un aumento muy leve con la frecuencia en el rango considerado. Respecto de

la atenuación por fricción viscosa, vemos que es significativa sólo para frecuencias entre

105 y 106Hz, con un factor de calidad del orden de 75. Para el resto de las frecuencias,

esta pérdida es despreciable.
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Figura 5.12: Velocidades de fase de la ondas de corte en función de la saturación de hielo.
La frecuencia considerada es de 100Hz.

Por otra parte, la Figura 5.14 muestra que el comportamiento de la onda s2 es cuali-

tativamente similar al de la onda s1: en el rango de frecuencias considerado, la onda s2

sufre una dispersión de velocidad muy suave y creciente, y la pérdida por fricción viscosa

es significativa principalmente para frecuencias entre 105 y 106 Hz. Cuantitativamente,

la diferencia entre los comportamientos radica, por un lado, en que la velocidad de fase

de la onda s2 es menor que la de la onda s1. Por otro lado, la magnitud de la atenuación

por fricción viscosa para el pico de atenuación es más importante en el caso de la onda

s2, con valores del factor de calidad del orden de 9.

Para analizar la respuesta del medio a la propagación de estas perturbaciones rota-

cionales, calculemos también en este caso la proporcionalidad entre los desplazamientos

de las fases que se encuentran en el espacio poral y el desplazamiento de la arenisca. Con

este objetivo, si consideramos la propagación de una onda de corte tipo sj (j = 1, 2),

como los desplazamiento de las tres fases son vectores paralelos, las igualdades (5.19) nos

permiten calcular tales relaciones. En tal sentido, definimos la proporcionalidad entre el

desplazamiento relativo del fluido y el de la matriz de roca (γB
sj), y la proporcionalidad
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Figura 5.13: Velocidad de fase e inverso del factor de calidad de la onda tipo s1, en
función del logaritmo de la frecuencia. La saturación de hielo es fija e igual a 0.70.

entre el desplazamiento de la matriz de hielo y el de la matriz de roca (γC
sj), mediante

γB
sj

=
Bsj

Asj

, γC
sj

=
Csj

Asj

. (5.23)

Como en el caso de las ondas compresionales, teniendo en cuenta que la matriz del sistema

lineal (5.20) es singular, para obtener estos parámetros reemplazamos en tal sistema con

el módulo del vector de onda correspondiente, dividimos las igualdades (5.20) por Asj
y

utilizamos dos de las tres ecuaciones lineales para despejar los valores de γB
sj

y γC
sj

.

Para ilustrar el comportamiento de estos parámetros, los calculamos para la arenisca

1 parcialmente congelada, considerando una saturación de hielo fija e igual a 0.70 y para

distintas frecuencias. En este sentido, la Figura 5.15 muestra la proporcionalidad entre

el desplazamiento relativo del fluido y el desplazamiento de la matriz de roca, para la

onda tipo s1 y en función del logaritmo de la frecuencia. En ella podemos apreciar que

si bien la magnitud de esta relación aumenta para las mayores frecuencias, en general

es despreciable. Por otra parte, observando la fase de este parámetro, podemos concluir

que estos desplazamientos se producen aproximadamente en fase para bajas frecuencias

y en contrafase para las mayores frecuencias consideradas.

En relación con el desplazamiento de la matriz de hielo, el mismo es significativo
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Figura 5.14: Velocidad de fase e inverso del factor de calidad de la onda tipo s2, en
función del logaritmo de la frecuencia. La saturación de hielo es fija e igual a 0.70.

respecto del desplazamiento de la roca. De hecho, en la Figura 5.16 podemos ver que

la magnitud de este movimiento disminuye con la frecuencia de aproximadamente 0.65 a

0.45 veces la magnitud del desplazamiento de la arenisca. Además, independientemente

de la frecuencia, estos desplazamientos se producen prácticamente en fase.

Cuando una onda de corte tipo s2 se propaga a través del medio compuesto saturado,

la magnitud del desplazamiento relativo del fluido que genera esta perturbación puede ser

muy importante. De hecho, en el caso de la arenisca parcialmente congelada que estamos

analizando, la magnitud de este desplazamiento es similar a la magnitud del desplaza-

miento que experimenta la matriz de roca, tal como podemos observar en la Figura 5.17.

Esta figura muestra además, que estos desplazamientos se producen aproximadamente

en fase para bajas frecuencias y en contrafase para las mayores frecuencias consideradas.

Por último, en la Figura 5.18 podemos apreciar que la propagación de la onda de

corte lenta a través del medio produce un desplazamiento de la matriz de hielo con una

magnitud varias veces mayor que la del desplazamiento de la arenisca, independiente-

mente de la frecuencia. Además, observando la fase de γC
s2, podemos concluir que estos

desplazamientos se producen prácticamente en contrafase en todo el rango de frecuencias.

Para concluir este análisis, es interesante resaltar que estudiando los movimientos que
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Figura 5.15: Proporcionalidad entre el desplazamiento relativo del fluido y el desplaza-
miento de la matriz de roca, para la onda tipo s1 y en función del logaritmo de la
frecuencia. La saturación de hielo es fija e igual a 0.70.

experimentan las distintas fases y las atenuaciones que sufren las ondas de corte en función

de la frecuencia, podemos observar que hay cierta similitud entre el comportamiento de

la onda de corte tipo s1 y la onda de corte clásica de la teoŕıa de Biot. En efecto,

ambas ondas sufren pérdidas por fricción viscosa de leve a moderada únicamente para

la región del pico de atenuación, y producen un movimiento relativo del fluido con una

magnitud poco importante, que además aumenta con la frecuencia. En el caso del medio

compuesto, esta onda produce un movimiento en fase de las dos matrices sólidas. Por

otra parte, la onda de corte lenta que se puede propagar en medios porosos compuestos

saturados es una perturbación adicional, que surge en la teoŕıa de Leclaire et al [55] (y

luego es corroborada por Santos et al. [86]) debido a la presencia de una segunda matriz

sólida. Esta onda produce movimientos muy importantes y en contrafase de las matrices

sólidas, y un desplazamiento relativo significativo del fluido, en fase con el movimiento de

la matriz de roca para bajas frecuencias y en contrafase para altas frecuencias. Además,

experimenta una atenuación por fricción viscosa despreciable para muy bajas frecuencias,

y posee un pico de atenuación para frecuencias entre 105 y 106 Hz, con un valor de Qs2 del

orden de 8. Es interesante remarcar que cualitativamente las propiedades que manifiesta
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Figura 5.16: Proporcionalidad entre el desplazamiento de la matriz de hielo y el de-
splazamiento de la matriz de roca, para la onda tipo s1 y en función del logaritmo de la
frecuencia. La saturación de hielo es fija e igual a 0.70.

esta onda de corte adicional presentan similitudes con las que mostró la onda compresional

adicional tipo p2 del modelo de Biot para medios porosos compuestos.

5.4 Reflexión y transmisión de ondas en una interfase plana en medios com-

puestos

En la sección anterior hemos podido verificar que la presencia de dos matrices sólidas

débilmente acopladas y saturadas por un fluido permite la propagación de tres ondas

compresionales y dos ondas de corte a través del medio. Las tres ondas lentas que surgen

en estas teoŕıas pueden tener roles importantes en las conversiones de enerǵıa que ocurren

cuando una onda śısmica interactúa con heterogeneidades del medio, y entonces resulta

de gran interés analizar estos efectos en el caso de la propagación de ondas clásicas.

Con este objetivo, y como una primera aproximación a este problema, en esta sección

analizaremos las conversiones de enerǵıa que ocurren cuando una onda plana clásica

incide sobre una discontinuidad plana que separa dos semiespacios porosos compuestos

saturados. Si bien los desarrollos y ejemplos que presentamos aqúı estudian el caso de
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Figura 5.17: Proporcionalidad entre el desplazamiento relativo del fluido y el desplaza-
miento de la matriz de roca, para la onda tipo s2 y en función del logaritmo de la
frecuencia. La saturación de hielo es fija e igual a 0.70.

una onda compresional tipo p1 que incide sobre la heterogeneidad, estas mismas ideas

se pueden extender de manera directa al problema de la incidencia de cualquiera de las

cuatro ondas restantes que se pueden propagar en este tipo de medios.

Para plantear este problema, consideremos una interfase plana infinitamente grande Γ,

definida por la ecuación y = 0. Esta interfase separa dos semiespacios porosos compuestos

saturados denominados Ωu y Ωd, donde Ωd (y < 0) se ubica por debajo de Ωu (y > 0).

Supongamos que una onda plana compresional p1 de frecuencia ω viaja en el plano (x, y),

de modo tal que incide sobre Γ desde Ωu con un ángulo de incidencia θi,p1
. La interacción

de esta perturbación con la heterogeneidad generará tres ondas compresionales y dos

ondas de corte en los dos semiespacios Ωu y Ωd.

Representemos a todas las ondas involucradas usando potenciales. En el caso de la

onda incidente p1 ,

ϕ1
i = Ai,p1

e−ik̄i,p1
·r̄,

ϕ2
i = Bi,p1

e−ik̄i,p1
·r̄, (5.24)

ϕ3
i = Ci,p1

e−ik̄i,p1
·r̄
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Figura 5.18: Proporcionalidad entre el desplazamiento de la matriz de hielo y el de-
splazamiento de la matriz de roca, para la onda tipo s2 y en función del logaritmo de la
frecuencia. La saturación de hielo es fija e igual a 0.70.

son los potenciales escalares para el sólido 1, el fluido y el sólido 3, respectivamente.

También, sean ϕj
q y ψj

q los potenciales compresionales (escalares) y de corte (vecto-

riales) para los sólidos 1 y 3 (j = 1 y j = 3) y para el desplazamiento del fluido (j = 2),

con q = r para las ondas reflejadas y q = t para las transmitidas. Tales potenciales están

dados por las fórmulas

ϕ1
q = Aq,p1

e−ik̄q,p1
·r̄ + Aq,p2

e−ik̄q,p2
·r̄ + Aq,p3

e−ik̄q,p3
·r̄,

ψ1
q = [Aq,s1

e−ik̄q,s1
·r̄ + Aq,s2

e−ik̄q,s2
·r̄] ĕ3,

ϕ2
q = Bq,p1

e−ik̄q,p1
·r̄ +Bq,p2

e−ik̄q,p2
·r̄ +Bq,p3

e−ik̄q,p3
·r̄, (5.25)

ψ2
q = [Bq,s1

e−ik̄q,s1
·r̄ +Bq,s2

e−ik̄q,s2
·r̄] ĕ3,

ϕ3
q = Cq,p1

e−ik̄q,p1
·r̄ + Cq,p2

e−ik̄q,p2
·r̄ + Cq,p3

e−ik̄q,p3
·r̄,

ψ3
q = [Cq,s1

e−ik̄q,s1
·r̄ + Cq,s2

e−ik̄q,s2
·x̄] ĕ3.

En las ecuaciones (5.24) y (5.25),

k̄q,j = (nq,j , lq,j) = kq,j(sin θq,j , cos θq,j), q = i, r, t, j = p1, p2, p3, s1, s2,
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son los vectores de onda complejos para cada tipo de onda, con kq,j satisfaciendo ecua-

ciones de la forma (5.14) o (5.22) en Ωu para q = i, r y en Ωd para q = t. Además, θq,j

denota el ángulo de incidencia, reflexión o transmisión para la onda correspondiente.

Utilizando el principio de superposición, los desplazamientos en las tres fases en Ωu

y Ωd, denotados u(m,u), u(m,d), están dados por

u(m,u) = (u(m,u)
x , u(m,u)

y ) = ∇ϕm
i + ∇ϕm

r −∇× ψm
r

= u
(m)
(i,p1)

+ u
(m)
(r,p1)

+ u
(m)
(r,p2)

+ u
(m)
(r,p3)

+ u
(m)
(r,s1)

+ u
(m)
(r,s2)

, (5.26)

u(m,d) = (u(m,d)
x , u(m,d)

y ) = ∇ϕm
t −∇× ψm

t

= u
(m)
(t,p1)

+ u
(m)
(t,p2)

+ u
(m)
(t,p3) + u

(m)
(t,s1) + u

(m)
(t,s2), m = 1, 2, 3.

En estas expresiones, u
(m,u)
(q,j) , u

(m,d)
(q,j) (q = i, r, t, j = p1, p2, p3, s1, s2) denotan las partes de

los desplazamientos (u(m,u) y u(m,d)) asociadas con la onda tipo j incidente, reflejada o

transmitida.

Las condiciones de borde naturales en la interfase Γ (es decir, para y = 0), están

determinadas por la continuidad de los desplazamientos y de las fuerzas generalizadas,

como una extensión de las propuestas por Duta y Odé [31]:

a) u(1,u)
x = u(1,d)

x , b) u(1,u)
y = u(1,d)

y ,

c) u(3,u)
x = u(3,d)

x , d) u(3,u)
y = u(3,d)

y ,

e) u(2,u)
y = u(2,d)

y , f) p
(u)
f = p

(d)
f ,

g) σ
(1,u)
21 = σ

(1,d)
21 , h) σ

(1,u)
22 = σ

(1,d)
22 ,

i) σ
(3,u)
21 = σ

(3,d)
21 , j) σ

(3,u)
22 = σ

(3,d)
22 ,

(5.27)

donde, de aqúı en adelante, los supráındices (u) y (d) denotan los valores de cualquier

variable en Ωu y Ωd, respectivamente.

Los coeficientes de reflexión y transmisión de amplitudes Rj y Tj , j = p1, p2, p3, s1, s2,

pueden definirse como la relación entre el módulo del desplazamiento del sólido 1 co-

rrespondiente a la onda tipo j (reflejada o transmitida) y el de la onda incidente. Es

decir,

Rj = Ar,jkr,j/Ai,p1
ki,p1

, (5.28)

Tj = At,jkt,j/Ai,p1
ki,p1

.

Como la amplitud Ai,p1
es conocida, para calcular los coeficientes de reflexión y trans-

misión tenemos que determinar las amplitudes Ar,j, At,j. Con este objetivo, primero
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notemos que cada terna (u
(1)
(q,j), u

(2)
(q,j), u

(3)
(q,j)) en la ecuación (5.26) debe satisfacer indivi-

dualmente la ecuación (5.12) o (5.20). Teniendo en cuenta además que las matrices Mp

y Ms son singulares, para cada tipo de onda las amplitudes de los potenciales asocia-

dos con los desplazamientos del fluido o del sólido 3 pueden expresarse en función de la

amplitud del potencial correspondiente al desplazamiento del sólido 1, a través de los

parámetros

γB
i =

Bi,p1

Ai,p1

, γC
i =

Ci,p1

Ai,p1

, (5.29)

γB
q,j =

Bq,j

Aq,j

, γC
q,j =

Cq,j

Aq,j

, q = r, t, j = p1, p2, p3, s1, s2.

Estos coeficientes se pueden despejar fácilmente de los sistemas de ecuaciones (5.12) y

(5.20), tal como vimos previamente en este caṕıtulo. Luego, utilizando las condiciones

de borde (5.27) y las relaciones (5.29), podemos determinar las amplitudes Aq,j de los

potenciales.

En tal sentido, de las igualdades (5.26) y (5.27)-(a) podemos deducir que

ni,p1
= nr,p1

= nr,p2
= nr,p3

= nr,s1
= nr,s2

= nt,p1
= nt,p2

= nt,p3
= nt,s1

= nt,s2
, (5.30)

lo cual es una generalización de la ley de Snell para este modelo. Además, estas relaciones

nos permiten obtener los ángulos de reflexión y transmisión θq,j para cada tipo de onda

en función del ángulo de incidencia.

Luego, usando las relaciones (5.26), (5.29) y (5.30), y exigiendo que se satisfagan las

condiciones de borde (5.27), obtenemos el siguiente sistema lineal de 10 ecuaciones

−
∑

j=p1,p2,p3

ni,p1
(Ar,j − At,j) +

∑

α=s1,s2

(lr,αAr,α − lt,αAt,α) = Y1,

∑

j=p1,p2,p3

(−lr,jAr,j + lt,jAt,j) −
∑

α=s1,s2

ni,p1
(Ar,α −At,α) = Y2,

∑

j=p1,p2,p3

ni,p1

(
−γC

r,jAr,j + γC
t,jAt,j

)
+
∑

α=s1,s2

(
γC

r,αlrαAr,α − γC
t,αlt,αAt,α

)
= Y3,

∑

j=p1,p2,p3

(
−γC

r,jlr,jAr,j + γC
t,jlt,jAt,j

)
+
∑

α=s1,s2

ni,p1

(
−γC

r,αAr,α + γC
t,αAt,α

)
= Y4, (5.31)

∑

j=p1,p2,p3

(
−γB

r,jlr,jAr,j + γB
t,jlt,jAt,j

)
+
∑

α=s1,s2

ni,p1

(
−γB

r,αAr,α + γB
t,αAt,α

)
= Y5,

∑

j=p1,p2,p3

[
k2

r,j

[
Bu

1 + γC
r,jB

u
2 +Ku

avγ
B
r,j

]
Ar,j − k2

t,j

[
Bd

1 + γC
t,jB

d
2 +Kd

avγ
B
t,j

]
At,j

]
= Y6,
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∑

j=p1,p2,p3

ni,p1

[
lr,j
[
−2µu

1 − µu
13γ

C
r,j

]
Ar,j + lt,j

[
2µd

1 + µd
13γ

C
t,j

]
At,j

]

+
∑

α=s1,s2

[
(l2r,α − n2

i,p1
)

[
µu

1 +
1

2
µu

13γ
C
r,α

]
Ar,α + (n2

i,p1
− l2t,α)

[
µd

1 +
1

2
µd

13γ
C
t,α

]
At,α

]
= Y7,

∑

j=p1,p2,p3

[[
k2

r,j

(
2

3
µu

1 −Ku
G1 − Bu

1γ
B
r,j + γC

r,j

(
1

3
µu

13 −Bu
3

))
− l2r,j

(
2µu

1 + µu
13γ

C
r,j

)]
Ar,j

+

[
k2

t,j

(
Kd

G1 −
2

3
µd

1 +Bd
1γ

B
t,j + γC

t,j

(
Bd

3 −
1

3
µd

13

))
+ l2t,j

(
2µd

1 + µd
13γ

C
t,j

)]
At,j

]

+
∑

α=s1,s2

[
ni,p1

lr,α
[
−2µu

1 − µu
13γ

C
r,α

]
Ar,α + ni,p1

lt,α
[
2µd

1 + µd
13γ

C
t,α

]
At,α

]
= Y8,

∑

j=p1,p2,p3

ni,p1

[
lr,j
(
−2µu

3γ
C
r,j − µu

13

)
Ar,j + lt,j

(
2µd

3γ
C
t,j + µd

13

)
At,j

]

+
∑

α=s1,s2

[(
l2r,α − n2

i,p1

)(
µu

3γ
C
r,α +

1

2
µu

13

)
Ar,α −

(
l2t,α − n2

i,p1

)(
µd

3γ
C
t,α +

1

2
µd

13

)
At,α

]
= Y9,

∑

j=p1,p2,p3

[[
k2

r,j

(
1

3
µu

13 − Bu
3 −Bu

2 γ
B
r,j + γC

r,j

(
2

3
µu

3 −Ku
G3

))
− l2r,j

(
µu

13 + 2µu
3γ

C
r,j

)]
Ar,j

+

[
k2

t,j

(
Bd

3 −
1

3
µd

13 +Bd
2γ

B
t,j +

(
Kd

G3 −
2

3
µd

3

)
γC

t,j

)
+ l2t,j

(
µd

13 + 2µd
3γ

C
t,j

)]
At,j

]

+
∑

α=s1,s2

[
ni,p1

lr,α
(
−2µu

3γ
C
r,α − µu

13

)
Ar,α + ni,p1

lt,α
(
2µd

3γ
C
t,α + µd

13

)
At,α

]
= Y10,

donde usando la ley de Snell (5.30),

lr,j = (k2
r,j − n2

i,p1
)

1

2 , lt,j = −(k2
t,j − n2

i,p1
)

1

2 , j = p1, p2, p3, s1, s2, (5.32)

y los términos independientes están dados por

Y1 = ni,p1
Ai,p1

, Y2 = li,p1
Ai,p1

, Y3 = γC
i ni,p1

Ai,p1
, Y4 = γC

i li,p1
Ai,p1

,

Y5 = γB
i Ai,p1

li,p1
, Y6 = Ai,p1

k2
i,p1

[
−Bu

1 − Bu
2γ

C
i −Ku

avγ
B
i

]
,

Y7 =
(
2µu

1 + µu
13γ

C
i

)
ni,p1

li,p1
Ai,p1

,

Y8 = Ai,p1

[
k2

i,p1

(
Ku

G1 −
2

3
µu

1 +Bu
1γ

B
i +

(
Bu

3 − 1

3
µu

13

)
γC

i

)
+ l2i,p1

(
2µu

1 + µu
13γ

C
i

)]
,

Y9 = ni,p1
li,p1

(
2µu

3γ
C
i + µu

13

)
Ai,p1

,

Y10 = Ai,p1

[
k2

i,p1

(
Bu

3 − 1

3
µu

13 +Bu
2γ

B
i + γC

i

(
Ku

G3 −
2

3
µu

3

))
+ l2i,p1

(
µu

13 + 2µu
3γ

C
i

)]
.

Los signos en las relaciones (5.32) son elegidos de acuerdo a la dirección de propagación

(hacia arriba o abajo) de las distintas ondas. Una vez que el sistema lineal de ecuaciones
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(5.31) es resuelto, se despejan las 10 incógnitas Am,j y los coeficientes de reflexión y

transmisión de amplitud Rj y Tj en la interfase Γ se pueden calcular utilizando las

ecuaciones (5.28).

5.5 Consideraciones energéticas en el medio compuesto

Dado que estamos interesados en estudiar las conversiones de enerǵıa que ocurren entre

los distintos tipos de ondas, resulta útil y f́ısicamente importante calcular los coeficientes

de reflexión y transmisión de acuerdo al flujo de enerǵıa a través de la interfase. Estos

desarrollos nos permitirán además verificar el balance en las particiones de enerǵıa que

ocurren en la interfase.

5.5.1 Definición del vector Umov-Poynting

Con el objetivo de obtener el vector de Umov-Poynting para medios porosos compuestos

saturados, notemos primero que si definimos una matriz R dada por

R = P − (i/ω)B, (5.33)

entonces las ecuaciones de movimiento (5.10) se pueden escribir en forma compacta como

−ω2Ru(x, ω) = L(u(x, ω)). (5.34)

Luego, tomemos el producto escalar de la ecuación (5.34) con v∗T , donde v = iωu,

el supráındice ∗ denota conjugación compleja y T indica transposición, e integremos

el resultado sobre un volumen V . Usando integración por partes en el término L(u)

y las propiedades de simetŕıa de los tensores σ
(1)
ij (u), σ

(3)
ij (u), se obtienen las siguientes

igualdades

iω

∫

V

v∗TR v dV −
∫

V

(
∂σ

(1)
ij (u)

∂xi

v
(1)∗
j − ∂Pf (u)

∂xi

v
(2)∗
i +

∂σ
(3)
ij (u)

∂xi

v
(3)∗
j

)
dV (5.35)

= iω

∫

V

v∗TR v dV +

∫

V

(
σ

(1)
ij (u)ǫij(v

(1)∗) − pf (u)∇ · v(2)∗ + σ
(3)
ij (u)ǫij(v

(3)∗)
)
dV

−
∫

∂V

[(
σ

(1)
ij (u)v

(1)∗
j − pf(u)v

(2)∗
i + σ

(3)
ij (u)v

(3)∗
j

)
νi

]
dS = 0,

donde ν = (νi) denota el vector normal unitario exterior a ∂V .
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Por otra parte, si σ =
[
σ

(1)
ij (u), σ

(3)
ij (u), pf(u)

]T
∈ C13×1 y ǫ =

[
ǫij(u

(1)), ǫij(u
(3)), ζ

]T ∈
C13×1, 1 ≤ i ≤ j ≤ 3, son los vectores de esfuerzos y deformaciones, respectivamente, las

relaciones constitutivas (5.3) pueden reescribirse como

σ = Sǫ. (5.36)

En esta ecuación, S ∈ C13×13 es una matriz simétrica, denominada matriz de stiffness

[11], y está constituida por los módulos elásticos del medio compuesto.

Luego usando la relación (5.36) en la expresión (5.35), obtenemos

iω

∫

V

v∗TR v dV − iω

∫

V

ǫ∗TS ǫ dV = (5.37)
∫

∂V

[(
σ

(1)
ij (u)v

(1)∗
j − pf(u)v

(2)∗
i + σ

(3)
ij (u)v

(3)∗
j

)
νi

]
dS,

y separando los términos de esta igualdad en partes reales e imaginarias, encontramos

iω

∫

V

[
Re(v∗TR v) − Re(ǫ∗TS ǫ) + iIm(v∗TR v) − iIm(ǫ∗TS ǫ)

]
dV =

−2

∫

∂V

P · ν dS = −2

∫

V

∇ · P dV, (5.38)

donde el vector P = Pk ĕk, con componentes

Pk(u, v) = −1

2

(
σ

(1)
kj (u)v

(1)∗
j − pf(u)v

(2)∗
k + σ

(3)
kj (u)v

(3)∗
j

)
, (5.39)

es el vector complejo de Umov-Poynting para este modelo. Es interesante notar que la

expresión que hemos obtenido para el vector de Umov-Poynting resulta ser una extensión

natural de la que presenta Carcione [11] para el caso de medios porosos (de matriz simple)

viscoelásticos y anisótropos.

Los cuatro términos que se encuentran en el lado izquierdo de la igualdad (5.38) se

relacionan, respectivamente, con la densidad de enerǵıa cinética, la densidad de enerǵıa

de deformación, y las tasas de densidad de enerǵıa cinética y de deformación disipadas.

Para clarificar esta ecuación, resulta conveniente relacionar los distintos términos con las

enerǵıas promediadas en un ciclo, tal como lo hizo Carcione [11] en el caso de un medio

poroso (de matriz simple) viscoelástico y anisótropo. Con este objetivo, si denominamos

T =
1

4
Re
(
v∗TR v

)
, W =

1

4
Re
(
ǫ∗TS ǫ

)
, (5.40)

D̂T = −ω
2
Im
(
v∗TRv

)
, D̂W =

ω

2
Im
(
ǫ∗TSǫ

)
,



5.5. Consideraciones energéticas en el medio compuesto 135

la ecuación (5.38) se puede reescribir como

iω

∫

V

2(W − T )dV −
∫

V

(D̂T + D̂W)dV =

∫

∂V

P · ν dS =

∫

V

∇ · P dV. (5.41)

Además, como la igualdad (5.41) es válida para cualquier volumen V , es válida punto a

punto, y entonces el vector de Poynting satisface

2iω(W − T ) − (D̂T + D̂W) = ∇ · P. (5.42)

Ahora, teniendo en cuenta que si A es un vector complejo armónico con elementos de la

forma a = a0e
i(ωt−β) y D es una matriz simétrica compleja, entonces se puede verificar

que [11]

< Re(AT )Re(D)Re(A) > =
1

2
Re(ATDA∗), (5.43)

< Re(AT )Im(D)Re(A) > =
1

2
Im(ATDA∗),

donde en general,

< a >=
ω

2π

∫ 2π
ω

0

a(t) dt

es el promedio temporal sobre un ciclo. Luego, como por hipótesis todas las variables en

los lados derechos de las igualdades (5.40) son periódicas, con una dependencia temporal

de la forma eiωt, utilizando las relaciones (5.43) encontramos

i) T =
1

2
< Re(vT )Re(R)Re(v) >,

ii) W =
1

2
< Re(ǫT )Re(S)Re(ǫ) >, (5.44)

iii) D̂T = −ω < Re(vT )Im(R)Re(v) >,

iv) D̂W = ω < Re(ǫT )Im(S)Re(ǫ) > .

Considerando además que las igualdades (5.44)-(i) y (5.44)-(iii) se pueden escribir como

T =
1

2
< Re(vT )PRe(v) >, D̂T =< Re(vT )BRe(v) >,

podemos concluir que T es la densidad de enerǵıa cinética promediada en un ciclo y D̂T

es la tasa promedio de densidad de enerǵıa cinética disipada.

Con respecto a los términos de esfuerzo-deformación, podemos notar que la expresión

(5.44)-(ii) es análoga a la densidad de enerǵıa de deformación promediada en un ciclo
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para este modelo, mientras que el término (5.44)-(iv) representa la tasa promedio de

densidad de enerǵıa de deformación disipada. Entonces, las ecuaciones (5.41) y (5.42)

representan un balance de enerǵıa, que relaciona al vector complejo de Umov-Poynting

con las densidades de enerǵıa T , W y sus tasas de disipación D̂T y D̂W .

Por otra parte, usando las relaciones (5.43) se puede probar que el vector de Umov-

Poynting real PR = PRkĕk, definido mediante

PRk = −
(
Re(σ

(1)
kj (u))Re(v

(1)
j ) − Re(pf (u))Re(v

(2)
k ) +Re(σ

(3)
kj (u))Re(v

(3)
j )
)
, (5.45)

satisface < PR >= Re(P). Este resultado está de acuerdo con trabajos de otros autores

que estudian otros tipos de medios [11, 18]. Además, este promedio temporal es real,

independiente del tiempo, y representa la magnitud y dirección del flujo de potencia

promediado en el tiempo [18]. Por esta razón, el vector < PR > recibe el nombre de

flujo de potencia promedio. Como consecuencia de las condiciones de continuidad (5.27),

las componentes normales del vector de Umov-Poynting complejo, del vector de Umov-

Poynting real y del flujo de potencia promedio son continuas a través de la interfase

plana.

Por último, es interesante remarcar que el análisis energético que hemos presentado

aqúı no esta restringido al caso particular de propagación de ondas planas.

5.5.2 Coeficientes energéticos de reflexión y transmisión

Utilizando los resultados que hemos obtenido, tratemos de cuantificar la proporción de

enerǵıa que se lleva cada tipo de onda en las conversiones que se producen cuando una

onda plana incide sobre una interfase plana. Con este objetivo, sabemos que la compo-

nente normal a la interfase del flujo de potencia promedio (que en general denominaremos

F ), tanto en Ωu como en Ωd, está dada por

F =
ω

2π

∫ 2π/ω

0

PR · ĕ2dt =
ω

2π

∫ 2π/ω

0

PR2(u, v) dt. (5.46)

Aplicando el principio de superposición que usamos en la expresión (5.26) a las veloci-

dades de las part́ıculas v(m,u), v(m,d), a las componentes de los esfuerzos generalizados y

a la presión del fluido, y utilizando esta descomposición en la definición del vector de

Umov-Poynting real, encontramos que F se puede separar en diferentes componentes

asociadas con los distintos tipos de ondas. En este sentido, extendiendo las ideas de
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Dutta y Odé [31] (excepto por un signo), definimos los flujos ortodoxos Fk,k como

Fk,k =
ω

2π

∫ 2π/ω

0

(−1)
(
Re(σ

(1)
2j,k(u))Re(v

(1)
j,k ) +Re(σ

(3)
2j,k(u))Re(v

(3)
j,k )

− Re(pf,k(u))Re(v
(2)
2,k)
)
dt, j = 1, 2, (5.47)

y los flujos de interferencia Fk,q,

Fk,q =
ω

2π

∫ 2π/ω

0

(−1)
(
Re(σ

(1)
2j,k(u))Re(v

(1)
j,q ) +Re(σ

(3)
2j,k(u))Re(v

(3)
j,q )

−Re(pf,k(u))Re(v
(2)
2,q) +Re(σ

(1)
2j,q(u))Re(v

(1)
j,k ) (5.48)

+Re(σ
(3)
2j,q(u))Re(v

(3)
j,k ) −Re(pf,q(u))Re(v

(2)
2,k)
)
dt, j = 1, 2,

donde k, q = ip1, rp1, rp2, rp3, rs1, rs2 en Ωu y k, q = tp1, tp2, tp3, ts1, ts2 en Ωd denotan

el modo de propagación asociado con la variable en cuestión, y la convención de suma

está aplicada sobre el ı́ndice j. Tal como veremos luego en los ejemplos numéricos, en la

mayoŕıa de las aplicaciones los flujos de interferencia poseen sólo una parte muy pequeña

del total de la enerǵıa.

Este desacople del flujo de potencia promedio en contribuciones asociadas con las

distintas ondas nos permite definir coeficientes que representan las proporciones de la

enerǵıa incidente que es convertida a cada tipo de onda. En este sentido, definimos los

coeficientes energéticos de reflexión y transmisión como

ERj =
|Frj,rj|
|Fip1

| , (5.49)

ETj =
|Ftj,tj |
|Fip1

| , j = p1, p2, p3, s1, s2,

donde

Fip1
= Fip1,ip1

+ Fip1,rp1
+ Fip1,rp2

+ Fip1,rp3
+ Fip1,rs1

+ Fip1,rs2
. (5.50)

Definimos también los flujos energéticos totales reflejados y transmitidos (Fr y Ft),

como

Fj = Fjp1,jp1
+ Fjp2,jp2

+ Fjp3,jp3
+ Fjs1,js1

+ Fjs2,js2
+ Fjp1,jp2

+ Fjp1,jp3
(5.51)

+Fjp1,js1
+ Fjp1,js2

+ Fjp2,jp3
+ Fjp2,js1

+ Fjp2,js2
+ Fjp3,js1

+ Fjp3,js2
+ Fjs1,js2

,

donde j = r, t. La continuidad de la componente normal del flujo de potencia promedio

implica el balance de enerǵıa en la interfase, que puede expresarse como

Fip1
+ Fr = Ft. (5.52)
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5.5.3 Análisis de conversiones de enerǵıa en discontinuidades planas en una

arenisca parcialmente congelada

Para ilustrar las conversiones de enerǵıa que se pueden producir en discontinuidades

planas en medios porosos compuestos saturados, calculemos los coeficientes energéticos

de reflexión y transmisión en una interfase plana definida por una discontinuidad en la

saturación del hielo que ocupa parcialmente el espacio poral de una roca homogénea.

Supongamos que la matriz de roca se corresponde con la arenisca 1 de la Tabla 2.1,

mientras que el espacio poral que no contiene hielo se encuentra ocupado por agua, con

propiedades f́ısicas dadas en la Tabla 2.2. Las distintas propiedades f́ısicas de la matriz

de hielo y los coeficientes de la teoŕıa de Biot para medios compuestos los calculamos

como lo hicimos previamente en este caṕıtulo, cuando estudiamos velocidades de fase y

atenuaciones de las ondas que se pueden propagar a través de la arenisca 1 parcialmente

congelada. Por otra parte, la frecuencia que utilizamos en estos experimentos numéricos

es de 100Hz, y suponemos que la onda incidente es una onda compresional clásica (tipo

p1) de amplitud unitaria.

Consideremos inicialmente que la saturación de hielo del semiespacio superior (desde

donde la onda incidente se acerca a la interfase) es igual a 0.2, mientras que la del

semiespacio inferior, 0.8. La Figura 5.19 muestra los coeficientes de reflexión y trans-

misión ERp1 y ETp1 para este contraste de saturaciones de hielo, en función del ángulo

de incidencia. En ella podemos observar que para ángulos de incidencia por debajo de

60 grados, prácticamente toda la enerǵıa incidente se transmite al mismo tipo de onda

(p1 transmitida). Por otra parte, para ángulos de incidencia mayores, una cantidad

muy importante de la enerǵıa se refleja a onda compresional tipo p1. Este cambio tan

brusco en el comportamiento de las conversiones de la enerǵıa incidente se relaciona con

la existencia de un ángulo cŕıtico. En este sentido, para cada tipo de onda transmitida,

el ángulo cŕıtico (si existe) se define como el ángulo de incidencia a partir del cual el flujo

de potencia promedio asociado con la onda transmitida es paralelo a la interfase [11]. En

nuestro caso, despreciando los flujos de interferencia, esto es similar a requerir que el flujo

ortodoxo Ftj,tj sea nulo, o equivalentemente, ETj = 0. Luego, analizando nuevamente la

Figura 5.19, podemos ver la presencia de un ángulo cŕıtico asociado con la onda tipo p1

transmitida para un ángulo de incidencia cercano a 60o.

Se producen conversiones significativas de enerǵıa a otros tipos de ondas también.

En particular, fracciones muy importantes de la enerǵıa incidente se convierten a ondas
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Figura 5.19: Coeficientes energéticos ERp1 y ETp1 en función del ángulo de incidencia.
La saturación de hielo del semiespacio superior es 0.2, mientras que la del semiespacio
inferior es 0.8.

transmitidas tipo p2, tal como muestra la Figura 5.20. En ella podemos ver que para

prácticamente todos los ángulos de incidencia, más del 10 por ciento de la enerǵıa inci-

dente es convertida a este tipo de onda. En especial para ángulos de incidencia cercanos

al valor cŕıtico, esta fracción de enerǵıa es del orden del 40 por ciento.

Por otra parte, la Figura 5.21 muestra los coeficientes energéticos ERp2 y ETs2 en

función del ángulo de incidencia. En ella podemos ver que las conversiones de enerǵıa

incidente hacia estas ondas son significativas, aunque no tan importantes como en el caso

anterior. Es interesante notar que también para estas ondas las mayores conversiones se

producen para ángulos de incidencia cercanos al valor cŕıtico.

Las conversiones de enerǵıa hacia los tipos de ondas restantes resultaron despreciables,

y por esta razón no mostramos las curvas correspondientes.

Las Tablas 5.1 y 5.2 muestran los flujos de enerǵıa calculados utilizando las fórmulas

(5.47) y (5.48), para un ángulo de incidencia de 45o. Podemos notar que en todos los

casos los flujos de interferencia son despreciables con respecto a los ortodoxos. Además,

observando el valor de la diferencia entre los flujos totales transmitidos y reflejados (Ft −
Fr) en la Tabla 5.2 y el flujo incidente Fi de la Tabla 5.1, vemos que estos valores
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Figura 5.20: Coeficiente energético de transmisión ETp2 en función del ángulo de in-
cidencia. La saturación de hielo del semiespacio superior es 0.2, mientras que la del
semiespacio inferior es 0.8.

coinciden. Este hecho está de acuerdo con la continuidad de la componente normal del

flujo de potencia promedio, expresada mediante la ecuación (5.52). Esta condición de

balance de enerǵıas fue verificada para todos los ángulos de incidencia y contrastes de

saturaciones de hielo presentados en este trabajo.

Fip1,ip1
−40798.2348

Fip1,rp1
0.000005

Fip1,rp2
−0.0002511

Fip1,rp3
−0.0781114

Fip1,rs1
0.0000183

Fip1,rs2
−0.0000025

Fip1
−40798.3132

Tabla 5.1: Flujos de enerǵıa incidente (W/m2) para un ángulo de incidencia de 45o.

Para completar este análisis, estudiemos ahora el comportamiento de las particiones de

enerǵıa suponiendo que el contraste de propiedades de los dos semiespacios es el opuesto.
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Figura 5.21: Coeficientes energéticos ERp2 y ETs2 en función del ángulo de incidencia.
La saturación de hielo del semiespacio superior es 0.2, mientras que la del semiespacio
inferior es 0.8.

Es decir, calculemos los coeficientes energéticos de reflexión y transmisión asumiendo que

la saturación de hielo del semiespacio superior es 0.8 y la del espacio inferior es 0.2.

La Figura 5.22 muestra los coeficientes energéticos ERp1 y ETp1, en función del ángulo

de incidencia. En ella podemos notar que para ángulos de incidencia por debajo de

aproximadamente 50 grados, prácticamente toda la enerǵıa incidente se convierte a onda

tipo p1 transmitida. Por otro lado, la fracción de enerǵıa convertida a onda tipo p1

reflejada es despreciable para ángulos de incidencia pequeños, y aumenta a medida que

el ángulo de incidencia es mayor, tomando valores muy importantes para ángulos cercanos

a 90 grados. Comparando estos resultados con los que se encuentran en la Figura 5.19,

es interesante notar que la suavidad de las curvas de la Figura 5.22 se asocia con la falta

de ángulos cŕıticos, lo que se debe a que la onda compresional incidente está viajando

hacia un semiespacio en el cual se propagan únicamente ondas con menores velocidades

de fase.

La Figura 5.23 muestra la fracción de enerǵıa incidente convertida a onda tipo p2

reflejada, en función del ángulo de incidencia. Aqúı podemos ver que estas conversiones

de enerǵıa a ondas lentas son significativas, principalmente para incidencias cercanas a
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Frp1,rp1 231.723602 Ftp1,tp1 −34365.6341
Frp2,rp2 351.227616 Ftp2,tp2 −5800.09307
Frp3,rp3 5.2934989 Ftp3,tp3 −0.6082051
Frs1,rs1 14.7424003 Fts1,ts1 −9.3175409
Frs2,rs2 3.0620413 Fts2,ts2 −17.2793282
Frp1,rp2 −0.0000216 Ftp1,tp2 0.0005329
Frp1,rp3 0.0058873 Ftp1,tp3 0.0035042
Frp1,rs1 0.0000023 Ftp1,ts1 −0.0000003
Frp1,rs2 0. Ftp1,ts2 −0.0000557
Frp2,rp3 −0.7009551 Ftp2,tp3 −0.0352903
Frp2,rs1 −0.0000304 Ftp2,ts1 −0.0000073
Frp2,rs2 0.000001 Ftp2,ts2 0.0001144
Frp3,rs1 −0.0043524 Ftp3,ts1 −0.0001217
Frp3,rs2 −0.0004834 Ftp3,ts2 −0.0004173
Frs1,rs2 −0.0000006 Fts1,ts2 −0.000005
Fr 605.349205 Ft −40192.964

Ft − Fr −40798.3132

Tabla 5.2: Flujos de enerǵıa reflejados y transmitidos (W/m2), para un ángulo de inci-
dencia de 45o.

la normal. En estos casos, prácticamente el 10 por ciento de la enerǵıa incidente es

convertida a enerǵıa de ondas tipo p2 en la interfase.

Con respecto a las conversiones de enerǵıa a los otros tipos de ondas, en general las

mismas no son tan importantes como en los casos que analizamos previamente. Sin em-

bargo, en ciertas ocasiones se generan ondas con proporciones de enerǵıa no despreciables.

En este sentido, la Figura 5.24 muestra las proporciones de enerǵıa que son convertidas

a ondas tipo s2 reflejada y p2 transmitida, en función del ángulo de incidencia.

Tal como ya mencionamos previamente, este mismo análisis se puede repetir para

ondas de corte clásicas que inciden sobre la interfase plana. Sin embargo, no lo hemos

incluido en este caṕıtulo para evitar que sea más extenso. Además, las conversiones de

enerǵıa para ondas de corte clásicas incidiendo sobre heterogeneidades planas en medios

porosos compuestos será estudiado en el próximo caṕıtulo, para el caso de sedimentos

que contienen hidratos de metano es sus poros.

Para concluir, resulta interesante remarcar que el análisis energético que realizamos

sugiere que fracciones importantes de la enerǵıa de las ondas clásicas que se propagan
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Figura 5.22: Coeficientes energéticos ERp1 y ETp1 en función del ángulo de incidencia.
La saturación de hielo del semiespacio superior es 0.8, mientras que la del semiespacio
inferior es 0.2.

a través de medios porosos compuestos saturados pueden convertirse a enerǵıa de ondas

lentas en las heterogeneidades del medio. Además, las tres ondas lentas pueden jugar

roles importantes en estas particiones, y entonces pueden afectar de manera significativa

el comportamiento de las ondas clásicas primarias. Este resultado nos muestra la impor-

tancia de utilizar el modelo de Biot extendido para analizar correctamente la respuesta

śısmica de este tipo de medios. En tal sentido, en el próximo caṕıtulo utilizaremos este

modelo para estudiar el papel que tienen estas perturbaciones lentas en la propagación

de ondas elásticas clásicas a través de sedimentos que contienen hidratos de metano en

sus poros.
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Figura 5.24: Coeficientes energéticos ERs2 y ETp2 en función del ángulo de incidencia.
La saturación de hielo del semiespacio superior es 0.8, mientras que la del semiespacio
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Caṕıtulo 6

Comportamiento śısmico de sedimentos con hidratos de metano

Inicialmente en este caṕıtulo presentaremos una revisión de las caracteŕısticas más ge-

nerales de los hidratos de metano. Luego, utilizaremos la extensión de la teoŕıa de Biot

y los resultados que presentamos en el caṕıtulo anterior con el objetivo de analizar las

principales propiedades śısmicas de los sedimentos que contienen hidratos de metano

en sus poros, poniendo énfasis en el rol que tienen las ondas lentas en las conversiones

de enerǵıa que ocurren en heterogeneidades en este tipo de medios. En tal sentido,

utilizaremos datos reales obtenidos en el pozo de investigación Mallik 5L-38, ubicado

en el delta del Mackenzie, Canadá, para calibrar el modelo teórico. A continuación,

calcularemos las velocidades de fase de las distintas ondas que se pueden propagar en

estos ambientes, analizaremos las particiones de enerǵıa que tienen lugar cuando una

onda clásica incide sobre una interfase plana en estos medios, y finalmente realizaremos

simulación numérica de propagación de ondas en sedimentos que contienen distribuciones

altamente heterogéneas de hidratos de metano. Estos estudios nos permitirán sugerir un

posible mecanismo para explicar los altos niveles de atenuación śısmica que se suelen

observar en estos ambientes. Los principales resultados de este caṕıtulo se encuentran

publicados en [78] y [81].

6.1 Principales caracteŕısticas de los hidratos de metano

Los hidratos de metano (gas hydrates en inglés) son complejos moleculares cristalinos

compuestos de agua y gas natural, principalmente metano, que se forman bajo ciertas

condiciones de bajas temperaturas, altas presiones y determinadas concentraciones de

gas. Estas estructuras poseen propiedades muy semejantes a las del hielo, y están com-

puestas por moléculas de agua que se ubican en una estructura reticular de simetŕıa

cúbica que alberga entre el reticulado moléculas de gas, que pueden ser hidrocarburos

livianos, dióxido de carbono o, en menor medida, otros gases. Debido a esta configu-

ración geométrica de las moléculas, los hidratos de metano se denominan genéricamente
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clatratos, término que deriva del lat́ın y significa “enjaulado”. En general los términos

“hidratos de metano” e “hidratos de gases” se toman como sinónimos, y esto se debe

al hecho de que en la naturaleza las estructuras más comunes son las combinaciones de

metano y agua [60].

Es interesante remarcar que el hecho de que los hidratos de metano sean sólidos

cristalinos implica que la cantidad de metano alojado en un dado volumen de hidratos

es mucho mayor que el mismo volumen en estado gaseoso. En tal sentido, el factor de

expansión al liberarse el metano de la fase sólida a la gaseosa hace que se deba considerar

un factor de proporcionalidad de volumen de entre 160 y 184. Es decir, para condiciones

estándares de temperatura y presión, de un metro cúbico de hidrato sólido se obtienen

entre 160 y 184 metros cúbicos de metano en fase gaseosa [60].

El interés de diversos autores en estudiar el comportamiento de los hidratos de metano

se debe a distintas causas. En primer lugar, el gas natural proveniente de los hidratos

de metano constituye una gigantesca reserva energética. De hecho, de acuerdo con el

U.S. Geological Survey se estima que las reservas planetarias de hidratos de metano en

los bordes de plataforma equivalen al doble de todas las reservas de combustibles fósiles

de la Tierra [22]. Estos mismos autores estiman también que tan sólo las reservas de

Estados Unidos llegan a 1016m3, cantidad que alcanzaŕıa para satisfacer las necesidades

energéticas de ese páıs, considerando el consumo actual, durante 64000 años. Estos

valores incluyen los 1014m3 de gas metano libre que se encuentran alojados por debajo

de los hidratos de metano. Otro hecho que motiva el interés de los cient́ıficos en analizar

estos compuestos se debe a que podŕıan jugar un rol muy importante en el problema del

cambio climático global. El metano es un poderoso “gas invernadero”, y su liberación a

la atmósfera a partir de depósitos de hidratos de metano podŕıa profundizar el problema

del cambio climático. Incluso, se está analizando la posibilidad de que al aumentar

la temperatura media de la atmósfera y los océanos, los depósitos de hidratos puedan

desestabilizarse, liberando metano que a su vez incrementaŕıa aun más la temperatura,

conformando un ćırculo vicioso. Por otro lado, las variaciones en el nivel del mar también

podŕıan afectar la estabilidad de los hidratos [60], pues oscilaciones en la altura de la

columna de agua marina cambiaŕıan las condiciones de presión del reservorio. Por último,

los hidratos de metano constituyen un potencial peligro en las perforaciones que suelen

realizarse en la exploración o explotación de reservorios convencionales de hidrocarburos.

En este sentido, la presencia de hidratos en las formaciones que están siendo perforadas
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puede producir desde liberación brusca de metano libre hasta inestabilidad del fondo

oceánico [57, 58], poniendo en serio riesgo el éxito de la operación.

La existencia de hidratos de metano en el espacio poral de sedimentos marinos fue

originalmente sugerida por Markl et al. [59], a partir de anomaĺıas observadas en secciones

śısmicas del margen este de los Estados Unidos. Perforaciones posteriores realizadas en

esa región confirmaron la existencia de hidratos en tales sedimentos. En general, las

distribuciones de las acumulaciones de hidratos de metano alrededor del mundo están

condicionadas a la ocurrencia simultánea de bajas temperaturas y relativamente altas

presiones. Por esta razón, los depósitos de hidratos están restringidos a regiones muy

fŕıas con suelos congelados (permafrost), tales como Siberia, Alaska y Canadá, y a fondos

marinos, como en el Golfo de Méjico, Costa Este y Oeste de Estados Unidos y Fosa de

Nankai en Japón, entre otros. En este sentido, las Figuras 6.1 y 6.2 muestran esquemas

hydrate
concentration

Figura 6.1: Restricciones en el plano temperatura-profundidad necesarias para la ocur-
rencia de hidratos de metano en zonas de permafrost, en el caso de condiciones muy
fŕıas (permafrost de espesor importante) y más cálidas (permafrost delgado o inex-
istente). Esta figura ha sido extráıda del sitio web del Natural Resources Canada,
http://gsc.nrcan.gc.ca/gashydrates/canada/index e.php, y fue originalmente presentada
en [47].

de las restricciones en el plano temperatura-profundidad necesarias para la ocurrencia de

hidratos en zonas de permafrost y en sedimentos del fondo marino en latitudes medias,
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respectivamente. En ellas podemos ver que la temperatura de disociación del hidrato

de metano se ve fuertemente afectada por la presión. Además, podemos observar que

el hidrato de metano es estable en las condiciones que suelen tener los fondos marinos

profundos y los suelos de zonas polares, donde la temperatura superficial promedio es

muy baja. La base de la zona de estabilidad de los hidratos usualmente se encuentra

algunos cientos de metros por debajo del fondo marino en zonas de talud continental, y

hasta aproximadamente 1000 metros por debajo de suelos congelados en áreas polares

[47].

Figura 6.2: Restricciones en el plano temperatura-profundidad necesarias para la ocur-
rencia de hidratos de metano en sedimentos del fondo marino en latitudes medias. Esta
figura ha sido extráıda del sitio web del Natural Resources Canada, y fue originalmente
presentada en [47].

Con respecto a la situación en Argentina, no hay zonas donde se desarrolle con carac-

teŕısticas de permafrost, de manera que sólo es esperable encontrar hidratos de metano

en los fondos marinos de la extensa Plataforma Continental Argentina [60]. En este sen-

tido, Kostadinoff [51] infirió a partir de anomaĺıas de secciones śısmicas la existencia de

hidratos de metano en dos puntos del margen continental pasivo argentino, al este de la

peńınsula de Valdés y al sureste del plateau de Malvinas. Estos resultados indicaŕıan que

el borde de la plataforma continental argentina posee grandes posibilidades de contener

importantes reservorios de hidratos de metano [51].
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6.2 Indicadores śısmicos de la presencia de hidratos de metano

La presencia de hidratos de metano causa fuertes cambios en las propiedades f́ısicas y

mecánicas de la roca que los contiene, permitiendo inferir su presencia en los sedimentos

a partir de ciertos indicadores śısmicos. En particular, a medida que la saturación de

hidratos en el espacio poral es mayor, las velocidades śısmicas de las ondas clásicas

aumentan. De esta manera, las anomaĺıas positivas observadas entre las velocidades

śısmicas medidas en estos ambientes y las de los mismos sedimentos pero conteniendo

agua en sus poros pueden atribuirse a la presencia de hidratos de metano [14, 19, 58].

Dado que la presencia de hidratos en el espacio poral de la roca produce una dismi-

nución de su permeabilidad, suele encontrarse gas libre entrampado por debajo de la zona

de estabilidad de los hidratos. En estos casos, como la presencia del gas libre produce

una fuerte disminución de la velocidad compresional clásica, se produce un marcado

contraste de impedancias acústicas entre la zona que contiene hidratos de metano y la

que se encuentra por debajo conteniendo gas libre. Este contraste produce una reflexión

muy fuerte en las secciones śısmicas, de polaridad inversa y paralela al fondo marino,

pues marca el fin de la zona de estabilidad. Esta reflexión recibe el nombre de Bottom

Simulating Reflector, o BSR, y es el indicador más significativo de la presencia de hidratos

de metano en el espacio poral de los sedimentos [19], aunque cabe remarcar aqúı que

existen ambientes sedimentarios que poseen hidratos y no muestran un BSR identificable.

También es interesante aclarar que si bien la presencia del BSR indica la ubicación de las

acumulaciones de hidratos, en principio no provee información respecto de la cantidad

presente en los sedimentos [39].

Otra caracteŕıstica importante de los sedimentos que contienen hidratos de metano es

la marcada disminución de la reflectividad de los sedimentos que se encuentran en la zona

de estabilidad respecto de los que se encuentran por debajo. Esta caracteŕıstica recibe

el nombre de blanking, y aun no se conoce claramente la razón de este fenómeno. Hay

autores que lo atribuyen a una reducción del contraste de impedancias acústicas debido

a la cementación de los sedimentos por los hidratos de metano, mientras que otros lo

asocian con la poca variabilidad litológica que suele encontrarse en algunos depósitos de

hidratos [19, 39]. La extensión vertical del blanking puede tomarse como un indicador

de la distribución de los hidratos de metano, y entonces en ciertos casos puede ayudar a

estimar el volumen de hidratos presentes en el reservorio.
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Figura 6.3: Sección śısmica a través del Blake Ridge, en la costa este de Estados Unidos.
El reflector muy marcado a aproximadamente 4.3s es el BSR. Por encima del mismo
podemos observar una zona de reflexiones de muy baja amplitud, relacionada con el
efecto de blanking. Esta figura fue extráıda de [40].

Para ilustrar estas propiedades, la Figura 6.3 muestra una sección śısmica obtenida

en la zona del Blake Ridge, en la costa este de Estados Unidos. En ella podemos observar

un BSR, fácilmente identificable por estar constituido por una reflexión muy marcada y

paralela al fondo marino. Por encima del BSR se encuentra una zona de reflexiones de

muy baja amplitud, que se corresponde con el efecto de blanking. Por debajo del BSR,

las amplitudes de las reflexiones recuperan nuevamente sus valores normales.

Una caracteŕıstica particularmente interesante del comportamiento śısmico de los

sedimentos que contienen hidratos de metano consiste en que datos de perfiles sónicos

y tomograf́ıas entre pozos indican que la atenuación śısmica aumenta con el contenido

de hidratos de metano [38, 69]. Este comportamiento contradice la suposición conven-

cional que asocia un aumento de la rigidez de la roca y un incremento de las velocidades

śısmicas debido al reemplazo de una fracción del agua poral por hidratos de metano,

con una disminución de la atenuación śısmica [39]. Esto muestra que la influencia de la

formación de hidratos de metano en las propiedades de los sedimentos es más compleja

que una simple sustitución de parte del fluido poral por una fase sólida. En este sentido,

varios autores han presentado modelos f́ısicos que explican los incrementos observados

en las velocidades śısmicas en estos sedimentos, mientras que el mecanismo de pérdida
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de enerǵıa asociado a la presencia de los hidratos no está todav́ıa completamente enten-

dido [39, 19]. Algunos trabajos que tratan este problema enfocan principalmente en los

mecanismos de atenuación intŕınseca tales como los efectos de flujo macroscópico, fricción

entre los hidratos y los sedimentos y el llamado squirt flow [39, 19].

La mayoŕıa de los modelos f́ısicos que han sido utilizados para describir la defor-

mación y propagación de ondas elásticas a través de sedimentos que contienen hidratos

de metano representan al medio como un sólido elástico o disipativo monofásico efec-

tivo. Sin embargo, estos medios están compuestos por dos fases sólidas principales (roca

e hidratos de metano) con propiedades f́ısicas muy distintas, que pueden sufrir dife-

rentes desplazamientos y deformaciones al ser sometidos a esfuerzos. Por esta razón, y

dado que hemos observado en el caṕıtulo anterior que las ondas adicionales que surgen

al considerar la naturaleza compuesta de la matriz sólida pueden afectar fuertemente

el comportamiento de las ondas clásicas, parece ser más adecuado representar este tipo

de medios con modelos de tipo de Biot extendidos para medios compuestos. Sin em-

bargo, debido a la complejidad y al gran número de parámetros involucrados, muy pocos

autores consideran estos modelos para analizar la respuesta śısmica de estos ambientes

[14, 39, 20]. Además, ninguno de ellos considera cuantitativamente la generación de

ondas lentas en las conversiones de enerǵıa que se producen cuando las ondas clásicas

interactúan con heterogeneidades en el medio.

Las enerǵıas involucradas en la generación de ondas lentas en heterogeneidades pueden

ser muy importantes, tal como hemos visto en el caṕıtulo anterior, y entonces podŕıan

tener un rol clave en el mecanismo de atenuación śısmica que se produce en este tipo

de medios. Con el objetivo de estudiar estos fenómenos, en la próxima sección conside-

raremos datos reales para calibrar el modelo teórico presentado en el caṕıtulo anterior,

y luego lo utilizaremos para analizar las conversiones de enerǵıa que se producen cuando

una onda clásica se propaga a través de medios porosos que contienen distribuciones

heterogéneas de hidratos de metano.

6.3 Calibración del modelo utilizando perfiles del Pozo Mallik 5L-38

Durante el invierno boreal 2001-2002, y en el marco del proyecto cient́ıfico “2002 Gas

Hydrate Production Research Well Program”, se perforaron tres pozos de investigación

en el Delta del ŕıo Mackenzie, Canadá, con el objetivo de investigar más profundamente
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un importante depósito de hidratos de metano que hab́ıa sido previamente observado en

el pozo Mallik 2L-38 [38]. En estos pozos, denominados Mallik 3L-38, 4L-38 y 5L-38,

se realizaron distintos experimentos geof́ısicos y de producción. En particular, con el

objetivo de analizar in situ las propiedades f́ısicas de los hidratos de metano y de los

sedimentos que los contienen, se realizó un extenso programa de perfilaje en el pozo

Mallik 5L-38. Tales observaciones permitieron determinar que en este sitio y por debajo

de un importante espesor de permafrost, se encuentra un intervalo de aproximadamente

200 metros de sedimentos que contienen hidratos de metano, ocupando hasta el 80 por

ciento del espacio poral [38]. La Figura 6.4 muestra algunos de los perfiles registrados
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Figura 6.4: Perfiles y datos derivados de perfiles obtenidos en el pozo Mallik 5L-38, Delta
del Mackenzie, Canadá: (a) velocidad sónica compresional, (b) velocidad sónica de corte,
(c) saturación de hidratos estimada de medidas de resistividad y (d) porosidad estimada
de datos de densidad. El intervalo que se encuentra delimitado por las dos rectas rojas
se corresponde con la zona B, de acuerdo con Dallimore y Collet [23]. Los datos que se
muestran en esta figura fueron tomados de [24].

en este pozo. Las distintas columnas muestran (a) la velocidad sónica compresional, (b)

la velocidad sónica de corte, (c) la saturación de hidratos (porcentaje del espacio poral



6.3. Calibración del modelo utilizando perfiles del Pozo Mallik 5L-38 153

ocupado por hidratos) derivado del perfil de resistividad, y (d) la porosidad estimada a

partir de datos de densidad, todos ellos en función de la profundidad. En esta figura

podemos observar la presencia de hidratos en los sedimentos a partir de los 890 metros

de profundidad, aproximadamente. Además, resulta muy claro el notable aumento de las

velocidades śısmicas con el aumento de la saturación de hidratos. Aunque no mostramos

niveles de atenuación, en este pozo se encontró que los mismos aumentan con la saturación

de hidratos, tanto para la onda sónica compresional como de corte [38].

Con el objetivo de calibrar el modelo teórico presentado en el caṕıtulo anterior, uti-

lizaremos los datos que se encuentran en la Figura 6.4. Para lograr esto, debemos asumir

cierta configuración geométrica para la distribución de los hidratos en el espacio poral.

En este sentido, de acuerdo con la literatura existen tres configuraciones geométricas ex-

tremas [90]: 1) los hidratos de metano “flotan” en el espacio poral; 2) los hidratos cons-

tituyen una de las componentes de la matriz, y 3) los hidratos de metano actúan como

un cemento entre los granos de los sedimentos. Todav́ıa no hay acuerdo claro sobre si la

presencia de los hidratos afecta únicamente las propiedades mecánicas de la matriz rocosa

o las de los fluidos, o las de ambas fases. Por esta razón, asumiremos una configuración

geométrica alternativa entre las mencionadas anteriormente y que se esquematiza en la

Figura 6.5. En ella podemos ver que una parte de los hidratos de metano se encuentra

Hidratos de metano libres

Hidratos de metano cementantes

Granos minerales

Figura 6.5: Esquema de la configuración geométrica de la distribución de hidratos en el
espacio poral, utilizada para calibrar el modelo teórico.

fuertemente acoplada a los granos minerales y los cementan, y el resto constituye una

matriz de hidratos débilmente acoplada al sólido 1. El resto del espacio poral se encuen-

tra ocupado por agua. Cabe remarcar aqúı que en el área de este pozo se ha observado
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que los hidratos muestran interconexión [12], lo cual es una condición que deben cumplir

las fases del medio de acuerdo con el modelo de Santos et al. [86].

Describamos el modelo propuesto en término de las variables del modelo teórico: dado

un volumen de agregado Vb, asumimos que está compuesto por un volumen Vgh de hidratos

de metano, Vmg de granos minerales y Vf de fluido poral. El volumen total de hidratos

(Vgh) está conformado por una parte cementante V c
gh y una parte libre V f

gh llenando el

espacio poral, de modo que Vgh = V c
gh + V f

gh. El primer sólido del modelo compuesto,

con un volumen V1 de acuerdo con la notación del caṕıtulo anterior, se define como un

medio efectivo formado por los granos minerales de la roca y el volumen V c
gh de hidratos

cementando los granos. La parte remanente de los hidratos constituye el segundo sólido

del modelo, el cual forma una matriz sólida débilmente acoplada a la matriz del sólido

1, y con un volumen V3 ≡ V f
gh. El resto del espacio poral está ocupado por un volumen

V2 ≡ Vf de agua ĺıquida. Introducimos un parámetro llamado coeficiente de cementación

de los hidratos, definido mediante C = V c
gh/Vgh, que representa la proporción de hidratos

que cementa a los granos sólidos. Definimos también la saturación total de hidratos de

metano, dada por Sgh = Vgh/Vp, donde Vp = Vb − Vmg es el volumen poral, es decir, el

volumen del espacio poral cuando la roca está completamente descongelada. Por último,

la porosidad absoluta de la roca está definida como φa = Vp/Vb.

Para calibrar el modelo consideramos en particular los datos que se encuentra en el

sector delimitado por las rectas rojas de la Figura 6.4. El mismo comprende profundi-

dades que van desde los 950m a los 990m, y se corresponde con un intervalo estable que

contiene hidratos de metano (zona B, de acuerdo con Dallimore y Collet [23]). En esta

región los hidratos se encuentran en los poros de una roca sedimentaria cuya matriz está

compuesta principalmente de cuarzo, con proporciones menores de minerales de arcilla,

tales como illita, esmectitas y caolinita. Para este tipo de litoloǵıas se suele definir el

contenido de arcilla γ, como la relación entre el volumen de minerales de arcilla y el

volumen total de granos minerales. Luego, dados la porosidad efectiva φa, la saturación

de hidratos Sgh, el coeficiente de cementación C y el contenido de arcilla γ, queda com-

pletamente determinado el modelo en estudio. En tal sentido, el sólido 1 del modelo

está compuesto por un volumen V c
gh = VbφaSghC de hidratos de metano, un volumen

Vb(1− φa)γ de minerales de arcilla, y un volumen Vb(1− φa)(1− γ) de granos de cuarzo.

Los dos modelos de cementación principales que se pueden utilizar para obtener los

módulos de corte y de volumen (efectivos) de la matriz del sólido 1, consideran que el
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material que cementa a los granos se encuentra cubriendo uniformemente las superficies

de los granos o que está ubicado en los contactos entre los mismos. En nuestro caso,

usamos el enfoque desarrollado por Dvorkin et al. [32], asumiendo que el cemento se

encuentra uniformemente distribuido en las superficies de los granos sólidos. Además,

para obtener las propiedades elásticas de los granos minerales usamos el promedio de

Voigt-Reuss-Hill [62], considerando una mezcla efectiva de cuarzo y arcilla.

La fracción de hidratos que cementa a los granos minerales produce una reducción

de porosidad y, consecuentemente, un cambio en las propiedades hidráulicas de la matriz

del sólido 1 del modelo. Para tener en cuenta este efecto, consideramos una porosidad

reducida de la forma φr
a = φa(1−C Sgh). Luego, utilizamos esta porosidad en la relación

de Kozeny-Carman, para aproximar la permeabilidad absoluta de la matriz del sólido 1

en la forma [62]

κ1,0 = Bk
(φr

a)
3

(1 − φr
a)

2
D2.

En esta ecuación, Bk es un factor geométrico, considerado igual a 0.003 en este trabajo

[13], y D es un valor promedio para el tamaño de los granos minerales para una mezcla

de cuarzo y arcilla, dado por [62]

1

D
=

γ

darcilla
+

(1 − γ)

dcuarzo
,

donde darcilla y dcuarzo son tamaños promedios para los granos de arcilla y cuarzo, respec-

tivamente.

Para obtener las propiedades elásticas de la matriz de hidratos de metano libres, uti-

lizamos la misma metodoloǵıa que presentamos en el caṕıtulo anterior para calcular las

propiedades de una matriz de hielo. Es decir, usamos la teoŕıa de percolación que se en-

cuentra en las expresiones (5.16), pero considerando los parámetros f́ısicos de los hidratos

para determinar los factores kmax
s3,m y µmax

s3,m. Por otra parte, dado que las propiedades de

los hidratos de metano son similares a las del hielo, para estimar la permeabilidad abso-

luta de la matriz de hidratos repetimos el razonamiento que presentamos en el caṕıtulo

anterior. Es decir, utilizamos la ecuación (5.17) para calcular la permeabilidad absoluta

de la matriz de hidratos, pero considerando la porosidad reducida.

Por último, el fluido del modelo es agua ĺıquida, ocupando un volumen

Vf = Vbφa(1 − Sgh).

Los valores que consideramos en este trabajo para los parámetros f́ısicos de los distin-

tos constituyentes de las fases del modelo se encuentran en la Tabla 6.1. De acuerdo con
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Granos de cuarzo módulo de volumen 36GPa [12]
módulo de corte 45GPa [12]

densidad 2.65g/cm3 [12]
dcuarzo 8 × 10−3cm [13]

Granos de arcilla módulo de volumen 20.9GPa [12]
módulo de corte 6.8GPa [12]

densidad 2.58g/cm3 [12]
dclay 3 × 10−5cm [13]

Hidratos de metano módulo de volumen 7.7GPa [12]
módulo de corte 3.2GPa [12]

densidad 0.9g/cm3 [12]
Agua módulo de volumen 2.3GPa [12]

densidad 1.03g/cm3 [12]
viscosidad 0.018P [38]

Tabla 6.1: Parámetros f́ısicos utilizados en el modelo para representar los sedimentos del
pozo Mallik 5L-38.

el modelo propuesto, para describir el comportamiento de los sedimentos con hidratos

necesitamos estimar valores representativos para el parámetro de cementación C. Con

este objetivo, de los distintos perfiles medidos en el pozo Mallik 5L-38, consideramos los

que se muestran en la Figura 6.4. Además, estimamos para cada profundidad la fracción

de arcilla (γ) a partir de la columna litológica de la Figura 1 del trabajo elaborado

por Dallimore y Collet [23]. También, asumimos que las velocidades sónicas medidas

se corresponden con las velocidades vp1 y vs1 del modelo compuesto. Luego, para cada

profundidad del intervalo considerado (zona B), obtenemos el valor de C que minimiza

la suma de los cuadrados de las discrepancias entre las velocidades sónicas vp1 y vs1 me-

didas y las teóricas obtenidas de acuerdo con el modelo compuesto. Para estos cálculos,

y debido a su influencia despreciable, no tenemos en cuenta efectos disipativos asociados

a fricción intergranular o interna.

Una vez estimados los valores del parámetro de cementación para cada profundidad,

los agrupamos en función de la porosidad absoluta φa. Luego, para reducir la dispersión

de este parámetro con el objetivo de analizar más claramente el comportamiento de C

vs. φa, dividimos el rango de variación de la porosidad absoluta en 15 intervalos iguales,

y obtenemos el valor promedio de C para cada uno de ellos. En este sentido, la Figura
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6.6 muestra los 15 valores promedio de C en función de la porosidad absoluta (puntos

rojos). En ella podemos observar una fuerte correlación entre estas variables, con una

clara tendencia a aumentar C con la disminución de la porosidad absoluta. Esta figura

muestra también un ajuste realizado sobre las estimaciones con un polinomio de grado 3

(ĺınea azul), lo que nos permite contar con una relación emṕırica C = C(φa).
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Figura 6.6: Promedios de los valores estimados de C en función de φa (puntos rojos) y
un ajuste con un polinomio de grado 3 (ĺınea azul).

Con el objetivo de analizar si la relación polinómica C = C(φa) que hemos encon-

trado representa satisfactoriamente el comportamiento de los sedimentos con hidratos

de metano, calculemos las velocidades vp1 y vs1 usando tal relación y comparemos estos

valores con las velocidades sónicas medidas. En este sentido las Figuras 6.7 y 6.8 mues-

tran, en función de la profundidad, las velocidades sónicas modeladas usando la relación

C = C(φa) y las medidas, para la onda compresional y de corte respectivamente. En

ellas podemos observar una muy buena correlación entre los valores modelados y medidos,

mostrándonos que la expresión emṕırica muy simple que hemos obtenido para expresar

el parámetro de cementación en función de la porosidad absoluta representa muy bien

el comportamiento general de los sedimentos con hidratos de metano en estudio. Esta

conclusión se basa también en un análisis de sensibilidad de las velocidades teóricas vp1 y

vs1 con respecto al parámetro C, que fue verificado observando diferencias significativas
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Figura 6.7: Velocidades sónicas compresionales estimadas y medidas. Los datos reales
fueron tomados de [23].

entre tales velocidades usando dos valores extremos para el parámetro de cementación.

La relación C = C(φa) puede resultar una herramienta muy útil para analizar el com-

portamiento general de sedimentos que contienen hidratos de metano, similares a los que

se encuentran en el área del pozo Mallik 5L-38.

Debido a que la deposición de hidratos de metano en el área donde se encuentra el pozo

Mallik 5L-38 se encuentra fuertemente controlada por la litoloǵıa, y considerando que los

mismos se forman preferentemente en intervalos ricos en arena, con grandes espacios

porales [39], podemos esperar que exista una correlación entre la porosidad absoluta de

la roca y la saturación de hidratos. Para verificar esto, la Figura 6.9 muestra la porosidad

absoluta en función de la saturación de hidratos (puntos rojos) en el caso de los datos

reales correspondientes a la zona B. En ella podemos observar que efectivamente se

produce una fuerte correlación entre estas variables, y este comportamiento nos permite

determinar una expresión emṕırica de la porosidad absoluta en función de la saturación

de hidratos. En tal sentido, la Figura 6.9 muestra también una regresión lineal que

efectuamos sobre estos datos (ĺınea azul), y podemos verificar que la misma representa

muy bien el comportamiento entre estas variables. Es interesante notar que el análisis

del comportamiento de C vs. φa y de φa vs. Sgh, realizados a partir de los datos
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Figura 6.8: Velocidades sónicas de corte estimadas y medidas. Los datos reales fueron
tomados de [23].

que se encuentran en las Figuras 6.6 y 6.9, permiten concluir que existe una tendencia

decreciente del coeficiente de cementación C con el aumento de la saturación de hidratos

de metano para el pozo en estudio.

Por último, el control litológico que mencionamos recientemente sugiere también que

la saturación de hidratos y el contenido de arcilla debeŕıan estar correlacionados. En este

sentido, Guerin y Goldberg [39] propusieron que en el pozo que estamos estudiando se

puede expresar el contenido de arcilla como γ = 0.8 − 0.6Sgh.

6.4 Propagación de ondas en sedimentos que contienen hidratos de metano

En esta sección utilizaremos el modelo que calibramos previamente para estudiar la

propagación de ondas en sedimentos que contienen hidratos de metano. Para simpli-

ficar el análisis, en todos los experimentos numéricos que presentamos en esta sección

consideraremos las fórmulas emṕıricas que relacionan la porosidad absoluta, el contenido

de arcilla y el coeficiente de cementación con la saturación de hidratos. De esta manera,

la saturación de hidratos determina por completo todos los parámetros involucrados en

el modelo teórico.
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6.4.1 Velocidades compresionales y de corte

Como hemos visto en el caṕıtulo anterior, bajo las suposiciones del modelo compuesto

podemos distinguir tres campos de desplazamientos, relacionados con las dos matrices

sólidas y con el desplazamiento relativo del fluido. Siguiendo el análisis de onda plana

que explicamos en el mismo caṕıtulo, y bajo las suposiciones que planteamos en este

caṕıtulo para los sedimentos que contienen hidratos de metano, podemos obtener las cinco

velocidades de fase vj, j = p1, p2, p3, s1, s2, y las respectivas atenuaciones intŕınsecas, en

función de la saturación de hidratos.

En tal sentido, la Figura 6.10 muestra las velocidades compresionales vp1 y vp2, en

función de la saturación de hidratos de metano y para una frecuencia de 10KHz, valor que

está dentro del rango de frecuencias usualmente utilizado en perfilajes sónicos. También

incluimos las velocidades sónicas compresionales medidas, para comparar estos valores

con los modelados. En ella podemos observar una muy buena correspondencia entre la

velocidad clásica modelada y la medida, excepto para muy bajas saturaciones de hidratos.

Podemos también notar que se produce un aumento de las dos velocidades (vp1 y vp2)

con la saturación de hidratos, y en particular es interesante remarcar que la onda lenta
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Figura 6.10: Velocidades de fase vp1 y vp2, en función de la saturación de hidratos de
metano y para una frecuencia de 10KHz. Las velocidades sónicas medidas (tomadas de
[23]) también se incluyen para comparar los valores medidos con los modelados.

p2 toma valores significativos para altos contenidos de hidratos de metano.

Por otra parte, la Figura 6.11 muestra las velocidades de corte vs1 y vs2, en función

de la saturación de hidratos y para una frecuencia de 10KHz. Observando esta figura

encontramos que cualitativamente el comportamiento de las ondas de corte es similar

al que mostraron las ondas compresionales; es decir, se produce un aumento de las dos

velocidades (vs1 y vs2) con la saturación de hidratos, y la onda lenta s2 toma valores

significativos para altas saturaciones de hidratos de metano. También en este caso se

produce una buena correspondencia entre la velocidad clásica medida y la modelada,

excepto para muy bajas saturaciones. Estas discrepancias que se producen para ambos

tipos de ondas en el caso de bajas saturaciones se deben a las simplificaciones que hemos

asumido para obtener un modelo muy simple dependiente de una sola variable (Sgh).

Respecto de la velocidad de la onda compresional tipo p3, resultó ser despreciable y

por esta razón no incluimos la curva respectiva.

Para completar este análisis, también calculamos el conjunto de factores de calidad

Qj , j = p1, p2, p3, s1, s2, en función de la saturación de hidratos de metano y para una

frecuencia de 10KHz. Las ondas p1, p2, s1 y s2 resultaron tener factores de calidad
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Figura 6.11: Velocidades de fase vs1 y vs2, en función de la saturación de hidratos de
metano y para una frecuencia de 10KHz. Las velocidades de corte medidas (tomadas de
[23]) también se incluyen para comparar los valores medidos con los modelados.

muy grandes para todas las saturaciones de hidratos consideradas, lo que nos indica que

estas ondas no se ven afectadas de manera significativa por efectos de fricción viscosa

para frecuencias cercanas al valor utilizado. En particular, esto sugiere que para estas

frecuencias, las ondas lentas p2 y s2 poseen caracteŕısticas de ondas de propagación.

Por último, la onda p3 resultó poseer un factor de calidad Qp3 aproximadamente

independiente de la saturación de hidratos de metano, y con un valor Qp3 ≈ 0.5. Este

comportamiento implica que esta onda se ve violentamente afectada por efectos de fricción

viscosa, y de hecho, para estas frecuencias esta perturbación posiblemente no sea real-

mente una onda de propagación sino un proceso de difusión de presiones.

Las cinco ondas que hemos estudiado aqúı están involucradas en los efectos de scat-

tering (particiones de enerǵıa que ocurren en las heterogeneidades del medio) cuando las

ondas clásicas viajan a través de sedimentos que contienen distribuciones heterogéneas de

hidratos de metano. Luego, estas conversiones de enerǵıa podŕıan afectar seriamente el

comportamiento de tales ondas clásicas. Para estudiar en detalle este posible mecanismo

de atenuación en sedimentos que contienen hidratos de metano, calculemos las conver-

siones de enerǵıa que suceden en estos ambientes.
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6.4.2 Conversiones de enerǵıa en discontinuidades planas

Como un primer acercamiento al problema de entender como afectan los efectos de scat-

tering al comportamiento de ondas clásicas que viajan a través de sedimentos que con-

tienen distribuciones heterogéneas de hidratos de metano, calculemos los coeficientes

energéticos de reflexión y transmisión para ondas clásicas (compresionales y de corte)

que inciden sobre una interfase plana que separa dos semiespacios homogéneos que

contienen distintas saturaciones de hidratos. Esto nos permitirá cuantificar la pro-

porción de enerǵıa incidente que es convertida a cada tipo de onda reflejada y trans-

mitida y, entonces, podremos analizar cualitativamente los efectos que estas particiones

tienen sobre la onda clásica incidente. El procedimiento que utilizamos para calcular los

coeficientes energéticos es el que explicamos en el caṕıtulo anterior, y para obtener los

distintos parámetros involucrados en tales cálculos consideramos el modelo calibrado en

este caṕıtulo para sedimentos que contienen hidratos de metano.

Con este objetivo, calculemos los coeficientes energéticos de reflexión y transmisión

para una onda compresional clásica que incide sobre la interfase plana, para una frecuen-

cia de 10KHz. Supongamos inicialmente que el semiespacio superior (Ωu, de acuerdo

con la notación del caṕıtulo anterior) está constituido por sedimentos que contienen

una saturación de hidratos Sgh = 0.1, y obtengamos los coeficientes energéticos para

distintos ángulos de incidencia y saturaciones del semiespacio inferior (Ωd). Además,

para cuantificar la fracción de enerǵıa incidente que es convertida a ondas lentas trans-

mitidas, definamos el coeficiente energético de transmisión total a ondas lentas como

ETlentas = ETp2 +ETp3 +ETs2. En tal sentido, la Figura 6.12 muestra este coeficiente en

función del ángulo de incidencia y de la saturación de hidratos del semiespacio inferior.

En ella podemos observar que ocurren conversiones de enerǵıa muy importantes a ondas

lentas transmitidas. De hecho, de acuerdo con este gráfico más de la mitad de la enerǵıa

incidente es convertida a estos tipos de ondas para ciertos ángulos de incidencia y con-

trastes de Sgh. Analizando las contribuciones individuales de las distintas ondas lentas

involucradas, observamos que estas conversiones se producen principalmente a ondas tipo

p2 transmitida. También es interesante notar en la Figura 6.12 la trayectoria del ángulo

cŕıtico, que es donde se producen las mayores conversiones de enerǵıa. Además, esta

figura muestra que para mayores contrastes de Sgh, el ángulo cŕıtico es menor.

La Figura 6.13 muestra el coeficiente energético de transmisión ETs1, en función del

ángulo de incidencia y de la saturación de hidratos del semiespacio inferior. En ella
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Figura 6.12: Coeficiente energético de transmisión total a ondas lentas en función del
ángulo de incidencia y de la saturación de hidratos del semiespacio inferior. La onda
incidente es una onda compresional clásica, la saturación de hidratos del semiespacio
superior es 0.1 y la frecuencia utilizada es de 10KHz.

podemos ver que también ocurren conversiones de enerǵıa de importancia hacia ondas

de corte clásicas, principalmente para fuertes contrastes de saturaciones de hidratos y

ángulos de incidencia cercanos (pero mayores) al valor cŕıtico. La fracción de enerǵıa

incidente convertida a este tipo de onda supera en ciertos casos el 15 por ciento.

El comportamiento de los otros coeficientes energéticos también fue analizado, pero

no incluimos sus curvas para evitar extendernos demasiado. Con respecto a las ondas

compresionales clásicas, se comportan como esperamos: el coeficiente ERp1 es pequeño

para ángulos de incidencia menores que el valor cŕıtico, mientras que es muy importante

para ángulos de incidencia mayores que tal valor; por otra parte, el comportamiento

opuesto ocurre para el coeficiente ETp1. En el caso de ERs1, encontramos que este

coeficiente es significativo sólo para ángulos de incidencia del orden o mayores que el

ángulo cŕıtico, tomando en estos casos valores del orden de 0.1. Finalmente, el coeficiente

energético de reflexión total a ondas lentas (ERlentas = ERp2 + ERp3 + ERs2) es signi-

ficativo únicamente para ángulos de incidencia cercanos al cŕıtico, con valores del orden

de 0.15; esta proporción de enerǵıa es principalmente convertida a ondas compresionales
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Figura 6.13: Coeficiente energético de transmisión ETs1 en función del ángulo de inci-
dencia y de la saturación de hidratos del semiespacio inferior. La onda incidente es una
onda compresional clásica, la saturación del semiespacio superior es 0.1 y la frecuencia
considerada es de 10KHz.

tipo p3.

Analicemos ahora lo que ocurre con las particiones de enerǵıa cuando el contraste

de saturación de hidratos es el opuesto. Para esto, supongamos que la saturación del

semiespacio superior es Sgh = 0.85. En este caso, como la velocidad de fase de la

onda compresional clásica en el semiespacio superior es mayor que las velocidades de

fase de las ondas que se propagan en el semiespacio inferior para prácticamente todo

el rango de saturaciones, no esperamos que existan ángulos cŕıticos. Con respecto a la

enerǵıa reflejada en la interfase, observamos que mientras los coeficientes ERp1 y ERs1

son prácticamente despreciables, el coeficiente ERlentas tiene valores significativos. En

este sentido, la Figura 6.14 muestra el coeficiente energético de reflexión total a ondas

lentas en función del ángulo de incidencia y de la saturación de hidratos del semiespacio

inferior. En ella podemos observar que proporciones importantes de la enerǵıa incidente

son convertidas a ondas lentas reflejadas, con valores cercanos al 20 por ciento principal-

mente para contrastes fuertes de saturaciones. Esta enerǵıa es convertida principalmente

a ondas compresionales tipo p2.
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Con respecto a la enerǵıa transmitida, el coeficiente energético de transmisión total a

ondas lentas es despreciable, mientras que el coeficiente ETp1 posee valores muy impor-

tantes para todos los ángulos de incidencia y contrastes de saturaciones de hidratos. Por

último, el coeficiente ETs1 es no despreciable únicamente para contrastes fuertes de Sgh

y ángulos de incidencia grandes.
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Figura 6.14: Coeficiente energético de reflexión total a ondas lentas en función del ángulo
de incidencia y de la saturación de hidratos del semiespacio inferior. La onda incidente
es una onda compresional clásica, la saturación del semiespacio superior es 0.85 y la
frecuencia utilizada es de 10KHz.

Con el objetivo de analizar las particiones de enerǵıa que se producen cuando ondas

de corte clásicas inciden sobre una heterogeneidad plana, extendamos el procedimiento

descripto en el caṕıtulo anterior para calcular los coeficientes energéticos de reflexión y

transmisión en estos casos. Dado que el procedimiento es similar al que presentamos

para la incidencia de una onda compresional clásica, no mostraremos aqúı los detalles

matemáticos. Luego, utilizamos estos resultados para obtener los distintos coeficientes

energéticos para los casos que analizamos previamente en esta sección pero considerando

la incidencia de una onda de corte clásica. En este sentido, supongamos primero que la

saturación de hidratos del semiespacio superior es Sgh = 0.1. En este caso, la velocidad

de fase de la onda incidente (vs1) es menor que las velocidades de fase de las ondas
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compresionales clásicas que se propagan en ambos semiespacios, e incluso para ciertos

contenidos de hidratos del semiespacio inferior esta velocidad también puede ser menor

que las velocidades vs1, vp2 y vs2 en el semiespacio inferior. Por esta razón, en este caso

podemos tener varios ángulos cŕıticos, y entonces las caracteŕısticas de las conversiones

de enerǵıa son más complejas que las que analizamos previamente.

La Figura 6.15 muestra el coeficiente energético ETlentas en función del ángulo de in-

cidencia y de la saturación de hidratos del semiespacio inferior. En ella podemos observar

que también cuando incide una onda de corte clásica se pueden producir conversiones

muy importantes de enerǵıa a ondas lentas. De hecho, en este gráfico podemos ver que

para contrastes fuertes de saturaciones de hidratos y ángulos de incidencia intermedios,

incluso más de la mitad de la enerǵıa incidente se puede convertir a enerǵıa de ondas

lentas transmitidas. Al considerar las contribuciones de las distintas ondas en estas par-

ticiones, encontramos que se producen principalmente conversiones de enerǵıa a onda de

corte tipo s2. Por otra parte, fracciones significativas de la enerǵıa incidente se convierten
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Figura 6.15: Coeficiente energético de transmisión total a ondas lentas en función del
ángulo de incidencia y de la saturación de hidratos del semiespacio inferior. La onda
incidente es una onda de corte clásica, la saturación del semiespacio superior es 0.1 y la
frecuencia considerada es de 10KHz.

también a ondas lentas reflejadas, principalmente para fuertes contrastes de la saturación



168

de hidratos y ángulos de incidencia intermedios, con valores del coeficiente ERlentas de

hasta 0.15. Estas conversiones se deben principalmente a generación de ondas compre-

sionales tipo p3.

Con respecto a la generación de ondas clásicas en la interfase, hay conversiones no

despreciables de la enerǵıa incidente a ondas compresionales tipo p1 tanto reflejadas como

transmitidas, pero en todos los casos las fracciones involucradas de enerǵıa incidente

son menores al 10 por ciento. También hay conversiones importantes a ondas de corte

clásicas reflejadas y transmitidas: en el caso del coeficiente ETs1, el mismo toma valores

importantes para ángulos de incidencia menores que el ángulo cŕıtico correspondiente a

la onda s1 transmitida, mientras que los mayores valores del coeficiente ERs1 suceden

cuando el ángulo de incidencia es mayor que tal valor cŕıtico.

Por último, analicemos el comportamiento de las conversiones de enerǵıa si inverti-

mos el contraste de saturación de hidratos; es decir, consideremos que Sgh = 0.85 en

el semiespacio superior. En esta situación, la fracción de enerǵıa incidente convertida a

ondas lentas no es tan importante como en el caso anterior. En este sentido, el coefi-

ciente ERlentas resultó ser no despreciable, principalmente para fuertes contrastes de la

saturación de hidratos y ángulos de incidencia grandes, pero con valores por debajo del 8

por ciento. Estas conversiones de enerǵıa se deben principalmente a generación de ondas

compresionales tipo p2. Por otro lado, la fracción de enerǵıa incidente convertida a ondas

lentas transmitidas es despreciable.

Con respecto a la generación de ondas clásicas en la interfase, encontramos que las

fracciones de enerǵıa incidente convertidas a ondas de corte clásicas transmitidas son en

general muy importantes, mientras que el coeficiente ERs1 posee valores significativos,

principalmente para contrastes fuertes de la saturación de hidratos y grandes ángulos de

incidencia. Finalmente, la proporciones de enerǵıa convertidas a ondas compresionales

clásicas reflejadas son despreciables, mientras que el coeficiente energético ETp1 es muy

importante, con valores de hasta el 20 por ciento, principalmente para fuertes contrastes

de Sgh y ángulos de incidencia cercanos (pero menores) al ángulo cŕıtico correspondiente

a la onda p1 transmitida.
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6.4.3 Pérdidas de amplitudes en sedimentos que contienen distribuciones

altamente heterogéneas de hidratos de metano

El análisis que efectuamos previamente nos muestra que cuando una onda clásica incide

sobre una discontinuidad plana en sedimentos que contienen hidratos de metano, se

pueden generar en la interfase ondas lentas que transportan fracciones significativas de

la enerǵıa incidente, además de las conversiones de enerǵıa a ondas clásicas reflejadas y

transmitidas. Este hecho nos sugiere cualitativamente que la generación de ondas lentas

en heterogeneidades del medio podŕıa tener un rol importante en la atenuación de ondas

clásicas que viajan a través de sedimentos que contienen distribuciones heterogéneas de

hidratos de metano. Sin embargo, debemos tener en cuenta que estos cálculos son válidos

para ondas śısmicas que inciden sobre interfases planas que separan dos semiespacios

homogéneos, o equivalentemente, sobre una interfase que separa dos capas planas de

espesores mucho mayores que la longitud de onda incidente. Esta suposición puede

ser razonable en el rango de frecuencias śısmicas (longitudes de onda largas), pero es

incorrecta en el rango de las frecuencias sónicas, para las cuales las ondas śısmicas son

frecuentemente afectadas por heterogeneidades de distintas escalas y formas.

Con el fin de analizar el comportamiento de ondas clásicas que viajan a través de

sedimentos que contienen distribuciones altamente heterogéneas de hidratos de metano,

y para cuantificar las pérdidas de amplitud que experimentan tales ondas debido a con-

versiones de enerǵıa en las heterogeneidades, realizaremos simulación numérica de propa-

gación de ondas en estos medios. Con este objetivo, consideremos la propagación de

ondas clásicas a través de un dominio cuadrado Ω = [0, L] × [0, L] de lado L. Supon-

gamos además que el medio contiene una dada saturación promedio de hidratos de metano

S̄gh, la cual resulta de una distribución patchy binaria que consiste de regiones irre-

gulares con bajas y altas saturaciones de hidratos de metano. Estas heterogeneidades

poseen tamaños menores o del orden de las longitudes de onda de las ondas clásicas

primarias, de modo que esperamos que se produzcan conversiones de enerǵıa en las in-

terfases irregulares que separan zonas con diferentes saturaciones de hidratos. Dado que

queremos realizar estos experimentos numéricos en el rango sónico de frecuencias, para

validar la suposición de la distribución patchy de hidratos de metano que estamos pro-

poniendo seŕıa necesario conocer la distribución espacial de los hidratos de metano en los

sedimentos con una resolución de algunos cent́ımetros. Sin embargo, la determinación de

la saturación de hidratos usando mediciones de perfiles de pozos se realiza frecuentemente
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con una resolución vertical mucho menor (del orden de 30 cm para perfilaje resistivo de

alta resolución, tal como HRLATM). Esta limitación nos permite asumir que las satura-

ciones de hidratos derivadas de mediciones de resistividad reflejan valores promedios del

campo de saturación de una distribución de hidratos altamente heterogénea a una escala

menor, como la que presentamos aqúı.
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Figura 6.16: Distribución de hidratos de metano considerada en los experimentos
numéricos. Las zonas blancas se corresponden con una saturación de hidratos de 0.9,
mientras que las zonas negras representan celdas con una saturación de 0.25.

Para realizar los experimentos numéricos consideramos una malla de 150 × 150

elementos cuadrados iguales de 0.01m de lado; es decir, el dominio es un cuadrado de

lado L = 1.5m. La Figura 6.16 muestra la distribución de hidratos elegida: las regiones

blancas se corresponden con una saturación de hidratos de 0.9, mientras que las negras

representan celdas con una saturación de 0.25. La saturación macroscópica resultante es

S̄gh = 0.58. Además, usamos el modelo calibrado en este caṕıtulo para definir completa-

mente las propiedades de las dos regiones en función de la saturación de hidratos.

Entonces, debemos resolver en el dominio Ω las ecuaciones de movimiento del mo-

delo f́ısico planteadas en el dominio espacio-frecuencia (ecuación (5.10)), con un término

adicional que representa la fuente que perturba al medio. Con este fin, utilizamos un

procedimiento de descomposición de dominio de elementos finitos: para aproximar los

desplazamientos de las dos fases sólidas usamos los espacios de elementos finitos no
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conformes definidos por Douglas et al. [28], mientras que para el desplazamiento de

la fase fluida utilizamos la parte vectorial del espacio de Raviart-Thomas-Nedelec de

orden cero [75, 65]. Luego, para recuperar la solución en el dominio espacio-tiempo,

resolvemos las ecuaciones de movimiento para un número finito de frecuencias y usamos

la transformada de Fourier inversa. Los detalles de este procedimiento se encuentran en

un trabajo presentado por Santos y Sheen [84].

El dominio computacional es excitado (en el tiempo t = 0) con una fuente com-

presional puntual de amplitud arbitraria ubicada en (xf , yf) = (0.75m, 0.1m), actuante

sobre las dos fases sólidas y con una frecuencia dominante de 10KHz. Las longitudes

de onda asociadas con la onda compresional y de corte clásicas para esa frecuencia y

para la saturación macroscópica considerada son de 0.25m y 0.12m, respectivamente.

Luego, usamos el procedimiento iterativo de descomposición de dominio para encontrar

las transformadas de Fourier de los desplazamientos de los sólidos y de la fase fluida para

110 frecuencias temporales equiespaciadas en el intervalo (0, 30KHz).

Las Figuras 6.17 (a) y (b) muestran, en unidades arbitrarias, la componente vertical

del campo de velocidades de las part́ıculas del sólido 1 para los tiempos t = 0.25ms y

t = 0.5ms, respectivamente. En ellas podemos observar que la amplitud de la onda clásica

primaria cae drásticamente con la distancia, lo que se debe a fenómenos de divergencia

esférica, atenuación intŕınseca por fricción viscosa y pérdidas de enerǵıa asociadas con

efectos de scattering que se producen en las heterogeneidades.

Con el objetivo de aislar las pérdidas de amplitud relacionadas con los efectos de con-

versiones de enerǵıa en las heterogeneidades, realicemos una simulación numérica similar

a la anterior pero considerando que el dominio Ω es homogéneo, con una saturación de

hidratos constante e igual a la saturación macroscópica del caso heterogéneo (es decir,

Sgh = 0.58). En tal sentido la Figura 6.18 muestra, en función del tiempo, la compo-

nente vertical de la velocidad de las part́ıculas de sólido 1 para el caso homogéneo y

el heterogéneo, para un receptor ubicado en x = 0.75m, y = 0.7m. En ella podemos

ver que el pico de amplitud correspondiente al arribo de la onda compresional clásica

en el caso heterogéneo es mucho menor que en el caso homogéneo. Dado que las dos

ondas sufren pérdidas similares de amplitud por efectos de fricción viscosa y divergencia

esférica, la cáıda de amplitud adicional que observamos en el caso heterogéneo se debe

a las conversiones de enerǵıa que se producen en las interfases irregulares del medio.

Estos resultados nos muestran la importancia de los efectos de scattering en la ate-
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Figura 6.17: Componente vertical del campo de velocidades de las part́ıculas del sólido
1 para los tiempos (a) t = 0.25ms y (b) t = 0.5ms.

nuación de ondas compresionales clásicas que viajan a través de sedimentos que con-

tienen distribuciones altamente heterogéneas de hidratos de metano.

Para estudiar las conversiones de enerǵıa a ondas compresionales que se producen en

las heterogeneidades del medio, aislemos la parte compresional del campo de onda total.

Con este objetivo, la Figura 6.19 (a) muestra la divergencia del campo de velocidades

de las part́ıculas del sólido 1 para un tiempo t = 0.5ms. Teniendo en cuenta que las

longitudes de onda de las ondas compresionales lentas son más cortas que las de las ondas

tipo p1, podemos observar en la figura la presencia de “fuentes” de ondas compresionales

lentas. Esta generación de ondas lentas está asociada con fenómenos de conversión de
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Figura 6.18: Componente vertical de la velocidad de las part́ıculas del sólido 1 en función
del tiempo, para un receptor ubicado en x = 0.75m, y = 0.7m. Las distintas curvas
muestran la respuesta del medio en el caso de la distribución altamente heterogénea de
hidratos que estamos considerando, y para una distribución homogénea.

modos, y contribuye a producir las cáıdas de amplitud que observamos en la onda clásica

generada en la fuente.

Por otra parte, la Figura 6.19 (b) muestra el rotor del campo de velocidades de las

part́ıculas del sólido 1 para el mismo tiempo t = 0.5ms, permitiéndonos aislar la fracción

de enerǵıa incidente convertida a ondas de corte. Observando esta figura podemos con-

cluir que se producen conversiones significativas de enerǵıa incidente a ondas de corte en

las heterogeneidades del medio.

Con el objetivo de cuantificar las pérdidas de enerǵıa que experimenta la onda com-

presional clásica primaria al viajar a través de los sedimentos heterogéneo que esta-

mos estudiando, estimemos el factor de calidad aproximado Qp1 del medio. Para esto,

consideremos tres receptores R1, R2, R3, ubicados en las posiciones (xRi, yRi), con

xRi = 0.75m (i = 1, 2, 3), yR1 = 0.3m, yR2 = 0.7m e yR3 = 1.1m. La Figura 6.20 muestra

las trazas de la componente vertical de la velocidad de las part́ıculas del sólido 1 en los

tres receptores. En ella podemos ver una fuerte cáıda de amplitud del arribo de la onda

compresional primaria p1 a medida que el receptor se aleja de la fuente. Para estimar el
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Figura 6.19: Divergencia (a) y rotor (b) del campo de velocidades de las part́ıculas
del sólido 1 para un tiempo t = 0.5ms. Ambos campos han sido truncados para ver
las conversiones de enerǵıa con más detalle. Los valores máximos de estos campos son
realmente (a) 3.4 × 10−4 y (b) 7.6 × 10−4.

factor de calidad Qp1 del medio, tomamos cada par de receptores Ri, Rj (i, j = 1, 2, 3) y

usando el método de la relación espectral [62] obtenemos un factor de calidad por cada

par de receptores. Luego, para determinar un factor de calidad representativo del medio

en estudio, promediamos los 3 valores previamente calculados, obteniendo un factor de

calidad promedio Qp1 = 10.5. Lo interesante de este resultado es que este valor aproxima

razonablemente los niveles de atenuación medidos en el pozo Mallik 5L-38. De hecho,

los factores de calidad obtenidos de las mediciones tienen un valor promedio Qp ≃ 14

para una saturación de hidratos de metano similar al valor de saturación macroscópica

de hidratos (0.58) que usamos en este experimento numérico (ver, por ejemplo, Figura 3
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de Guerin et al. [38]).
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Figura 6.20: Trazas de la componente vertical de la velocidad de las part́ıculas del sólido
1 para los tres receptores R1, R2 y R3.

Ahora, con el objetivo de analizar el comportamiento de las ondas de corte clásicas

que viajan a través de sedimentos que contienen distribuciones altamente heterogéneas de

hidratos de metano, repitamos un análisis similar al que presentamos previamente pero

reemplazando la fuente compresional por una fuente de corte puntual, también aplicada

sobre ambos sólidos. En este sentido, la Figura 6.21 muestra la componente horizontal

del campo de velocidades de las part́ıculas del sólido 1, para el tiempo t = 0.7ms. En

ella podemos observar que la amplitud del frente de onda s1 se ve muy afectada por la

presencia de las heterogeneidades en el medio.

Para observar las conversiones de enerǵıa a ondas compresionales que se producen

en las heterogeneidades del medio, la Figura 6.22 muestra la divergencia del campo de

velocidades de las part́ıculas del sólido 1, para el tiempo t = 0.7ms. En ella podemos ob-

servar que fracciones significativas de la enerǵıa de corte incidente son convertidas a ondas

compresionales rápidas y lentas. Esta generación de ondas compresionales contribuye al

mecanismo de tipo scattering que afecta la amplitud de la onda de corte clásica primaria

a medida que la misma se propaga a través del medio.

Por último, para cuantificar las pérdidas de enerǵıa que experimenta la onda de corte
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Figura 6.21: Componente horizontal del campo de velocidades de las part́ıculas del sólido
1 para el tiempo t = 0.7ms. Este campo ha sido truncado para analizar con más detalle las
pérdidas de amplitud experimentadas por la onda de corte clásica primaria. El máximo
valor del mismo es 8.5 × 10−5.

clásica al viajar a través del medio, consideremos tres receptores R4, R5, R6 ubicados en

las posiciones xRi = 0.75m (i = 4, 5, 6), yR4 = 0.3m, yR5 = 0.5m e yR6 = 0.7m. La Figura

6.23 muestra, en función del tiempo, la componente horizontal de la velocidad de las

part́ıculas del sólido 1 para los tres receptores . En ella podemos observar fuertes cáıdas

de la amplitud del arribo de la onda de corte primaria s1 a medida que los receptores se

alejan de la fuente. Estas pérdidas de amplitud están relacionadas principalmente con

conversiones de enerǵıa en las heterogeneidades del medio. Como lo hicimos previamente,

para estimar un factor de calidad Qs1 para los sedimentos con hidratos que estamos

analizando, determinamos para cada par de receptores un factor de calidad usando el

método de la relación espectral, y luego promediamos tales valores para obtener un

factor del calidad representativo para el medio. En este caso el valor promedio resultó

ser Qs1 = 5.5, lo que nos muestra que los efectos de scattering asociados con distribuciones

heterogéneas de hidratos de metano afectan más a las ondas de corte clásicas que a las

ondas compresionales clásicas. Esta particularidad está de acuerdo con las observaciones

realizadas en el pozo Mallik 5L-38 . De hecho, el valor promedio para Qs1 obtenido a

partir de las simulaciones numéricas es similar al valor promedio Qs ≃ 6 medido en el

pozo en estudio para un valor de la saturación de hidratos igual al valor macroscópico
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Figura 6.22: Divergencia del campo de velocidades de las part́ıculas del sólido 1 para
el tiempo t = 0.7ms. Este campo ha sido truncado para analizar con más detalle las
conversiones de enerǵıa a ondas compresionales.

utilizado en este experimento numérico (ver Figura 3 de Guerin et al. [38]).

Estos resultados nos muestran la importancia de los efectos de scattering, asociados

con conversiones de enerǵıa que se producen en las heterogeneidades entre la onda clásica

primaria y los distintos tipos de ondas (rápidas y lentas) que se pueden propagar en

sedimentos que contienen hidratos de metano. Además, la muy buena correspondencia

entre los niveles de atenuación producidos por estos efectos y los medidos en el pozo Mallik

5L-38, nos conducen a proponer una posible explicación para los altos niveles de ate-

nuación que se suelen observar en el rango de las frecuencias sónicas en estos ambientes, un

fenómeno en discusión que aún no cuenta con una interpretación teórica satisfactoria. En

tal sentido, del análisis previo podemos concluir que los altos niveles de atenuación śısmica

observados en estos ambientes se produciŕıan por efectos de scattering, asociados con

distribuciones altamente heterogéneas (a una escala pequeña comparada con la longitud

de onda sónica) de hidratos de metano, y constituidas por zonas irregulares con altos

contrastes de saturación.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo consistió en estudiar la atenuación y dispersión que

experimentan las ondas śısmicas clásicas al viajar a través de medios porosos saturados

heterogéneos, tanto de matriz simple como compuesta. En este análisis, prestamos par-

ticular atención al papel que juegan las ondas lentas generadas en las heterogeneidades

del medio cuando una onda clásica viaja a través del mismo. Los principales resultados

de estas investigaciones constituyen aportes originales al entendimiento de los efectos

mesoscópicos y sus propiedades, como aśı también al comportamiento śısmico de medios

porosos saturados de matriz compuesta y a la atenuación śısmica en sedimentos que

contienen hidratos de metano en sus poros.

Particularmente, en la primera parte de la Tesis nos abocamos al estudio de la

respuesta śısmica de medios porosos saturados de matriz simple. En tal sentido, inicial-

mente presentamos la teoŕıa clásica de Biot y analizamos las principales caracteŕısticas de

las ondas clásicas (compresional y de corte) y de la onda compresional lenta que pueden

viajar a través de estos medios. Además, analizamos minuciosamente el carácter difusivo

que presenta la onda lenta en el rango de bajas frecuencias. Luego, en el Caṕıtulo 3, intro-

dujimos el mecanismo mesoscópico de atenuación y dispersión. Con este fin, presentamos

la teoŕıa anaĺıtica de White, y a continuación propusimos un procedimiento de elemen-

tos finitos para realizar simulación numérica de propagación de ondas en medios poroso

saturados, con el objetivo de cuantificar los efectos mesoscópicos del medio a través del

cual se propagan las perturbaciones generadas en la fuente. La comparación de los resulta-

dos obtenidos con este procedimiento en el caso de medios periódicos estratificados y para

frecuencias śısmicas con los que resultan de la teoŕıa anaĺıtica de White nos permitieron

confirmar que el procedimiento propuesto se puede utilizar para cuantificar correctamente

los efectos mesoscópicos de medios porosos saturados que contienen heterogeneidades de

geometŕıas generales, incluso para las bajas frecuencias que se utilizan en la śısmica de

prospección. En este contexto, cabe remarcar que los experimentos numéricos presenta-

dos en esta sección constituyen las primeras simulaciones numéricas de propagación de
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ondas que permitieron observar de manera directa los efectos mesoscópicos en el rango

de frecuencias śısmicas.

El hecho de que la realización de simulación numérica de propagación de ondas con el

fin de determinar los efectos mesoscópicos implica un costo computacional muy elevado,

nos motivó para presentar una metodoloǵıa alternativa para estudiar este fenómeno.

En tal sentido, en el Caṕıtulo 4 propusimos experimentos numéricos que simulan las

pruebas que se realizan en laboratorios para estimar las propiedades viscoelásticas de

las muestras de roca. Estos experimentos numéricos consistieron en aplicar esfuerzos

armónicos compresionales y de corte sobre muestras de roca representativas, y a par-

tir de los cambios de volumen y forma que experimentaron se cuantificaron los efectos

mesoscópicos de las mismas. Esta metodoloǵıa es muy conveniente desde el punto de

vista computacional, y además fue validada comparando los efectos mesoscópicos deter-

minados con la misma en el caso de medios periódicos estratificados con los obtenidos uti-

lizando la teoŕıa anaĺıtica de White. A continuación, la aplicamos para realizar un análisis

detallado de sensibilidad de los efectos mesoscópicos a distintos tipos de heterogeneidades

en las propiedades litológicas y en los fluidos porales de la roca. Finalmente, propusimos

una técnica Monte Carlo para extraer el comportamiento estad́ıstico de medios alta-

mente heterogéneos que contienen inhomogeneidades caracterizadas por cierta densidad

espectral. Es importante señalar que en el contexto de la geof́ısica de exploración, estos

procedimientos nos permitiŕıan también determinar sólidos viscoelásticos homogéneos

equivalentes para las distintas regiones del modelo geológico en estudio. Esto es muy

importante pues la realización de simulación numérica de propagación de ondas a través

de un solido viscoelástico heterogéneo es computacionalmente mucho más conveniente

que cualquier procedimiento numérico basado en la discretización de las ecuaciones de

Biot para el mismo orden de exactitud.

La segunda parte de la Tesis estuvo ı́ntegramente dedicada a estudiar la respuesta

śısmica de medios porosos saturados de matriz compuesta. En este sentido, en el Caṕıtulo

5 presentamos la teoŕıa desarrollada por Santos et al. [86], que permite analizar la

propagación de ondas en estos medios. A continuación, analizamos las principales ca-

racteŕısticas de las tres ondas compresionales y las dos ondas de corte que de acuerdo con

esta teoŕıa pueden viajar en estos ambientes. Luego realizamos un análisis cuantitativo

de las particiones de enerǵıa que tienen lugar cuando una onda compresional clásica

incide sobre una heterogeneidad plana en estos medios. El análisis presentado en este
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caṕıtulo es el primero en la literatura que considera la participación de los cinco modos de

propagación que existen en estos medios en las conversiones de enerǵıa que se producen

cuando una onda clásica incide sobre una interfase plana. Los resultados obtenidos nos

permitieron determinar que las tres ondas lentas intervienen de manera significativa en

las conversiones de enerǵıa que tienen lugar en las heterogeneidades del medio.

Por último, en el Caṕıtulo 6 aplicamos los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 5 para

estudiar la respuesta śısmica de sedimentos que contienen hidratos de metano en sus

poros. Con este objetivo, calibramos el modelo teórico utilizando datos reales obtenidos

en el pozo Mallik 5L-38, ubicado en el Delta del ŕıo Mackenzie, Canadá. Luego, cuantifi-

camos las conversiones de enerǵıa que se producen cuando una onda clásica incide sobre

una interfase plana determinada por una discontinuidad en la saturación de hidratos. En

estos análisis observamos que fracciones muy importantes de la enerǵıa de la onda clásica

incidente se pueden convertir a ondas lentas en las heterogeneidades, sugiriendo que

estos efectos de scattering podŕıan tener consecuencias muy importantes sobre el com-

portamiento de la onda clásica primaria. Con el objetivo de estudiar este fenómeno en

el caso de heterogeneidades irregulares, realizamos simulación numérica de propagación

de ondas a través de sedimentos que contienen distribuciones altamente heterogéneas

de hidratos de metano. Estos experimentos numéricos nos permitieron verificar que las

ondas clásicas se ven fuertemente afectadas por la presencia de las heterogeneidades,

manifestando una importante cáıda de amplitud a medida que viajan a través del medio.

La muy buena concordancia entre las pérdidas de enerǵıa modeladas en los experimentos

numéricos con las observadas en los sedimentos del Delta del Mackenzie nos sugieren

que estos fenómenos de scattering asociados con distribuciones altamente heterogéneas

de hidratos de metano permitiŕıan explicar los altos niveles de atenuación śısmica que se

suelen observar en estos ambientes, un problema para el que aún no se ha encontrado

una explicación teórica satisfactoria.
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En estas pocas ĺıneas quiero agradecer profundamente a las personas que me apoyaron

durante estos años en que la tesis fue tomando forma.

A mis papás, mi abuela, mis hermanas, quienes siempre están “ah́ı”. A mis sobrinos,

que le pusieron color y una cuota de irracionalidad a estos tiempos.

A Ani, que d́ıa tras d́ıa me escuchó, contuvo, aconsejó y alentó a seguir adelante
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Apéndice A

Aproximación numérica de los experimentos de compresión y de corte

En este apéndice presentaremos las formas débiles asociadas con los problemas de condi-

ciones de contorno que surgieron al proponer experimentos de compresión y de corte para

analizar los efectos mesoscópicos. Luego, presentaremos los espacios y el procedimiento de

elementos finitos para aproximar las soluciones de tales problemas. Finalmente, acotare-

mos el error de las aproximaciones obtenidas usando los procedimientos propuestos.

A.1 Una formulación variacional

Sea Ω el dominio rectangular donde resolveremos los problemas de condiciones de con-

torno. Además, sea Γ su borde, y ΓT , ΓB, ΓL y ΓR los lados superior, inferior, izquierdo

y derecho de Γ, respectivamente.

Para obtener una formulación variacional de las ecuaciones (2.17) bajo las condiciones

de borde (4.2) ó (4.6), introduzcamos los espacios

H1,P
0,B (Ω) = {v ∈ [H1(Ω)]2 : v · ν = 0 en ΓL ∪ ΓR, v = 0 en ΓB},

H1,T
0,B(Ω) = {v ∈ [H1(Ω)]2 : v = 0 en ΓB},

H0(div; Ω) = {v ∈ [L2(Ω)]2 : ∇ · v ∈ L2(Ω), v · ν = 0 en Γ},

y

H1
0 (div; Ω) = {v ∈ [H1(Ω)]2 : ∇ · v ∈ H1(Ω), v · ν = 0 en Γ}.

Los espacios H1,P
0,B y H1,T

0,B son subespacios cerrados de H1(Ω). Introduzcamos también

los espacios

V(P ) =
[
H1,P

0,B (Ω)
]2

×H0(div; Ω), V(T ) =
[
H1,T

0,B(Ω)
]2

×H0(div; Ω).

Luego, multiplicando la ecuación (2.17) por v =
(
vs, vf

)
∈ V(P ), integrando por partes y

aplicando las condiciones de borde (4.2), se encuentra que la solución u(P ) = (u(s,P ), u(f,P )) ∈
V(P ) de la ecuación (2.17) bajo las condiciones de borde (4.2), satisface la forma débil:

Λ(u(P ), v) = −〈∆P, vs · ν〉ΓT , ∀v =
(
vs, vf

)
∈ V(P ), (A.1)
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donde ∆P es la amplitud de la compresión armónica que se aplica sobre la muestra

representativa de roca, de acuerdo con las condiciones de borde (4.2). En la ecuación

anterior, dados u, v ∈ [H1(Ω)]2 ×H(div; Ω), la forma bilineal Λ(u, v) está dada por

Λ(u, v) = −ω2 (Pu, v) + iω (Bu, v) +
∑

l,m

(σlm(u), ǫlm(vs)) −
(
pf (u),∇ · vf

)

= −ω2 (Pu, v) + iω
(
buf , vf

)
+ (D ǫ̃(u), ǫ̃(v)) . (A.2)

En la expresión (A.2), la matriz definida positiva D y el vector columna ǫ̃(u) se definen

mediante

D =




λc + 2µ λc αKav 0

λc λc + 2µ αKav 0

αKav αKav Kav 0

0 0 0 4µ


 , ǫ̃(u) =




ǫ11(u
s)

ǫ22(u
s)

∇ · uf

ǫ12(u
s)


 .

De manera similar, la solución u(T ) = (u(s,T ), u(f,T )) ∈ V(T ) de la ecuación (2.17) bajo

las condiciones de borde (4.6), satisface la forma débil:

Λ(u(T ), v) = 〈g, vs〉ΓT , ∀v =
(
vs, vf

)
∈ V(T ), (A.3)

donde la función g(x, y) está definida según la expresión (4.7)

Asumamos la existencia de los problemas de valores de contorno dados por la ecuación

(2.17) bajo las condiciones de borde (4.2) ó (4.6), y sus formulaciones variacionales (A.1)

ó (A.3). Analicemos la unicidad de la solución u(P ) del problema (A.1). Con este objetivo,

consideremos ∆P = 0 y elijamos v = u(P ) en la ecuación (A.1), y aśı obtenemos

−ω2
(
Pu(P ), u(P )

)
+ iω

(
bu(f,P ), u(f,P )

)
+
(
D ǫ̃(u(P )), ǫ̃(u(P ))

)
= 0. (A.4)

Si tomamos la parte imaginaria en la ecuación (A.4), podemos ver que

‖u(f,P )‖2
0 = 0. (A.5)

Entonces, la ecuación (A.4) se reduce a

−ω2
(
ρbu

(s,P ), u(s,P )
)

+
(
D̂ ˜̃ǫ(u(s,P )), ˜̃ǫ(u(s,P ))

)
= 0, (A.6)

donde

D̂ =



λc + 2µ λc 0

λc λc + 2µ 0

0 0 4µ


 , ˜̃ǫ(u(s,P )) =



ǫ11(u

(s,P ))

ǫ22(u
(s,P ))

ǫ12(u
(s,P ))


 .
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Por otra parte, para cualquier v que se anule sobre un subconjunto de medida positiva

de Γ (en nuestro caso ΓB), usando la segunda desigualdad de Korn [66] puede demostrarse

que [21]

‖|v‖| =

(∑

kl

∫

Ω

|ǫkl(v)|2dΩ
)1/2

(A.7)

define sobre H1,P
0,B (Ω) una norma equivalente a la norma de H1(Ω). Entonces, existe un

par de constantes positivas C1, C2, para las que se cumple

C1‖v‖1 ≤ ‖|v‖| ≤ C2‖v‖1, ∀v ∈ H1,P
0,B (Ω). (A.8)

Ahora, si ρmax
b es el mayor valor de ρb(x, y) y λmin(D̂) el menor autovalor de la matriz

D̂, teniendo en cuenta además la relación (A.8) es fácil ver que se cumple

−ω2
(
ρbu

(s,P ), u(s,P )
)

≥ −ω2ρmax
b ||u(s,P )||20, (A.9)(

D̂˜̃ǫ(u(s,P )), ˜̃ǫ(u(s,P ))
)

≥ λmin(D̂)‖|u(s,P )‖|2 ≥ C2
1λmin(D̂)‖u(s,P )‖2

1. (A.10)

Sumando ambas desigualdades y considerando la igualdad (A.6), encontramos

0 ≥ −ω2ρmax
b ‖u(s,P )‖2

o + λmin(D̂)C2
1‖u(s,P )‖2

1 (A.11)

≥ λmin(D̂)C2
1‖∇u(s,P )‖2

0 +
(
λmin(D̂)C2

1 − ω2ρmax
b

)
‖u(s,P )‖2

0

≥ λmin(D̂)C2
1‖∇u(s,P )‖2

0,

siempre que ω satisfaga la condición

ω ≤ C1

√
λmin(D̂)

ρmax
b

. (A.12)

Luego, recordando que para cualquier v ∈ H1,P
0,B (Ω) se satisface la desigualdad de Poincaré,

es decir,

‖v‖0 ≤ C3‖∇v‖0, (A.13)

combinando las expresiones (A.11) y (A.13), se encuentra que

‖u(s,P )‖0 = 0. (A.14)

Finalmente, de las expresiones (A.5) y (A.14) se concluye la unicidad del problema

(A.1) para ω > 0 satisfaciendo (A.12). La unicidad de la solución u(T ) para el pro-

blema (A.3) puede demostrarse de manera análoga, siempre que se cumpla una condición

idéntica a la que se encuentra en la ecuación (A.12) para el rango de frecuencias.
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A.2 Los procedimientos de elementos finitos

Sea T h(Ω) una partición no solapada del dominio Ω en rectángulos Ωj , de diámetros

acotados por h, tales que Ω = ∪J
j=1Ωj . Para aproximar el desplazamiento del sólido en

el caso del experimento de compresión, usamos un espacio de elementos finitos conforme

denotado por N h,P
0,B ⊂ H1,P

0,B (Ω), mientras que para el experimento de corte consideramos

el espacio de elementos finitos conforme N h,T
0,B ⊂ H1,T

0,B(Ω). Estos espacios están definidos

mediante

N h,P
0,B = {v : v|Ωj

∈ P1,1 × P1,1, v · ν = 0 en ΓL ∪ ΓR, v = 0 en ΓB} ∩ [C0(Ω)]2,

N h,T
0,B = {v : v|Ωj

∈ P1,1 × P1,1, v = 0 en ΓB} ∩ [C0(Ω)]2,

donde P1,1 son los polinomios de grado no mayor que 1 en cada variable.

Para aproximar el desplazamiento del fluido, usamos un subespacio cerrado de la parte

vectorial del espacio de Raviart-Thomas-Nedelec de orden cero, denotado Wh
0 [75, 65].

Este espacio está definido como

Wh
0 = {v : v|Ωj

∈ P1,0 × P0,1, v · ν = 0 en Γ}.

Sean

Π
(P )
h :

[
H2(Ω) ∩H1,P

0,B (Ω)
]2

→ N h,P
0,B , Π

(T )
h :

[
H2(Ω) ∩H1,T

0,B(Ω)
]2

→ N h,T
0,B

las proyecciones definidas localmente tales que Π
(P )
h |Ωj

= Π
(P )
h,j , Π

(T )
h |Ωj

= Π
(T )
h,j , donde

(Π
(P )
h,j ϕ− ϕ, v)Ωj

= 0, v ∈ P1,1 × P1,1, v · ν = 0, en ΓL ∪ ΓR, v = 0 en ΓB,

(Π
(T )
h,j ϕ− ϕ, v)Ωj

= 0, v ∈ P1,1 × P1,1, v = 0 en ΓB.

También, sea

Qh : H1
0 (div; Ω) → Wh

0

la proyección definida por

〈
(Qhψ − ψ) · ν, 1

〉
B

= 0, B = ∂Ωj ∩ ∂Ωk ó B = ∂Ωj ∩ ∂Ω.
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Es conocido que, para todo ϕ ∈ [H2(Ω) ∩ H1,P
0,B (Ω)]2, ψ ∈ [H2(Ω) ∩ H1,T

0,B(Ω)]2 y

η ∈ H1
0 (div; Ω) [21, 65, 75],

‖ϕ− Π
(P )
h ϕ‖0 + h‖ϕ− Π

(P )
h ϕ‖1 ≤ Ch2‖ϕ‖2, (A.15a)

‖ψ − Π
(T )
h ψ‖0 + h‖ψ − Π

(T )
h ψ‖1 ≤ Ch2‖ψ‖2, (A.15b)

‖η −Qhη‖0 ≤ Ch‖η‖1, (A.15c)

‖η −Qhη‖H(div;Ω) ≤ Ch (‖η‖1 + ‖∇ · η‖1) . (A.15d)

Definamos los espacios de elementos finitos

V(h,P ) = N h,P
0,B ×Wh

0 , V(h,T ) = N h,T
0,B ×Wh

0 .

Entonces, el procedimiento de elementos finitos para aproximar la solución del problema

(A.1) se define de la siguiente manera: encontrar u(h,P ) =
(
u(s,h,P ), u(f,h,P )

)t ∈ V(h,P ) tal

que

Λ(u(h,P ), v) = −〈∆P, vs · ν〉ΓT , v =
(
vs, vf

)
∈ V(h,P ). (A.16)

También, el procedimiento de elementos finitos para aproximar la solución del pro-

blema (A.3) consiste en encontrar u(h,T ) =
(
u(s,h,T ), u(f,h,T )

)t ∈ V(h,T ) tal que

Λ(u(h,T ), v) = 〈g, vs〉ΓT , v =
(
vs, vf

)
∈ V(h,T ). (A.17)

Dado que u(h,P ) ∈ H1,P
0,B y u(h,T ) ∈ H1,T

0,B , la unicidad para los problemas discretos

(A.16) y (A.17) se puede garantizar con el mismo argumento que para el caso continuo,

siempre que la frecuencia ω cumpla con la restricción (A.12). La existencia de las solu-

ciones de estos problemas discretos resulta del hecho que los espacios V(h,P ) y V(h,T ) son

de dimensión finita.

Es interesante remarcar aqúı que esta afirmación sobre la unicidad para los problemas

discretos dejaŕıa de ser válida si usáramos espacios de elementos finitos no conformes.

Esto se debe a que tales espacios están incluidos en L2(Ω), pero no en H1(Ω), y entonces

no se puede afirmar que la expresión (A.7) induce una norma equivalente a la norma de

H1(Ω). Luego, en tal caso, no seŕıa válido utilizar el argumento de unicidad presentado

en el caso continuo para garantizar la unicidad del problema discreto.
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A.3 Estimación de los errores para los procedimientos de elementos finitos

Derivemos la estimación del error a priori para el procedimiento (A.16). La estimación

correspondiente al procedimiento (A.17) se puede obtener con un argumento similar.

Primero, usando la desigualdad (A.8) se encuentra que para u = (us, uf) ∈ VP , la

forma bilineal Λ satisface la desigualdad de tipo Garding

Re (Λ(u, u)) ≥ λmin(D)
(
‖|us‖|2 + ‖∇ · uf‖2

0

)
− ω2λmax(P)

(
‖us‖2

0 + ‖uf‖2
0

)

≥ C4

(
‖us‖2

1 + ‖uf‖2
0 + ‖∇ · uf‖2

0

)
− C5(ω)‖uf‖2

0, (A.18)

donde

C4 = min

(
1

2
λmin(D)C2

1 , λmin(D)

)
, C5(ω) = ω2λmax(P) + λmin(D),

siempre que la frecuencia ω satisfaga la condición

ω < C1

(
λmin(D)

2λmax(P)

) 1

2

. (A.19)

En la ecuación anterior, λmax(P) denota el máximo autovalor de la matriz P. Por otra

parte, Λ es V(P )-continuo, es decir,

|Λ(u, v)| ≤ C6(ω)
(
‖us‖1‖vs‖1 + ‖∇ · uf‖0‖∇ · vf‖0 + ‖uf‖0‖vf‖0

)
(A.20)

∀u = (us, uf), v = (vs, vf) ∈ VP .

Teniendo en cuenta que el error del procedimiento de elementos finitos está dado por

e = u(h,P ) − u(P ) = (es, ef),

restando la ecuación (A.1) de la expresión (A.16), se obtiene la siguiente ecuación del

error

Λ(e, v) = 0, v =
(
vs, vf

)
∈ V(h,P ). (A.21)

Si tomamos v = u(P ) − u(h,P ) + ψ − u(P ), con ψ = (Π
(P )
h u(s,P ), Qhu(f,P )) ∈ V(h,P ) en la

ecuación (A.21), obtenemos

Λ((es, ef), (es, ef )) = Λ
(
(es, ef), (u(s,P ) − Π

(P )
h u(s,P ), u(f,P ) −Qhu(f,P ))

)
. (A.22)
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Luego, tomando parte imaginaria en la ecuación (A.22) y usando la expresión (A.20),

encontramos que

Im (Λ(e, e)) = ω(bef , ef) (A.23)

≤ |Λ
(
(es, ef ), (u(s,P ) − Π

(P )
h u(s,P ), u(f,P ) −Qhu(f,P ))

)
|

≤ C6(ω)
(
‖es‖1‖u(s,P ) − Π

(P )
h u(s,P )‖1 + ‖∇ · ef‖0‖∇ ·

(
u(f,P ) −Qhu(f,P )

)
‖0

+‖ef‖0‖u(f,P ) −Qhu(f,P )‖0

)
.

Entonces, usando las propiedades (A.15) en la ecuación (A.23), obtenemos la desigualdad

‖ef‖2
0 ≤ C7(ω)h

(
‖es‖1‖u(s,P )‖2 + ‖∇ · ef‖0‖∇ · u(f,P )‖1 (A.24)

+‖ef‖0‖u(f,P )‖1

)
.

Ahora, si tomamos parte real en la igualdad (A.22) y usamos la desigualdad de Garding

(A.18) y las estimaciones (A.20) y (A.24), encontramos que

C4

(
‖es‖2

1 + ‖ef‖2
0 + ‖∇ · ef‖2

0

)
(A.25)

≤ Re
(
Λ
(
(es, ef), (u(s,P ) − Π

(P )
h u(s,P ), u(f,P ) −Qhu(f,P ))

))
+ C5(ω)‖ef‖2

0

≤ C8(ω)
(
‖es‖1‖u(s,P ) − Π

(P )
h u(s,P )‖1 + ‖∇ · ef‖0‖∇ ·

(
u(f,P ) −Qhu(f,P )

)
‖0

+‖ef‖0‖u(f,P ) −Qhu(f,P )‖0

)

+C9(ω)h
(
‖es‖1‖u(s,P )‖2 + ‖∇ · ef‖0‖∇ · u(f,P )‖1 + ‖ef‖0‖u(f,P )‖1

)
.

Luego, aplicando las propiedades (A.15) en la ecuación (A.25) se obtiene

C4

(
‖es‖2

1 + ‖ef‖2
0 + ‖∇ · ef‖2

0

)
≤ C10(ω)

(
h2
[
‖u(s,P )‖2

2 + ‖u(f,P )‖2
1 + ‖∇ · u(f,P )‖2

1

]

+δ
[
‖es‖2

1 + ‖ef‖2
1 + ‖∇ · ef‖2

1

])
. (A.26)

Y finalmente, tomando δ pequeño en la ecuación (A.26), se obtiene la estimación

‖es‖1 + ‖ef‖0 + ‖∇ · ef‖0 ≤ C11(ω)h
(
‖u(s,P )‖2 + ‖u(f,P )‖1 (A.27)

+‖∇ · u(f,P )‖1

)
.

Con un argumento idéntico, se puede derivar una expresión similar a la estimación

(A.27) para el error ẽ = u(h,T ) −u(T ), asociado con la aproximación por elementos finitos
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del problema (A.17). Es decir, hemos probado que las soluciones u(h,P ) y u(h,T ) de los

problemas (A.16) y (A.17) satisfacen

‖u(s,h,j) − u(s,j)‖1 + ‖u(f,h,j) − u(f,j)‖0 + ‖∇ ·
(
u(f,h,j) − u(f,j)

)
‖0 (A.28)

≤ C11(ω)h
(
‖u(s,j)‖2 + ‖u(f,j)‖1 + ‖∇ · u(f,j)‖1

)
, j = P, T,

para cualquier ω > 0 que satisfaga la condición (A.19).
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