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Resumen

En este Trabajo se disefia un algoritmo para la sintesis numérica de radargramas, incluyendo
tanto el efecto de la difraccion como la presencia de reflexiones multiples. Este algoritmo parala
resolucion del Problema Directo se desarrolla paraun modelo de Tierra simplificado, consistente
en una coleccion de puntos difractores y reflectores plano-paralelos, inmersos en una matriz
homogénea e isétropa, con incidencia normal delaradiacion.

Para el desarrollo de este algoritmo se busca relacionar el perfil que se mediria sobre la
superficie con la distribucion de reflectividad en la subsuperficie, mediante la resolucién de la
Ecuacion de Ondas en el dominio frecuencial.

Dada la necesidad de trabajar con transformadas de Fourier e interpolar los espectros, se
estudia la forma apropiada de realizar ésta, desarrollandose la técnica para la interpolacién en el
espectro mediante la generalizacion del Teorema de Shannon. Esta es una técnica muy costosa
computacionalmente, por lo que se elige como alternativa la interpolacion mediante splines
cubicos. Esta eleccion implica la aparicion de un factor de atenuacion espurio, cuya correccion
excede los objetivos de este Trabajo, y seratratada en la ampliacion natural del mismo.

Dadas las caracteristicas de este método, la difraccion aparece en forma natural. Las
reflexiones multiples se obtienen mediante la introduccion, previa ala resolucién de la Ecuacién
de Ondas, de una coleccion de reflectores ficticios asociados a cada reflexion maltiple, que son
determinados mediante un procedimiento andlogo al trazado de rayos.

Este algoritmo se implementa en el lenguaje de programacion de MATLAB, y se disefia
para ser ensamblado facilmente en un programa mas completo de modelado y andlisis de
radargramas.



|ntroduccion

Los métodos numéricos juegan un papel fundamental en Geofisica Aplicada, ya que a
conocimiento directo del subsuelo no puede accederse sin un enorme costo en excavaciones o en
perforaciones; que son, ademés, métodos destructivos. Al contrario de lo que ocurre en otras
disciplinas, en las que se pueden construir prototipos para chequear un nuevo concepto o
procedimiento, en Geofisica sblo se dispone de simulaciones numéricas para examinar la
efectividad de un método en la blsqueda de un objetivo en la subsuperficie. El nicleo de este
trabajo lo constituye el disefio de un método para la resolucion numérica del Problema Directo
parael geo-radar.

El geo-radar es un método de Prospeccion Geofisica de alta resolucion basado en la emision
y propagacion de ondas electromagnéticas, y la posterior recepcion de las reflexiones en
discontinuidades, habil para el estudio no destructivo de la estructura de la regién subsuperficial
y lalocalizacion de objetos enterrados, que empieza a desarrollarse enla segunda mitad del siglo
XX.

El geo-radar consiste esencialmente en una unidad central, que sirve para coordinar €l
funcionamiento del resto de componentes, una serie de antenas encargadas de emitir los
impulsos el ectromagnéticos y captar sus reflexiones en el subsuelo (cuyo patrén de radiacion se
considera, en general, contenido en un cono dirigido hacia el subsuelo), asi como un soporte
para visualizar los resultados y un sistema de grabacién de sefidles que facilite el
almacenamiento de los datos para @1 posterior andlisis o reproduccién (en la actualidad se
emplea un ordenador portétil como medio de almacenamiento y visualizacion).

Las primeras contribuciones en la literatura cientifica en relacién a este método se centran
en la metodologia que lo caracteriza. Se hace hincapié en la necesidad de determinar
convenientemente | os parametros de adquisicion y efectuar una buena caracterizacion del equipo
(se readlizan estudios sobre la base de experimentos de campo, en que se analizan diferentes
frecuencias y potencias de emision), y se resuelve e Problema Directo, aunque Unicamente en
modelos simplificados. Una vez conocidas las bases fisicas del método aparecen contribuciones
relacionadas con el tratamiento e interpretacion de los datos, haciéndose uso de las técnicas
tradicionalmente empleadas en la Prospeccion sismica de reflexién para la migracion, la
interpolacion, etc.,! para conseguir una interpretacion cuantitativa més fiable, como puede verse
en:

Antenas (Bernabini et al., 1995; Jol, 1995).

Funcionamiento y caracterizacion de sistemas de geo-radar (Pettinelli et al.,
1994ay 1994b).

Modelado numérico (Hollender y Tillard, 1998; Saintenoy y Tarantola, 2001).

! En ambos métodos se estudia la propagacién de ondas en la subsuperficie, existiendo una mayor analogia
entre las ondas Sy las ondas el ectromagnéti cas, dadas las caracteristicas de polarizacion de estas Ultimas.



4 Introduccién

Modelado de radar (Casper y Kung, 1996; Carcione et al., 2000).
Procesado de imégenes (Sutinen, 1992; Tercier et al., 2000)
Procesado de sefiales (Lehman y Green, 2000; Moran et al., 2000).

Tomografia (Liuy Xiao, 1998; Holliger et al., 2001).

Es interesante hacer notar la falta de herramientas de tratamiento desarrolladas
especificamente para datos de geo-radar, que tengan en cuenta las peculiaridades que diferencia
este método con el de sismica de reflexion.? Este es uno de |os aspectos que serd tratado en este
trabajo.

En la década de los 90 se produce un aumento en la aparicién de colaboraciones obre
aplicaciones del geo-radar, alcanzando suficiente importancia como para ser protagonista de
sesiones propias en los congresos internacionales. Existe, incluso, un congreso dedicado

exclusivamente al geo-radar (International Conference on Ground-Penetrating Radar) iniciado a

finales de los 80, que se redliza cada dos afios. Asi mismo, se incrementan y diversifican los
campos de aplicacién, por ejemplo:

Aplicaciones medioambientales (Nakashima et al., 2001; Teixeira et a.,
2002).

Argueologia (Lorenzo et al., 1998; Da Silvaet al., 2001; Pérez Gracia, 2001).
Construccion e inspeccion (Hugenschmidt et al., 1998; Hugenschmidt, 2000).
Evaluacion de materiales (Matthews et al., 1998; Robert, 1998).

Glaciologia (Beres et a., 1999; Jakobsen y Overgaard, 2002).

Hidrologia (Tronicke et al., 1999; Gloaguen et al., 2001).

Ingenieria (Lorenzo, 1994; Carcione, 1996).

Mineria (Suman y Knight, 1997; Hollender et al., 1999).

Pavimentosy puentes (Gordon et al., 1998; Hugenschmidt et al., 1998).

Radar aplicado a sondeos (Olsson et al., 1992; Hollender et al., 1999).

Este auge en el desarrollo de latécnica del geo-radar daidea de laimportancia adquirida por
este método de estudio en la Ultima década. Esto es debido, en gran medida, a que se trata de un
método no destructivo y ala relativa simplicidad del proceso de adquisicion de datos, 1o que lo
hace un método de Prospeccion répido, barato en comparacién con otros métodos, eficientey €l
de mayor resolucion dadas las altas frecuencias que empl ea.

En el modelado numérico de perfiles de geo-radar se han empleado fundamentalmente dos
técnicas bien diferenciadas (Zeng et al, 1995):

2 Mientras que en la Prospeccién sismica son |as propiedades el asticas de |os materiales las que rigen la
propagacién de las ondas, en €l caso de la Prospeccidn con geo-radar |as propiedades determinantes son las
electromagnéticas. Asi mismo, el geo-radar emplea ondas de frecuencias mucho mayores que las utilizadas en
sismica: 10-1000 MHz frente a 10-1000 Hz (Pérez Gracia, 2001).



Introduccion

La primera se basa en la resolucién de la Ecuacion de Ondas en €l dominio natural mediante
diferencias finitas® Para ello se supone la existencia de capas, con geometria mas o menos
complicada, dentro de las cuales los parametros el ectromagnéticos permanecen constantes. Los
algoritmos basados en esta técnica equivalen a un trazado de rayos, y permiten determinar las
amplitudes debidas a la reflexion, incluidas las reflexiones multiples, pero no incluyen efectos
tipicamente ondulatorios tales como la difraccion (Vasco et al, 1997; Chen y Huang, 1998;
Frenjey Juhlin, 1999; Hammon et al., 2000; Saintenoy y Tarantola, 2001).

La segunda se basa en la resolucién de la Ecuacion de Ondas en el dominio frecuencial
mediante el uso de transformadas de Fourier. Para ello se supone que los reflectores se
encuentran constituidos por la superposicion de puntos difractores en una matriz caracterizada
por parametros electromagnéticos constantes. Los algoritmos basados en esta técnica permiten
determinar los efectos ondulatorios (difraccion), pero no permiten tener en cuenta €l patron de
emision de la antena ni la existencia de reflexiones multiples (Stolt et al., 1978; Ursin, 1983;
Wen et al., 1988; Witten et al., 1994; Carcione y Cavallini, 2001).

El objetivo de este Trabajo de Investigacion es disefiar un algoritmo para la sintesis
numérica de radargramas, incluyendo tanto el efecto de la difraccion como la presencia de
reflexiones multiples. Este algoritmo para la resolucion del Problema Directo se desarrolla para
un modelo de Tierra simplificado, consistente en una coleccion de puntos difractores y
reflectores plano-paralelos, inmersos en una matriz homogénea e isotropa, con incidencia
normal de la radiacion; y debe poder ser generalizable a medios complejos, mas proximos a la
realidad del terreno.

Para el desarrollo de este algoritmo se empleara una metodologia inversa a la expuesta por
Stolt (1978) para la migracién de perfiles sismicos en el espacio frecuencial mediante resolucion
de la Ecuacion de Ondas en el dominio frecuencial, particularizandose para la propagacion de
ondas electromagnéticas en el rango de frecuencias del geo-radar. Este método se encuadra en la
segunda categoria entre las anteriormente expuestas, por o que la difraccion aparecerd en forma
natural. Las reflexiones multiples serdn obtenidas mediante la introduccion, previa a la
resolucién de la Ecuacion de Ondas, de una coleccion de reflectores ficticios asociados a cada
reflexion mdltiple, que serén determinados mediante un procedimiento andlogo a trazado de
rayos.

Esta Memoria se encuentra estructurada en cuatro Capitulos. En el primero de ellos se
desarrolla el nicleo del agoritmo. Para ello se resuelve el Problema Inverso, particularizado
para la propagacién de ondas electromagnéticas, empleandose una metodologia paralela a la
expuesta por Stolt (1974) para resolver la Ecuacién de Ondas en e dominio frecuencial.
También se discuten las simplificaciones necesarias para la obtencién de un algoritmo operativo
sencillo. La resolucién del Problema Directo se logra mediante la inversion del algoritmo
anterior.

Dada la importancia de una apropiada determinacion numeérica de las transformadas de
Fourier directa e inversa, y la necesidad de efectuar interpolacion en los dominios frecuencial y
natural, en el Capitulo 2 se desarrolla el formalismo matemético de estas transformaciones en su

3 A los efectos de esta I ntroduccién, se entiende por DOMINIO NATURAL el conjunto de valores (X, Y,z t )

en |los que se busca la solucién de la ecuacién de ondas. Asi mismo, se entiende por DOMINIO FRECUENCIAL €

conjunto de valores de las frecuencias (u, V,W,W) asignadas por la Transformada de Fourier alos valores
que definen el dominio natural (Cf. §2.1.1.).



Introduccién

aplicacion a las funciones muestreadas con soporte acotado, efectuandose particul arizaciones
paralas funciones constituidas por sumade impulsos, que son las tratadas en el presente trabajo.

En el Capitulo 3 se expone la estructuracion del algoritmo implementado en sus moédul os
constituyentes, prestandose una especial atencion al método de determinacion de los reflectores
ficticios que permiten obtener las ondas reflejadas multiples.

En el Capitulo 4 se exponen y analizan los resultados de la aplicacién de este algoritmo a
distintos modelos.

Esta Memoria finaliza con la exposicion de las conclusiones finales, prestdndose una
especial atencién a las modificaciones necesarias para soslayar las sucesivas simplificaciones
efectuadas en el desarrollo expuesto en esta Memoria.

Dada la complejidad matematica del texto (en especial, el Capitulo 2), y con el objeto de
facilitar su lecturay comprension, las definiciones y resultados matematicos més importantes se
delimitan mediante los simbolos ? y ? . Las demostraciones mateméticas que se desarrollan en
este trabajo, que son expuestas en esta Memoria por mor de la completitud y con el objeto de
fijar la notacion que es empleada, se delimitan mediante simbolos | , con €l objeto de facilitar su
omisién en unaprimeralectura, en caso que se desee.



Capitulo 1

Modelado y sintesis

de perfiles de geo-radar
mediante un algoritmo basado
en la transformada de Fourier



Introduccion

En este primer Capitulo se efectlia el desarrollo de un algoritmo para la sintesis numérica de
radargramas. Para ello se resuelve el Problema Inverso, empleandose una metodologia paralelaa
la expuesta por Stolt (1978) para la migracion de perfiles sismicos en el espacio frecuencial,
mediante resolucién de la Ecuacion de Ondas escalar en el dominio frecuencial. Este desarrollo
se particulariza para la propagacion de ondas electromagnéticas, discutiéndose las
simplificaciones necesarias para la obtencion de un algoritmo operativo sencillo. La resolucién
del Problema Directo se logra mediante lainversion del algoritmo anterior.

Se encuentra dividido en seis Secciones dedicadas, respectivamente:

A la exposicion de las ecuaciones que rigen la propagacion del campo
€l ectromagnético y ala obtencion de la Ecuacion de Ondas.

Al planteamiento del problema de inversion previo a la resolucion del
Problema Directo.

A latransformacion de la Ecuacién de Ondas en el dominio natural, previa a
su transformacion y resolucién en el dominio frecuencial.

Al planteamiento y resolucion del problema de inversién transformado en el
dominio frecuencial.

A la exposicién, a modo de compilacion, de los principales resultados
obtenidos.



1.1.

Propagacion del campo electromagnético: Ecuacion de Ondas

La propagacién del campo electromagnético (EM) en el interior de medios lineaes,
homogéneos e isbtropos esta descrita por las ecuaciones de Maxwell y las relaciones
constitutivas (Ward y Hohmann, 1987):*

NUE+B -0, RUH-P-;
1t qt
N.-B=0, ND=r 1.11)

D =eE, B=nH, J=sE+J'

Donde E denota la intensidad de campo eléctrico (V-mi?), B lainduccién magnética (T o
Wb-n?), H laintensidad de campo magnético (A-m?), D el desplazamiento eléctrico (C-m?) y
J la densidad de corriente (A-m?), suma de las densidades de corriente de conduccion,
J =s E, y laasociada a la fuente del campo EM (en el caso del geo-radar, la antena emisora),

J"  Estas magnitudes vectoriales son dependientes de laposiciony el tiempo.

Asi mismo, € representa la permitividad eléctrica (F-m), M la permeabilidad magnética
(Hm')y S la conductividad eléctrica (Sni') del medio. Se asume que estas magnitudes

escalares son independientes del tiempo, temperatura y presion, pero pueden depender de la
posicion.

En el caso del geo-radar, la deteccion del campo EM en la antena receptora comienza una
vez finalizada la emisién en la antena emisora, de tal forma que ésta se efectla en unas

condicionestales que J " =0 entodo punto del espacio (Lorenzo, 1994; Pérez Gracia, 2001).

Teniendo en cuenta esta consideracién, y operando adecuadamente en (1.1.1), es posible
escribir las denominadas Ecuaciones de Onda para el campo eléctrico y magnético, en la forma
(Ward y Hohmann, 1987; Chen y Huang, 1998):

E.tE, +E,=meE, +msE,
(112
Hy+H,+H,=meH, +nsH,

Donde los subindices denotan derivacion respecto de las variables indicadas, definidas en la

subseccion siguiente.

De acuerdo con Chen y Huang (1998), se considerara el campo EM como |a superposicion
de los modos ortogonal es transversal eléctrico y transversal magnético (modos TEy TM).

1 Aqui aparece la primera de | as aproximaciones que se consideran en el desarrollo:

Se considera que los medios que constituyen la region subsuperficial son
lineal es, homogéneos e i sétropos.
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Es preciso tener en cuenta que las antenas emisora y receptora de un geo-radar estan
formadas por dipolos de media onda, caracterizados por radiar un campo EM méaximo en la
direccién perpendicular a dipolo y nulo alo largo de su gje. Los dipolos emisor y receptor estén
orientados de tal forma que la direccion del campo eléctrico E de ambos sea paralela, y
paralelos a la direccion de cada perfil (Lorenzo, 1994). En el caso en que las antenas son dipolos
eléctricos, la sefial registrada en la antena receptora es el campo eléctrico; mientras que en el

caso en que las antenas son dipolos magnéticos, la sefial registrada es el campo magnético
(Cardamacet al, 1998).

Teniendo en cuenta estas consideraciones, asi como la similitud formal de las ecuaciones
(1.1.2), se esta interesado en la resolucion de la Ecuacion de Ondas escalar (Chen y Huang,
1998):

YutYyty, =My, tnsy, (113)

Donde Yy representa la componente no nula del campo eléctrico, en el caso de dipolos
el éctricos, o lacomponente no nula del campo magnético, en el caso de dipolos magnéticos.



1.2.

Planteamiento del Problema Inverso

Sea (O; X,Y, Z) un sistema de referencia, donde el origen O se sitia sobre la superficie

de la Tierra, el eje OZ (con vector unitario Z) se sitla en la direccion de la vertical, con
sentldo positivo hacia el interior delaTierra, y los gjes OoX y oY (con vectores unitarios X y

y respectivamente) se sitlan sobre la superficie, ortogonales con OZ y entre si, como se
muestra en la Figura 1-2-1.

De acuerdo con Stolt (1978), se considera que cada traza representa, medida sobre la
superficie, la amplitud de una de las componentes del campo eléctrico o magnético en funcion
del tiempo. Esta se representa mediante una funcion escalar Y , que se considera que depende

r

de las posiciones del emisor, ¢ =x%Vy®,Z°|,y receptor, r' =(X',y",Z |, y del tiempo,
y

gue se denota:
y oy (X v 25Xy, 25 t) (L2.1)

De tal forma que un perfil esta constituido por un conjunto de trazas, medidas a lo largo de
un segmento de linea sobre la superficie.

El objetivo de este Capitulo es hallar la relacion entre esta funcion escalar (1.2.1) y la
distribucién de reflectividad de la regién subsuperficial, dado por una funcién escalar R

funcién delaposiciéon I = (X, y,z) .

r=(xy,z)

oz

Figura 1-2-1: Sstema de coordenadas. Los vectores re y r'" denotan, respectivamente, la
posicién del emisor y el receptor; I' denota la posicidn de un punto genérico de la subsuperficie.

11
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Esta distribucion de reflectividad R se estima como el valor de la funcion Yy que se

observaria en cada punto, en el caso en que emisor y receptor se aproximan hacia el punto I de
la subsuperficie, de tal forma que el tiempo de recorrido se hace cero; de tal forma que
(Claerbout, 1971; Stolt, 1978):

R(x,y,2) =y (XY, Z XY, 0) 1.2.2)

De aqui en adelante se referird al conjunto de trazas (1.2.1) que determinan un perfil como
SECCION MEDIDA, y se denotard Y M y a conjunto de valores (1.2.2) que caracterizan la

regi6n subsuperficial como DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD, y se denotaray °F.



1.3. Transformaciones dela Ecuaciéon de Ondas en el dominio natural

Una vez planteado el Problema Inverso, se realizan varias aproximaciones, con €l objeto de
reducir el nimero de grados de libertad cl problema e incrementar la factibilidad de su
resolucion. Para ello, se efectlian en la Ecuacién de Ondas escalar dos transformaciones,

resultado de sendos cambios de variables realizados con el objeto de expresar dichas
aproximaciones en forma sencilla.

1.3.1. Primeratransformacion

1.3.1.1. Cambio de variables

Stolt (1978) propone efectuar un primer cambio de variables:

Do
rra 2
v ® | (1.3.1)
re . I,.r r.e
lpreo
1 2

De tal forma que R = (X ,Y,Z) representa la posicion del centro del dispositivo y

r'e= (Xre, y'e, Zre) la posicién relativa receptor—emisor. Téngase en cuenta que, en la mayor

parte de los casos, emisor y receptor se mueven simultaneamente a lo largo del perfil, de tal
forma que la coordenada I " permanece constante.

En este nuevo sistema de coordenadas, la funcion Y expuesta en (1.2.1) se rescribe en la
forma:

c(X.Y.Z x*, vy 2% ) oy (x°,y°, 25X, Y, Z;t) (132)
Stolt (1978) propone efectuar una primera aproximacion:

Se considera que la superficie viene dada por el plano horizontal Z=0, de
tal formaque z° =2" =0; luego Z =z =0.

13
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Teniendo en cuenta esta aproximacion, la SECCION MEDIDA (1.2.1) tomala forma:

¢ (X Y,0; X¢, yre,O;t) =y M (xe,ye,O; X', y",0; t) (13.3)
Y la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (1.2.2):

c”¥(X,Y,Z;0,0,0;0) =y ™ (xV,z XY,z 0) (1.3.4)

En este Ultimo caso, téngase en cuenta que la posicién del centro del dispositivo coincide

con la posicion del punto, y la posicion relativo receptor—emisor es el vector cero, a ser ambos
coincidentes.

Stolt (1978) propone efectuar una segunda aproxi macion:

Se considera incidencia normal a la superficie, de tal forma que emisor y
receptor son coincidentes y X°=X , Y=V ;luegp X =X°, Y=Vy°y
Xre - yre = 0

Teniendo en cuenta esta aproximacion, la SECCION MEDIDA (1.3.3) y la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD (1.3.4) se rescriben, respectivamente, en laforma:

c¥(X,Y,0;0,0,0;t)=y (xe,ye,O; X®, ye,O;t)

4 (1.35)
c°?(X,Y,Z;0,0,0;0)=y

°R(x,Y,ZX,Y,2;0)

1.3.1.2. Transformacion de la Ecuacién de Ondas

Dado el cambio de variables (1.3.1), es preciso modificar la Ecuacién de Ondas (1.1.3) para
transformar las derivadas respecto de las variables antiguas y expresarlas en términos de
derivadas respecto de las nuevas variables. Este cambio de derivadas se efectla teniendo en

consideracion la siguiente particularizacion de la Regla de la Cadena (Harris y Stocker, 1998,
§12.2.10; Marsden y Hoffman, 1999, §6.5.1):

? REGLA DE LA CADENA (CASO PARTICULAR). Sea Al R" un abiertoy f: A® R™
una funcién diferenciableen X1 A,y sea B1 R™ un abierto y g:B® R unafuncion

diferenciable en f(X)T B. Entonces, la matriz jacobiana de la funcién compuesta

ho go f=ggf (X)§ ene punto X ese producto de lamatriz jacobianade g evaluadaen
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f (X) con la matriz jacobiana de f evaluada en X, en este orden, de tal forma que las

derivadas parcialesde h vienen dadas por la expresion:

h_g 1w,
% =Ty, 7%

(13.6)
T L)

?
Las derivadas parciales ce segundo orden se determinan mediante iteracion, en la forma
(Harrisy Stocker, 1998, §12.6.1; Marsden y Hoffman, 1999, §6.8):

f'h _ 1 =ho
ﬂxjﬂxi ﬂxj eﬂxi ﬂ

(1.3.7)
"i,jT{L,n}

Bajo ciertas condiciones, |as derivadas parcial es cumplen una propiedad de simetria:

? LEMADE SCHWARZ (CASO PARTICULAR). Sea h: A® R" una funcién diferenciable
dos veces en €l conjunto abierto Al IR, con derivadas parciales segundas continuas. Entonces

sedalaigualdad:
°h _ *h
T™xTx, 1% 9%

(1.3.8)
LT L

?

Teniendo en cuenta la regla de la cadena (1.3.6), las derivadas parciales (1.3.7) se
determinan en laforma:

? DETERMINACION DE DERIVADAS PARCIALES SEGUNDAS (CASO PARTICULAR). Sea
Al R" unabiertoy f: A® R™ unafuncién diferencisbleen XI A,ysea Bl R™ un

abietoy g:B® R una funcion diferenciable en f (X)T B. Entonces, las derivadas

parciales de segundo orden de h vienen dadas por la expresion:
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'h g 42, Th fy, Ty, fh 1 2y, 00
Tl S A Ty, T T Ty, X, S, g
(1.3.9)

LT L

-~

i DEMOSTRACION: Aplicando nuevamente la Regla de la Cadena (1.3.6) en (1.3.7), se

obtiene directamente:

£ 128 1y, 61y, _
baz.l ﬂy 21 ﬂya 1}(1 Qﬂx
b=

Ao Ty, T T Ty, T STy, o

LT L)

Obsérvese que, en el caso habitual en que las coordenadas{ y,} son independientes entre
si (basta que sean linealmente dependientes), la expresion paralas derlvadas segundas(1.3.7), se

reduce a:
h & & T
ﬂ — a a ﬂ wa 1-[yb
ﬂxjﬂxi b=1 a=1 Wal¥s X ﬂXj
(1.3.12)
"1, 1 {%-.n}

Teniendo en cuenta las expresiones para €l cambio de variables en las derivadas parciales
expuestas en (1.3.6) y (1.3.9) se obtiene, para el cambio de variables expuesto en (1.3.1):
T_19 .17 91_19 17
™ 29X 27  Ix, 21X 2x
”_ 17 11T2 1‘|T2 7 197 1¥ 1‘|T2
x? 4TD(2 ZﬂXﬂx 4ﬂx2’ we 4‘[|>(2 ZﬂXﬂx 4ﬂx

(13.12)

Obteniéndose expresiones andlogas para el resto de coordenadas.
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Stolt (1978) propone efectuar una nueva aproximacion:

I Se desprecian las derivadas parcialesrespectoa X, VY, Z.

Este autor considera dificil de justificar esta aproximacion, cuya necesidad tiene un caracter
meramente operativo. En el caso que se esta tratando en este trabajo, es preciso tener en cuenta
gue, bajo las aproximaciones anteriormente realizadas, estas coordenadas han sido fijadas a cero,
de tal forma que carece de sentido tener en cuentalas derivadas parcial es respecto de éstas.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, asi como el resultado expuesto en (1.3.12), en
este nuevo sistema de coordenadas la Ecuacion de Ondas escalar (1.1.3) serescribe en laforma:

Cyx +Cyy +Cyy =4(neC, +15C,) (1313

1.3.2. Segunda transformacion

1.3.2.1. Cambio de variables

Stolt (1978) propone efectuar un nuevo cambio de variables:

—_—

L.d°Z
Zij 1
7® | (1.3.14)
tKV) TD°E+Z
2

Donde C representa la velocidad de propagacion de las ondas electromagnéticas en el
medio, dada por (Lorenzo, 1994):

c= = - (1.3.15)

Donde, asuvez, W=2p f representa la frecuencia angular, o pulsacion, de las ondas
electromagnéticas (rad-s™). Obsérvese que la velocidad de propagacion depende de la posicién
(a través de los parametros electromagnéticos del medio) y de cada frecuencia contenida en la
emision de la antena. Unicamente en medios no conductores, a ser la conductividad nula,

desaparece la dependencia ce la frecuencia, y la velocidad de propagacion se expresa en la
forma:



18 Capitulo 1 — Modelado y sintesis de perfiles de geo-radar

(1.3.16)

3l

En este caso la nueva coordenada d sustituye a la profundidad Z , y la coordenada D
representa el doble del promedio entre la profundidad real y la profundidad asociada al tiempo
doble de recorrido. Este cambio carece de sentido fisico, y se introduce con €l objeto de
simplificar la posterior resolucion de la Ecuacion de Ondas en el dominio frecuencial.

En este nuevo sistema de coordenadas, la funcion C expuestaen (1.3.2) se rescribe en la
forma:

f (X,Y,d,D)° c(X,Y,Z;0,0,0; t) (1.3.17)

En este trabajo se propone efectuar una nueva aproximacion:

I Se considera que los parametros el ectromagnéticos son constantes en todo el
medio.

Esta aproximacién carece de sentido fisico, en términos estrictos, puesto que la existenciade
reflectores se ve condicionada a la presencia de discontinuidades en los pardmetros
electromagnéticos del medio. No obstante, hay autores (p.e., Zen et al., 1995) que consideran
que esta aproximacion es aplicable en muchos casos, citandose el caso de rocas igneas donde la
compactacion diferencial respecto a la profundidad no es significativa, o terrenos calcéreos. Este
no es el caso que se da en la mayor parte de |as aplicaciones a la Arqueologia; no obstante, sera
tenida en cuenta con el objeto de simplificar convenientemente el presente desarrollo, y serd
discutida en Capitul os posteriores?

Teniendo en cuenta esta aproximacion, la SECCION MEDIDA y la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD expuestas en (1.3.5) se rescriben, respectivamente, en laforma:

£ (X,Y,0,0) =f * B v,0,20= ¢ (x,Y,0:0,0,0; 1)
& 2y (13.18)

f ™ (X,Y,D,D) =f °*(X,Y,Z,Z) =c "*(X,Y,Z;0,0,0;0)

2 En desarrollos posteriores, donde se elimina esta aproximacion, cobra sentido fisico ladefinicién de las
nuevas variablesD y d (Stolt, 1974).
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1.3.2.2. Transformacion de la Ecuacién de Ondas

Dado & cambio de variables (1.3.14), es preciso modificar nuevamente la Ecuacion de
Ondas (1.3.13) para transformar las derivadas respecto de las variables antiguas y expresarlas en
términos de derivadas respecto de las nuevas variables. Teniendo en cuenta las expresiones para
el cambio de variables en las derivadas parciales expuestas en (1.3.6) y (1.3.9) se obtiene, parael
cambio expuesto en (1.3.14):

2 2 2 2 2 2 (119
ﬂz:ﬂz-|'2 ! +ﬂ2’ ﬂ_2:£ﬂ_2
2= 91D Dfd 9d ft> 49D

Asi pues, es posible rescribir en este nuevo sistema de coordenadas la Ecuacion de Ondas
escalar (1.3.13) en laforma:

f o+ Hop + 20 oy +f 4 =C7mef L, +2cnsf (1.3.20)

Teniendo en cuenta el valor de la velocidad de propagacion expuesto en (1.3.15), es posible
rescribir esta ecuacion en laforma:

fog Hyw Hop+ 2 oy 4 = 2?%1‘ oD +%f DS (L3.20)

(%]

Donde han sido definidas:

2
0 / &S 0 o /Ln
f(w)e 1+ 1+8we5’ g°s 2e (1.3.22)

La expresion de la Ecuacién de Ondas escalar (1.3.21) sera la empleada en la siguiente
Seccién para determinar la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD conocida la SECCION MEDIDA.




1.4. Resolucién delaEcuacion de Ondas en el dominio frecuencial:
Obtencién de laDISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD a partir de la SECCION MEDIDA

La relacion entre la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD y la SECCION MEDIDA se determina
via sus transformadas de Fourier, a través de la transformada de la Ecuacion de Ondas escalar

(1.3.21) obtenida tras los cambios de variable y las aproximaciones efectuadas en la Seccién
anterior.

1.4.1. Generalizacion de la SECCION MEDIDA en funcién de su
transformada de Fourier

Sea la transformada de Fourier de laSECCION MEDIDA expuestaen (1.3.18):3
AU.V.Q)° ¢, dX &, dY ¢ dD &'V ®)f % (x v 0,D) (L4.1)

Donde U, V y Q representan las frecuencias asociadas a las coordenadas X , Y y D,
respectivamente.

Dadalatransformada (1.4.1), es posible recuperar la SECCION MEDIDA en laforma:

3
M _%1 o - N N j (UX+VY+QD) |
f(X,Y,0,D) Xy Q,du g, dv ¢, dQe AU,V,Q) (42
Es posible generalizar la expresion anterior en laforma:
3
_%1 0 X N N iUX+VY+od+QD) |
f (X,Y,d,D)—gEEQdU QédV QdQe A(U,V,Q) (1.4.3)

Donde ( representa la frecuencia asociada a la coordenada d. Obsérvese que s se
sustituye d = O en laexpresion anterior, se obtiene (1.4.2).

Lanuevafrecuencia ( debe ser tal que se verifique la Ecuacion de Ondas escalar (1.3.21).
Esta se expresa en el dominio frecuencial en laforma (Ward y Hohmann, 1987):

3 Cf. Capitulo 2.

20
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i) +(iv) +(iQ)" +2(iQ)(ia) +(ia) #F (U.V.0,Q) =
(1.4.4)

=z§%(iq)2+%(@)§F (UV.a.Q)

Donde F (U ,V,q,Q) representa la transformada de Fourier de f (X Y, d, D) . Asf
pues, se obtiene larelacidn de dispersion:

U?+V2+Q*+2Qq+q? -ngzQ -—|Q_ (1.4.5)

De tal forma que es posible obtener la nueva frecuencia ( en términos del resto de
frecuencias en laforma:

q=- Qi\/zg‘%Qz . %ng- U z+v?) (14.6)

1.4.2. Obtencion de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

Es posible obtener una expresion para la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD expuesta en
(1.3.18), sustituyendo la expresion de  (1.4.6) en la generalizacion (1.4.3), considerando el

caso particular d = D, enlaforma:

f ®(X,Y,D,D)=

{CUX+VY£D (1.4.7)
&l o

Q- ng U +v2
_8__61dUO¥dVO¥dQe Jg . ﬂA(UVQ)

Es posible rescribir 1a DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD arriba expuesta para expresarla en
laformade unatransformada de Fourier inversa. Paraello, se propone el cambio de variable:

el .0

Ko+ [26-—Q?- Yig?. (U2+v?) (14.8)
&f f g

Elevando al cuadrado y operando en la expresion anterior se obtiene:

1 ., 9. H?
_() - = ?- —=0 1.4.9
f2 f 2 (14.9

Donde se hadefinido:

H20K? +U? +V? (1.4.10)
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Detal forma que es posible expresar lafrecuencia Q en laforma:

2 _ 2 (o)
Q=a¢gir H -9 (1.4.11)

2

Teniendo en cuenta el valor de H? expuesto en (1.4.10), tomando diferenciales en ambos
miembros de la expresi6n anterior se obtiene;

dQ = iL f (w)-dK (14.12)

Asi pues, es posible rescribir la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD (1.4.7), sustituyendo el
valor de Q expuesto en (1.4.11) y el valor de la diferencial dQ expuesto en (14.12) en la
forma:

f °(X,Y,D,D)= geiE 9,4V §, dV §, dK Ol B(U, v, K) (1413

Donde se hadefinido el nuevo espectro filtrado:

B(U,V,K)®° ?EQA(U Vv, Q(U, V, K)) (L4.14)

Es importante observar que, en las aplicaciones numéricas, se parte de un espectro
A(U,V, Q) definido en puntos equiespaciados en e dominio frecuencial. No obstante, el

nuevo espectro filtrado B(U WV, K) dado por la expresion anterior no se encontraré definido

en puntos equiespaciados en el dominio de la nueva frecuencia K , dada la forma funcional de
latransformacion (1.4.11).

Debido a que e célculo numérico de la transformada de Fourier inversa requiere que €l
espectro se defina en puntos equiespaciados, serd preciso interpolar adecuadamente el espectro

obtenido mediante (1.4.14). Esta es una de las tazones que motivan los desarrollos que se
efectuarén en el Capitulo 2.



1.5. Recapitulacion

En esta Seccion se exponen, a modo de compilacién, |os resultados principal es expuestos en
el presente Capitulo para el desarrollo de un algoritmo paralasintesis numérica de radargramas.

1.5.1. Aproximaciones efectuadas

15.2.

En el desarrollo expuesto en este Capitulo se efectlian las siguientes aproximaciones y
simplificaciones:

1. Seconsideran los medios como lineal es, homogéneos e i sétropos.
2. Seconsideraque lasuperficie viene dada por un plano horizontal.

3. Se considera incidencia normal a la superficie, de tal forma que emisor y
receptor son coincidentes.

4. Se desprecian las derivadas parciales respecto a las coordenadas relativas
receptor—emisor.

5. Se considera que los parametros electromagnéticos son constantes en todo el
medio.

En los Capitulos subsiguientes estas aproximaciones seran discutidas, y < indicara la
metodol ogia necesaria para soslayarlas.

Resolucion del Problema Inverso: Determinacion de la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD a partir de la SECCION MEDIDA

En esta Subseccidén se expone, en forma operativa, la metodologia desarrollada en el
presente Capitulo paralaresolucion del Problema Inverso.

23



24

Capitulo 1 — Sintesis y modelado de perfiles de geo-radar

Se efectlian los cambios de variable necesarios para trasladar los datos de la
SECCION MEDIDA desde el sistema de coordenadas (Xe, ye, 2% Xy, Z; t)

al sistema de coordenadas (X,Y, d, D) , de acuerdo con (1.3.1) y (1.3.14),
obteniéndose lafuncidn :

f'(X,Y,0,D) =y * (xy,0; x,y,0; ) (1.3.3), (L35),
(13.18)

Se determina, en este sistema de coordenadas, |a transformada de Fourier de la
SECCION MEDIDA:

AU.V.Q)° ) dX 3 dY ¢ dD e VP E M (X Y 0.D) w4

Sefiltra latransformada de Fourier anterior mediante (1.4.14), obteniéndose €l
nuevo espectro:

B(U,V,K)® g—ggA(u,v, Q(U. V, K)) 15.)

Donde dQ/dK ' se determina de acuerdo con (1.4.12) en laforma:

Q_, K f(w) (1.5.2)
dK - 'ZHZ _ g2

Donde, asu vez, K (U ,V,Q) se determina mediante (1.4.8), H? mediante (1.4.10)
y f= f(W) y g mediante (1.3.22).

Se interpola € nuevo espectro para determinar su vaor en puntos
equiespaciados del nuevo dominio frecuencial.

La DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD se determina mediante la transformada
de Fourier inversadel nuevo espectro filtrado:

f *(X,Y,D,D)=

3 | (14.13)
=§e%2 (idu d; dv (‘idK RN T(VAVAY)
4]

Finalmente, se efectlian los cambios de variable necesarios para trasladar los
datos de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD desde €l sistema de coordenadas

(X,Y, d, D) a sistema de coordenadas (Xe,ye, %Xy, Z; t), de

acuerdo con (1.3.1) y (1.3.14), obteniéndose la funcion:

R(x,y,2)=y (x¥,Z XY,z 0)=f"*(X,Y,D,D) (1.2.2), (1.3.4),
(1.3.5), (1.3.18)
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1.5.3. Resolucion del Problema Directo: Determinacion de la
SECCION MEDIDA a partir de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

En esta Subseccion se expone, en forma operativa, la metodologia para la resolucién del
Problema Directo, objetivo del presente Capitulo. Esta metodologia consiste en lainversion de
la expuesta en |a Subseccién anterior paralaresolucion del Problema lnverso.

1.

Se efectlian los cambios de variable necesarios para trasladar los datos de la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD desde €l sistema de coordenadas

(Xe,ye, % x,Y,Z; t) al sistema de coordenadas (X,Y,d, D), de
acuerdo con (1.3.1) y (1.3.14), obteniéndose la funcion:

f " (X,Y,D,D)=y (xy,ZxV,z0)=R(x,y,2) (1.2.2), (1.3.4),
(1.3.5), (13.18)

Se determina, en este sistema de coordenadas, la transformada de Fourier de la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD:

B(U,V.K)=q),dX g, dY ) dD e " Df (X Y D.D) (@53

Se filtra la transformada de Fourier anterior, mediante inversion de (1.4.14),
obteniéndose el nuevo espectro:

A(U.V,Q)° ?;_Eg B(U,V,K(U.V,Q)) (15.4)

Donde (dQ / dK)- ! se determina de acuerdo con (1.4.12), aplicando el teorema de la

funcion inversa (Harris y Stocker, 1998, §12.2.15; Marsden y Hoffman, 1999, §7.1.1),
en laforma:

a§951:+izﬂi;§i (15.5)
&Ky~ K-f(w) ~

Donde, asu vez, H? se determina mediante (1.4.10)y f = f(W) y g mediante
(13.22).

Se interpola € nuevo espectro para determinar su vaor en puntos
equiespaciados del nuevo dominio frecuencial.

La SECCION MEDIDA se determina mediante la transformada de Fourier
inversadel nuevo espectro filtrado:

.3
f % (X,Y,0,D) :2%2 8, dU ¢, v ¢, dQe ™ l.AUV,Q)
2

(1.4.2)
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Finalmente, se efectlian los cambios de variable necesarios para trasladar los
datos de la SECCION MEDIDA desde el sistema de coordenadas ( X,Y,d, D)

al sistema de coordenadas (Xe, ye, 25Xy, Z; t) , de acuerdo con (1.3.1)
y (1.3.14), obteniéndose la funcioén:

y (% y,0; x y,0;t) =f ' (X,Y,0,D) (13.3), (1.35),
(13.18)



Capitulo 2

Formalismo matematico

dela transformada de Fourier
de funciones muestreadas

con soporte acotado



Introduccion

En este segundo Capitulo se realiza un estudio del andlisis de Fourier. Existen numerosas
publicaciones en que este tema es tratado en amplitud, ya sea desde el punto de vista
analitico-matematico (Tranter, 1956; Papoulis, 1962; Kaiser, 1994; Debnath, 1995; Partington y
Unamis, 2001) como desde el punto de vista de sus aplicaciones (Udias y Lopez Arroyo, 1970;
Brigham 1974; Andrews y Shivamoggi, 1988; James, 1995). En este Capitulo se realizard un
estudio aplicado a las funciones muestreadas de soporte acotado! efectuandose
particularizaciones para las funciones constituidas por suma de impulsos, que son |las tratadas en
el presente trabajo. Todos los desarrollos se efectuaran para funciones en una Unica dimension,
pudiendo realizarse de formatrivial la extension a dimensiones superiores.

Se encuentra dividido en seis Secciones dedicadas, respectivamente:

A la definicion de la transformada integral de Fourier y la exposicion del
Teorema Integral de Fourier. Asi mismo, en el camino hacia la determinacion

de versiones del antedicho Teorema en forma discreta, se definen |as series de
Fourier.

Al muestreo y acotacion del soporte de funciones mediante la aplicacion de
ventanas, y a la definicion formal de funciones muestreadas con soporte
acotado.

A la determinacion de las transformadas de Fourier directa e inversa de
funciones muestreadas con soporte acotado, y su_relacion con las
transformadas que son determinadas computacional mente.?

Al estudio de la interpolacion en las transformadas de Fourier, mediante

generalizaciones del Teorema del Muestreo para funciones con soporte
acotado por la aplicacion de unaventana general.

Al estudio de las relaciones entre las transformadas directa e inversa y la
funcion original.

A la exposicién, a modo de compilacion, de los principales resultados
obtenidos.

! Se define el soporte de unafuncién f como el cierre del conjunto de valores de los argumentos para los

cuales f esnonula(Weisstein, 1999).

2 En el desarrollo de este Capitul o, se entendera que | as transformadas determinadas computacional mente se
calculan con MATLAB (Cf. §3.1).
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2.1. Transformadaintegral de Fourier

2.1.1. Transformadas de Fourier directa e inversa. Teorema Integral de Fourier

? DEFINICION (TRANSFORMADA DE FOURIER). Dada una funcion f (X) , se define su
transformada de Fourier mediante laintegral (Papoulis, 1962; Brigham, 1974):

F(u)e° (‘idx f(x)e™ (2.11)

Se denota latransformada de Fourier por TF éf (X)H(u) °F (u) .

?

La transformada de Fourier inversa puede determinarse haciendo uso del Teorema Integral
de Fourier en formaexponencial:

? TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER. Dada una funcién f (X) absolutamente integrable,
esto es:

(‘idx| f(x)| <+¥ 2.1.2)

Tal queellay su derivada son continuas a trozos, se cumple (Debnath, 1995):

f(x)=

O, due™ ) dxe f (xge " (2.13)

En la §2.3 de la obra de Andrews y Shivamoggi (1988) puede consultarse una demostracion
rigurosa de este Teorema, en su forma habitual en términos de cosenos.

Obsérvese que la integral mas interna de (2.1.3) representa la transformada de Fourier de
f ( X) , de tal forma que, mediante sustitucion, esta expresién se rescribe en laforma:

1 .
f =—@ duF(u)e™ (2.1.4)
(¥ =550, 8uF (1

29



Capitulo 2 — Formalismo matematico de la transformada de Fourier

Esta expresion permite definir la transformada de Fourier inversa:

? DEFINICION (TRANSFORMADA DE FOURIER INVERSA). Dada una funcion F(u)
definida sobre la recta real, se define su transformada de Fourier inversa mediante la integral

(2.1.4),y se denotapor TF* gF (u)g( X) ° f (X) .

?

Al conjunto de valores X donde la funcion f(X) esta definida se le denomina

genéricamente DOMINIO NATURAL. Al conjunto de valores U donde la funcion F (u) esta

definida se le denomina genéricamente DOMINIO FRECUENCIAL. Las variables X y U asi
relacionadas se denominan VARIABLESCONJUGADAS. En el caso en que X sea una coordenada

de posicion, su frecuencia asociada U serd un nimero de onda, mientras que en el caso en que
sea un tiempo, su frecuencia asociada seralafrecuenciaangular.

Las transformadas de Fourier directa e inversa existirdn si se satisfacen las condiciones de
Dirichlet (James, 1995):

Las transformadas F (u) y f (X) son funciones univaluadas en todo su
dominio.

Las funciones F (u) y f (X) son continuas atrozos.

Las funciones F (u) y f (X) son de cuadrado integrable, esto es:
O, dulF(u)f <+¥. &, ax]f (] <+¥ @15)

Lasfunciones F (u) y f (X) estén acotadas superior e inferiormente.

Estas condiciones, pese a ser muy restrictivas, se cumplen en e caso de funciones
muestreadas de soporte acotado, que son las tratadas en este trabajo.

Es interesante mencionar que la condiciones de Dirichlet son suficientes, aunque no

necesarias, para la existencia de la transformada de Fourier (por gjemplo, la d de Dirac no es
una funcién acotada, pese alo cua si tiene transformada de Fourier). Existen generalizaciones
de la definicion de transformada de Fourier (Lighthill, 1958; Jones, 1982) que permiten incluir
funciones que no cumplen estas condiciones.
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2.1.2. Hacia la discretizacion del Teorema Integral de Fourier.
Series de Fourier.

El Teorema Integral de Fourier demuestra ser una herramienta enormemente Util en los
desarrollos que involucran las transformaciones integrales en general, y la transformada de
Fourier en particular. En este trabajo se tratan funciones muestreadas con soporte acotado, por 1o
gue resulta necesario desarrollar una versién de este Teorema en forma discreta.

Como primera etapa de este desarrollo, aparecen de forma natural |as series de Fourier, tanto
paralafuncion f (X) como de lafuncion F (u) por lo que éstas seran expuestas en primer
lugar.

2.1.2.1. Serie de Fourier de funciones en el dominio natural

En el caso en que la funciéon f tiene soporte acotado, es posible rescribir (2.1.3) en la
forma:

1 \ jux N - iUx
f(x)zzcidué Q¢ (oG (216)

Donde VX representael recinto que soportaa f (X) :

Es posible aproximar la integral en U de esta expresién por un sumatorio aplicando la

formula del rectangulo (Harris y Stoker, 1998; Spiegel et a., 2000), lo que equivale a operar en
formainversa a como lo hace en su obra Debnath (1995) para pasar de sumatorios a integrales,
rescribiéndose esta expresion en la forma:

¥
EU ¢ iKEU -x X

f(x)=——a €"*, dx¢f(x)e" (2.17)
» S0 &
Donde EU representa el espaciado que caracteriza la discretizacion en el dominio
frecuencial.

Esta Gltima expresion permite definir la serie de Fourier de f ( X) :

? DEFINICION (SERIEDE FOURIER DE LA FUNCION f (X) ). Dada unafuncion f (X) con
soporte acotado, se define su serie de Fourier mediante la suma:

i kEUX

¥
f(x)= Q4 f,.€ (218)
k=-¥
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Donde los coeficientes f |, se determinan mediante laintegral:

f ° I;U Q, dx f(x)-e e 2.1.9)
p

Aplicando un procedimiento andlogo a empleado anteriormente, es posible aproximar la
integral en X de (2.1.9) por un sumatorio, rescribiéndose esta expresién en laforma:

f, = EUZpEXé_ f( )e-ikEUnEX (2.1.10)

=}

Donde EX representa el espaciado que caracteriza la discretizacion en € dominio natural.
El sumatorio se extiende entre los indices Ny N, que caracterizan los valores X = nEX

contenidos en el recinto VX .

2.1.2.2. Serie de Fourier de funciones en el dominio frecuencial

Es posible escribir una versién del Teorema Integral de Fourier para la transformada de

Fourier F(u), multiplicando (2.1.4) por la exponencial e e integrando respecto X,
teniendo en cuentaladefinicion de Transformada de Fourier (2.1.1):

? TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER PARA EL DOMINIO FRECUENCIAL. Dada una funcién
F (u) absolutamente integrable, tal que ellay su derivada son continuas a trozos, se cumple:

¥

Q dxe '™ c‘i du¢F (ud-e* (2.1.11)

En el caso en que la funcion F tiene soporte acotado, es posible rescribir (2.1.11) en la
forma:

F (u) :%idxe "), dueF (ug e (21.12)

Donde VU representael recinto que soportaa F (u) .

Aplicando un procedimiento anadlogo al empleado en el apartado anterior, es posible
aproximar laintegral en X de esta expresion por un sumatorio, rescribiéndose en laforma:
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¥
F (u) :% é -iunEX QJ dutF (ug iUBEX 21.13)

Donde EX representael espaciado que caracterizaladiscretizacion en el dominio natural.

Esta Gltima expresion permite definir la serie de Fourier de F (u) :

? DEFINICION (SERIE DE FOURIER DE LA FUNCION F (u)). Dada unafuncion F (u) con
soporte acotado, se define su serie de Fourier mediante la suma:

¥
F(u=a F,e""™ (2.1.14)
n=-¥
Donde los coeficientes F | se determinan mediante laintegral:
EX j
F. —de u F(u)-€"= (2.1.15)
?

Aplicando un procedimiento andlogo a empleado anteriormente, es posible aproximar |la
integral en X de (2.1.15) por un sumatorio, rescribiéndose esta expresion en laforma:

, EX-EU &
.0 =24 F(kEU )gkeunex (2.1.16)
Vi SR
Donde EU representa el espaciado que caracteriza la discretizacion en el dominio
frecuencial. El sumatorio se extiende entre los indices |_< y K, que caracterizan los valores
u=Kk-EU contenidosen el recinto VU .

F

1=

2.1.2.3. Discretizaciones del Teorema Integral de Fourier

Es posiblerescribir el Teorema lIntegral de Fourier, enunciado para funciones definidas en el
dominio natural, sustituyendo (2.1.10) en (2.1.8):

. ¥ ﬁ . .
f(x)=—""L EU-EX é_ é f (NEX)e KEUnEX ghEUx (2.1.17)

S se evalla la funcion f(X) en valores de la forma X=MEX{, se obtiene la

discretizacion del Teorema lntegral de Fourier:
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? LEMA (DISCRETIZACION DEL TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER PARA FUNCIONES EN
EL DOMINIO NATURAL). Dada una funcién f (X) con soporte acotado, que verifica las

hipétesis del Teorema Integral de Fourier, se cumple:

O ¥ ﬁ . .
f (mEXQ :% é é f(n_EX)_e-lk-EU-n-EX_ék-EUmEX‘B (2.1.18)
2p k=-¥ n=n
?

Asi mismo, es posible escribir una expresion and oga para funciones definidas en el dominio
frecuencial, sustituyendo (2.1.16) en (2.1.14):

EX-EU
= (2.1.19)

. X
(u) —» A

- ¥

K
é F (k-EU )e, KEUNEX o iunEX
k= —_

S se evalla la funcion F(u) en vaores de la forma U=(qEU(, se obtiene la

discretizacion del Teorema Integral de Fourier:

? LEMA (DISCRETIZACION DEL TEOREMA INTEGRAL DE FOURIER PARA FUNCIONES EN
EL DOMINIO FRECUENCIAL). Dada una funcion F (u) con soporte acotado, que verifica las

hipétesis del TeoremaIntegral de Fourier, se cumple:

EX-EU
2p

¥ K
é, é, F(k EU) KEUNEX o igEU M EX (21.20)
n=-¥ k=k

-¥ k

F(QEU)=——



2.2.  Muestreo defuncionesy acotacion del soporte

2.2.1. Muestreo de funciones

? DEFINICION (FUNCION MUESTREADA). Dada una funcién f (X) , se define la funcion

muestreada con periodo o espaciado EX , y se denota por f& mediante e producto de la
funcion y la serie infinita de impulsos unitarios equiespaciados D, definida mediante la

expresion:

¥
D¥(x)° & d(x- nEX)=
n=-¥
= +d (x+2:EX)+d(x+EX)+d(x)+d(x- EX)+d(x- 2EX)+--
(2.2.1)
Donde se define el impulso unitario:

i1 x=nEX -
i "nl Z (2.2.2)

d(x- nEX)®° :
10 x1 nEX

Detal formaque (Brigham, 1974):
f&(x)° f(x)D™(x) =
(2.2.3)

= & t(nEX)d (x- nEX)

n=-¥

Esta funcion esta representada por los valores:
(2.2.4)

f(nEX)=f(nEX), "nlZ

?

Este resultado se gjemplificaen las figuras 2-2-1y 2-2-2:
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@)

Figura 2—2-1: Muestreo de funciones, gjemplo I:

Rp_ L0, @ g Ee'lx'2‘+ie'|x'4|9'

(a) Funcién f(x):ge W . 5 “*i 5 i

(b) Serie de impulsos unitarios equiespaciados DO’05 (X) .
(©) Funcion muestreada. f °% (X) .
Larelacion entrefigurases (a) x (b) = (c).

En todos los casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.

1]
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@)

(b)

©
Figura 2—2-2: Muestreo de funciones, jemplo I1:

(8 Funcion g(x) =(0,8- 0,64 )d (x- 2) +(- 0,5+ 0,44)d (x- 3) +
+(-0,5+0,2i)d (x- 4,2) +(0,2+0,1i)d(x- 5).

(b) Serie de impulsos unitarios equiespaciados DO’05 (X) .

(c) Funcién muestreada 90'05 (X) .

Larelacion entrefigurases (a) x (b) = (c).

En todos los casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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2.2.2. Acotacioén del soporte de funciones. Ventanas

La acotacion del soporte de una funcién f (X) se consigue mediante la aplicacién sobre la
mismade unaventana:

? DEFINICION (VENTANA). Se define la ventana con soporte en el intervalo [0, VX] como

unafuncion (X) de soporte en dicho intervalo, esto es (Daubechies, 1992; Kaiser, 1994):

\ (x)°i’v(x) O X< WX . v(x)ro (2.25)
v i 0 xE£OUVXEx

Obsérvese que, dada la acotacion del soporte de la ventana, la aplicacion de la misma sobre
unafuncion f (X) tiene por resultado unafuncién con soporte acotado:

? DEFINICION (FUNCION CON SOPORTE ACOTADO POR APLICACION DE UNA VENTANA).

Dadas una funcién f (X) y unaventana (X) , se define la funcién con soporte acotado por

aplicacion de laventana, y se denotapor f €y ! al producto (Daubechies, 1992; Kaiser, 1994):

fou, © Vix (X- €)-F (x) (2.2.6)

Elvalor de C vy lalongitud de laventana VX determinan el soporte de la funcion fc,wx ,
dado por intervalo [C,VX +C] .

?

Este resultado se ejemplifica en las figuras 22-3 y 2-2-4, empleandose la ventana de

Hanning (Press et al., 1992, 1996). Esta ventana, con soporte en el intervalo [O,VX] , viene
dada por la expresion:

i1, ap ol
1—aLt COS—— X- e 0<x<VX
h (x)° 128 X P § (22.7)
i

|

0 Xx£0UVX £ x
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@)

(b)

©

Figura 2—2-3: Acotacién del soporte de funciones mediante la aplicacion de ventanas, eiemplo |

(@) Funcion f (x) :6% MW _ le‘|x' 2|9+i6%-|x+2|_ Ee-|x-2| +ie.|x.4|9.
8 (%] 8 2 10 [}

(b) Ventana hy (X + 0,025) .

() Funcion con soporte acotado fo,ozs; h ( X) .

Larelacion entrefigurases (a) x (b) = (c).

En todos los casos se muestra en azul |a parte real, en rojo la parte imaginaria.
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@)

(b)

©

Figura 2—2-4: Acotacion del soporte de funciones mediante la aplicacion de ventanas, ejemplol|:

(8 Funcion g(x) =(0,8- 0,64 )d (x- 2) +(- 0,5+ 0,44)d (x- 3) +
+(-0,5+0,2i)d (x- 4,2) +(0,2+0,1i)d(x- 5).

(b) Ventana hy (X+ 0,025) .

(c) Funcién con soporte acotado go,ozs;rb (X) .

Larelacion entrefigurases (a) x (b) = (c).

En todos los casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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2.2.3. Funciones muestreadas con soporte acotado

El muestreo y la acotacion del soporte de una funcion f (X) se consigue mediante la

aplicacion simultanea sobre la misma de la serie infinita de impulsos unitarios equiespaciados y
unaventana:

? DEFINICION (FUNCION MUESTREADA CON SOPORTE ACOTADO). Dadas una funcion

f (X) y unaventana \ (X) , se define la funcién muestreada con periodo o espaciado EX vy

EX

¢.wy » & Producto:

soporte acotado por aplicacion delaventana, y se denotapor f

12 (0)° v (x- €)1 ()0 (x)=

2.2.8
va(n'EX - C)'f (nEX)d (x- n'EX) ( )

¥

]
ﬁ Qox

El valor de C vy lalongitud de la ventana VX determinan el soporte de la funcion ff@x ,

dado porintervalo[C,VX +C] )

Dadalaacotacion del soporte de laventana, es posible rescribir (2.2.8) en laforma:

C,Wx

£ (%)= 4 Ve (NEX - ¢ )-f (NEX)d (x- nEX) 229)

Detal formaque esta funcion esta representada por los valores:

fow (NEX)=vyy (REX - ¢)-f (nEX)

(2.2.10)
"nl{n n+1 -~ -1 7}
Donde se ha definido:?
4C | - aWX+cy
ne = no g 4 (2.2.11)
EEX Y & EX H
Y se define el nimero de puntos en el gje:
PE°card{g n+l - n-1 ﬁ} 2.2.12)

?

Este resultado se gjemplificaen las figuras 2-2-5y 2-2—6:

3 Se denota @Xg el menor entero mayor oigua que X,y @XQ el mayor entero menor oigual que X.
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05

(b)

©

(d)

Figura 2—2-5: Funciones muestreadas con soporte acotado, gemplo |:

(a) Funcion muestreada f 005 (X) .
(b) Ventana hy (X + 0,025) .

- 0,05
(c) Funcion muestreada con soporte acotado T oo, 1y, ( X) :
Larelacion entrefigurases (a) x (b) = (c).
(d) Valores representativos de fo(,)c')(z)g; n, €nelintervalo (0 , 8) .Enestegemplo PE =160.

En todos |os casos se representa en azul la partereal, enrojo la parteimaginaria.
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Figura 2—2-6: Funciones muestreadas con soporte acotado, eemplo |1:

(a) Funcion muestreada f 005 (X) .

(b) Ventana h, (x+0,025).

(¢) Funcién muestreada con soporte acotado

Larelacion entrefigurases (a) x (b) = (c).

0,05
0,025; hg

(x).

X
04
02
02 4
04
06
0
8 5 4 2 ] 2 i 6 8 il 10 3 5 ; 5 i
@ (b)
3
0
04
03f
02t
01
K|
02k
a3k
04
sk
L
10 ] 5 E) 2 ] 2 3 ] 0
©
0
04
03f
02f
01
KR
02k
03k
s
sk
L L L
0 1 2 3 4 5 3 7
(d)

(d) Valores representativos de fo(,)c')(z)g; n, €nelintervalo (0,8) .Enestegemplo PE =160.

En todos |os casos se representa en azul la partereal, enrojo la parte imaginaria.
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. ) EX -
En los casos que se tratan en este trabajo, siempre sera C = - 7 y VX un mditiplo

entero de EX detal formaque n=0, n=PE- 1. Nétese que los PE valores donde se

calcula la transformada se extienden desde X =0 hasta X = ( PE - 1)-EX , siendo la longitud
del gje muestreado:

LX ° (PE- 1)-EX (22.13)

Y lalongitud de la ventana:

VX ©° LX +EX =PE-EX (2.2.14)

Este resultado se gjemplifica en la Figura 2-2—7:

x=- EX 0 EX 2EX  (PE- 2)EX (PE-1}EX PEEX
n= n=0 1 > PE-2 PE-1=m
c LX =(PE - 1)-EX
VX © PEEX

Figura 2-2-7: Elecciénde C ydeterminacionde LX , VX ylosindices N.
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2.3.

Transformadas de Fourier de funciones muestreadas con soporte acotado

2.3.1.

En esta Seccion se exponen las expresiones pertinentes para la determinacion de las
transformadas de Fourier directa e inversa de funciones muestreadas de soporte acotado, y se

expresa la relacion entre estas transformadas de Fourier y las transformadas de Fourier discretas
gue se determinan computaci onalmente.

El desarrollo de las demostraciones es, en ambos casos, paraela a desarrollo que rediza
Papoulis (1962) en la 83-2 de su obra.

En la dltima Subseccion se exponen, a modo de compendio, las relaciones entre las
magnitudes que describen las funciones en los dominios natural y frecuencial, como referencia
paralas Secciones subsiguientes.

Transformada de Fourier directa

? PROPOSICION (TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA FUNCION MUESTREADA CON
- EX -
SOPORTE ACOTADO ). Dada una funcién muestreada con soporte acotado fC x definida en el

dominio natural, dada por (2.2.9), se determina su transformada de Fourier, y se representa por
2p
EX \vX . S
(Fc,wx )VX , mediante la expresion:

k2Pnex O g 2p o

ﬁf.

2 g
(REIOEES-:

a Vi (NEX - ¢)-f(nEX)e ¥ sdcl- k—
¥en=n [} 8 ﬂ
(2.3.1)
Representada por repeticiones ciclicas de los valores:
— 5 - 2—pn
(Fx ) FLO-D &\ (hEX - c)f (nEX)e "™
ki VX VX 2y
(2.3.2)
"ki{k k+1 - k-1 k}
Donde el conjuntodel’ndices{K k+1 --- k-1 E} cumple la condicién:
card{g kK+1 - k-1 E}:PE (2.3.3)
?

48
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i DEMOSTRACION. Para determinar la transformada de Fourier de la funcion fCE,fLX dada
en (2.2.9), se considera su extensién periodica:

¥
f(x)° a fo, (X- VX ) =
n=- ¥

:( . DVX)(X) (2.3.4)

€, %x

Donde €l simbolo * representa la convolucion de funciones, definida mediante la integral
(Spiegel et al., 2000):

(h*h)(t)° ¢, dyh (t- y)h(y) 235)

Dadalaexpresion (2.3.4), se cumple:
P (x)= £ (), "xI(c VX+c) (2356)

Obsérvese que, puesto que la funcién fCE’f:/X dada por (2.2.9) viene representada por los

PE vaores dados por (22.10), la funcion prx contendra Unicamente PE valores
independientes, siendo el resto repeticiones ciclicas de éstos.

La transformada de Fourier directa de una funcién periddica es otra funcion periddica, que
viene dada por laexpresion:

¥
F™(u)° 20 & F,d(u- kEU) (23.7)

p
k=-¥

Donde se define el espaciado en el dominio frecuencial:

Euo 2 (2.38)
VX

Y los coeficientes F | vienen dados por la expresion:

1 e |
Fo QB (ete=
) (2.3.9)
VX +c .
= 0 I, (x)e e

Donde se hatenido en cuenta (2.3.6) para escribir la Gltimaigualdad.

Estos coeficientes pueden ser determinados explicitamente, sustituyendo el valor de fCE’;(/X
dado por (2.2.9) en la expresién anterior:
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1 IX+e aﬁ o) KE U
Fy =VX 6’)( dxgnazﬂvvx(n'EX - C)'f (n'EX)d(X- nEX);e KEUX =
14 e eun
=X ?:'DVVX(nEX - ¢)f (nEX)-dX dxd (x- nEX)e ™ Evx =
1 g -ikEUn
=5 & Vo (NEX - )-f (nEX) e e

=
1l

(2.3.10)

Sustituyendo esta Ultima expresién en (2.3.7), teniendo en cuentala definicion del espaciado
en el dominio frecuencial (2.3.8), se obtiene |atransformada de Fourier:

2_p 3 &g _ikz_pn 0 2 .
1) = 8 R v X - ) (nEX)e " S0 D
_ (2.3.11)

Esta Gltima expresién permite determinar la transformada de Fourier de ch,;(,X , teniendo en
cuenta (2.3.6), obteniéndose la transformada (2.3.1).

Puesto que la funcion ff % tiene tnicamente PE valores independientes, su transformada
2p

de Fourier F* también tendra PE valores independientes, siendo el resto repeticiones
ciclicas de éstos.

Asi pues, la transformada de Fourier de fCEQX vendra determinada por repeticiones ciclicas
2p
dichos PE valores independientes de FF}’X . Esto equivale, formalmente, a la aplicacion sobre
ésta de una ventana cuadrada, dada por |a expresién:

O<u<WVU

1
1., (u)° j 2.3.12
w(u) 0 UEOUW £u ( )

— — —

2
De tal forma que los valores de la transformada ( FCEVf,( )VX se determinan multiplicando

v

(2311 por I, (u -u ) obteniéndose, dada la acotacién del soporte de la ventana*

k2 nex O

& [oFo2Y - 6 e ,2p
=P, &P o EX-c)f(nEX)e ™ d3- k2
Xg& vug VX u!.agna:.ﬂvvx (n C) (n )e P u VX

“ El subindice U, }[vu en latransformada mantiene la consistencia de la notacién, y permite observar quela

limitacion en los indices K es equivalente aacotar en el dominio frecuencial latransformada de Fourier de
ff:/x , que ya es una funcion muestreada.
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Obsérvese que lalongitud de la ventana VU , con el objeto de garantizar que el sumatorio
en K de (2.3.13) contenga PE términos, debe cumplir la condicioén:

(PE- 1)-EU <W < (PE+1)-EU (2.3.14)

Sustituyendo en (2.3.13) el valor de laventana J[vu dado por (2.3.12), se obtiene:

EX 2

(FCvva )L\j/X][VU (U) =
T .. (2.3.15

2p & &8 -k Z2nex O 2p 6
:—péu;alv\,x(n-EX-c)-f(nEX)-e'Vxn & k22

VX k=ken=n g VXQ
Representada por los valores(2.3.2).
I
1

o . EU

En los casos que se tratan en este trabgjo, siempre se elegira U 2-7 y

VU =PE-EU , deta formaque K=0y k=PE- 1.

Obsérvese que los valores de la transformada dados por (2.3.2) son 2] /\/X veces los

valores de la transformada de Fourier discreta que se determina computacional mente, dada por
(Brigham, 1974):

2 o Iy S En.
FX R P00 8\ (nEX- c)f(nEX)e "™

n=n

(2.3.16)

"ki{k k+1 - k-1 K}

Estos resultados se ejemplifican en las figuras 2—-3-1y 2-3-2:



52 Capitulo 2 — Formalismo matematico de la transformada de Fourier
] 10
8
B
B
.
. 3
2 2
o ‘; r_'_‘ 0 ‘;‘ 3 ‘ A
. > N
2
' 4
-4
5
i g i &0 El 00 e A 2 0 El ] 00 [0
@) (b)
i
K
A
'EEI 2 4 B 8 10 12 14 16 18 20 VEEI 2 4 B ] 10 12 14 16 18 20
© (d)

Figura 2-3-1: Transformada de Fourier directa de funciones muestreadas con soporte acotado,
correspondiente al jemplo | mostrado en §2.2:

005 )p/4

a) Transformada de Fourier ( . .
@ 0,025; hg 0/8:1u0p

~p/4
(b) Transformada de Fourier discreta Fp/s Lagp -
(©), (d) Detalle de (a), (b) respectivamente. Las lineas punteadas se incluyen para facilitar la

observacion de las tendencias.

En todos los casos se representa en azul la parte real, en rojo la parte imaginaria.

Obsérvese que los valores en (a), (€) son p/ 4 veceslos valores en (b), (d) respectivamente.
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(@)

©

(b)

(d)

Figura 2-3-2: Transformada de Fourier directa de funciones muestreadas con soporte acotado,
correspondiente al ejemplo |1 mostrado en §2.2:

e

(a) Transformada de Fourier (G0’05 .
p/s; IAOD

0,025; h

L =p/4
(b) Transformada de Fourier discreta Gp/8; Top -
(c), (d) Detalle de (a), (b) respectivamente.

En todos los casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria. Laslineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacién de las tendencias.

Obsérvese que los valores en (a), (€) son p/ 4 veceslosvalores en (b), (d) respectivamente.
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2.3.2. Transformada de Fourier inversa

? PROPOSICION (TRANSFORMADA DE FOURIER INVERSA DE UNA FUNCION MUESTREADA

., EU .o
CON SOPORTE ACOTADO). Dada una funcién muestreada con soporte acotado Fu Vo definida en
el dominio frecuencial, dada por una (2.3.20), se determina su transformada de Fourier inversa,

EX
y serepresenta por ( qu\x . ) L mediante la expresion:
, el

2 1 & aak ikeun? 0 g 26

fRU WU (x)=— \,,, (k-EU - u)-F(k-EU)- W daxX- n—2=
( uMy ) (X) \/LJ n§¥ gkz& VU( u) ( ) e g gX nVU g
(2.3.17)

2 A 3 ik £ U n22
(t2 Jw EP 0 L8\ (kEU-u)F(kEU)e "™
W Cvlvxg VU g VU k=k
(23.19
"nl {n n+1 n-1 n
Donde el conjunto de indices{ﬂ n+1 n-1 ﬁ} cumple la condicion:
cad{n n+1 .-~ A-1 A} =PE (2.3.19)

?

| DEMOSTRACION. En este caso se considera una funcién muestreada con soporte acotado

Fu%\iju , resultado de muestrear con periodo o espaciado EU , y aplicar una ventana \,, sobre

unafuncion F (u) definida en el dominio frecuencial, dada por unaexp resion andlogaa(2.2.9):

k
F2 (u)=4 VU (kEU - u)-F(kEU)d (u- kEU) (2:3.20)

" k=k

Representada por los valores:

RS, (k-BU) =V, (k-BU - u)-F(k-EU)

(2.3.21)
"ki{k k+1 - k-1 k}
Donde K:L' y E_eVU+uu En este desarrollo se considera U :-E y

e
eEUH" ~ E EU H
VU multiplo entero de EU de tal forma que k=0, k =PE- 1. Nétese que los PE



2.3. — Transformadas de Fourier de funciones muestreadas con soporte acotado 55

valores se extienden desde U=0 hasta U= (PE- 1)-EU , siendo la longitud del ee
muestreado:

LU © (PE - 1)-EU (2.3.22)

Y lalongitud de la ventana:

VU ° LU +EU =PEEU (2323

Para determinar la transformada de Fourier de la funcion Ff\fvu dada en (23.20), se
considera su extensién periodica:

k=-¥ (2.3.24)

Donde el simbolo * representalaconvolucion de funciones definidaen (2.3.5).

Dada esta expresion se cumple:

F'(u)=F5, (u), "ul (u VU+u) (2.3.25)

p

Obsérvese que, puesto que la funcién Ff\L,JVU dada por (2.3.20) viene representada por los

PE vaores dados por (2.3.21), la funcion FpE Y contendra dnicamente PE valores
independientes, siendo el resto repeticiones ciclicas de éstos.

La transformada de Fourier inversa de una funcion periédica es otra funcion periddica, que
viene dada por laexpresion:

¥
f(x)° & f,d(x- nEX) (23.26)
n=-¥
Donde se define el espaciado en el dominio natural:

2p
EX o = 232
VU (23.27)

Y los coeficientes f , Vvienen dados por laexpresion:

L w (2.3.28)
+u

=50 du 5. (u)e"™

u My
Donde se hatenido en cuenta (2.3.25) para escribir la tltimaigualdad.

Estos coeficientes pueden ser determinados explicitamente, sustituyendo el valor de Fu"z\yw
dado por (2.3.20) en la expresién anterior:
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+u 3 ) .
£, :iéu du ¢ Wy (K-EU - u)F(KEU)d (u- kEU)Se™™ =
VU ek=k 17
1 k W+ iun
:Wéhvw (kEU-u)F(KEU)Q dud(u- kEU)e"™™ = (329
1 4 .
=— 3V k-EU - F(kE AKEUNEX
wa (w (KEU -u)F(kEU)€

Sustituyendo esta Ultima expresion en (2.3.26), teniendo en cuenta la definiciéon del
espaciado en el dominio natural (2.3.27), se obtiene la transformada de Fourier:

2 1 & &k ikEUn2 0 a2 2D O
VU = . - . ) \{ -n—=
fy(x) 70 n:.¥%EKVW(kEU u)-F(kEU)e édgx EVTE

(2.3.30)

Esta Ultima expresion permite determinar la transformada de Fourier inversa de Ff\z -
teniendo en cuenta (2.3.25), obteniéndose |a transformada (2.3.17).

Puesto que la funcién FpE Y tiene tnicamente PE valores independientes, su transformada

2
de Fourier inversa fJY también tendra PE valores independientes, siendo el resto

repeticiones ciclicas de éstos.

Asi pues, la transformada de Fourier inversa de Ff\L,JVU vendra determinada por repeticiones

2
ciclicas de dichos PE valores independientes de fS’U . Esto equivale, formalmente, a la

2
aplicacion sobre f ‘FQU de una ventana cuadrada, dada por laexpresion:

0<x<VX

1
. (2.3.31)
0 XEOQOUVX £x

]w(x)oi
|

2
De tal forma que los valores de latransformada ( qu\l,JV ) )VU1 se determinan multiplicando
' ¢,y

(2.3.30) por 1, (X- (o ) obteniéndose, dada la acotaci6n del soporte de laventana®

(15,7 (%)=

13, &2 o=k iKEUR2 O a8 2p O

== 31, - c 23V, (kEU-u)F(kEU)e W dZk- n?

\AJEi\“SnVU C'ngVU( u)-F( )€ - X n\&lg
(2.3.32)

Obsérvese que lalongitud de laventana VX debe cumplir la condicién:

® El subindice C lex en latransformada mantiene la consistencia de la notacién, y permite observar que la
limitacién en los indices N es equivalente a acotar en el dominio natural latransformada de Fourier inversa
EU -
de F,, , queyaesunafuncion muestreada.
VYVU
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(PE - 1)-EX <VX <(PE +1)-EX (2.3.33)
Con el objeto de garantizar que el sumatorio en N de (2.3.32) contenga PE términos.

Sustituyendo en (2.3.32) el valor de la ventana lvx dado por (2.3.31), se obtiene:

2p

EU \w —
( fUeru )Cv]vx (X) -

1 3 ak KEUnZ & o0 & (23.34)
=—3a ca Y (kEU-u)F(kEU)e  W:d % _ n_pg

VU nenec 5 & Vg
Representada por los valores (2.3.18).

i0, si L EX

En los casos que se tratan en este trabgjo, siempre se elegira C =-7 y

VX =PEEX , deta formaque n=0y n =PE- 1.

Obsérvese que los valores de la transformada dados por (2.3.18) son ]/ EU veces los

valores de la transformada de Fourier inversa discreta que se determina computacionalmente,
dada por (Brigham, 1974):

~ex @26 1 & iKEURZ
—=—qV, (KEU-u)F(kEU w
C Iy 8nVUg PEka:l_< VU( U) ( )e

(2.3.35)

"nl{n n+1 -~ m-1 7}

Estos resultados se ejemplifican en las figuras 2—-3-3 y 2-3-4:
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Y .
i ) 4 K
e Dd\ i ;
005 ,:"I 08 .":;'!'
a1 i a1 :.:.:.
015 ] 015 ‘_;‘._.
02 ‘.‘ 02
02 1 2 3 4 5 [ 7 ] 03 1 2 3 1 5 [ 7 [}

@ (b)
Figura 2-3-3: Transformada de Fourier inversa de funciones muestreadas con soporte acotado,
correspondiente al gjemplo | mostrado en §2.2'y §2.3.1:

0,05
pl4
(a) Transformada de Fourier ( f0060255. ) .
1025; hg p/8;1, .
o 10,025;1,
b) Transformada de Fourier discreta T oo . delafuncion (F°% )"
(b) Transformada de Fourier discreta 0,025,1, delafuncion ( 0,025: hy )p/8' "
' P

En todos |os casos se representa en azul la parte real, en rojo la parte imaginaria.

Obsérvese que los valores en (a) son 4/p veces los valores en (b). (Cf. Figura 2-3-5 (d) ).
04 05
0.4 0.4
03 03
0z 02
o1 0.1

o
01 01
02 02
03 -03
a4 04
05 05
o 1 2 3 4 5 3 7 ] o 1 2 3 4 a 3 7 8
@) (b)

Figura 2-3-4: Transformada de Fourier inversa de funciones muestreadas con soporte acotado,
correspondiente al gemplo Il mostrado en §2.2y §2.3.1:

005 )P/4 )0’05

(a) Transformada de Fourier ((goozs-hg /5
T8 Ip 81 g

0,025; 14
o ~005 ion (GO0 p/4
(b) Transformada de Fourier discreta 901025; e delafuncion ( 0,025; hq)p/&%p .

En todos |os casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.

Obsérvese quelos valores en (a) son 4/p veces los valores en (b). (Cf. Figura 2—2-6 (d) ).
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2.3.3. Relaciones entre las magnitudes de los dominios natural y frecuencial

En esta Subseccion se compilan las relaciones entre las magnitudes fundamentales que
describen las funciones en los dominios natural y frecuencial. En la Tabla 2-4-1 puede
observarse la simetria entre el espaciado y lalongitud de la ventana en ambos dominios, dada la

especial relacion de conjugacion entre éstos.

Tabla 2-3-1: Relaciones entre las magnitudes fundamentales en los dominios natural y
frecuencial. En todos los casos PE indica el niimero de puntosen el eje.

Dominio natural

Dominio frecuencial

xo P __2p

— = 232
VU PEEU @327

Euoz_p— 2p

(2.3.8) =
VX PE-EX

LX° (PE-1)}EX (2213

Longitud de eje muestreado

(2322 LU°(PE-1)}EU

VX 0 PEEX =2 (2214
EU

Longitud delaventana

(2323 VU©° PEEU =22
EX
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2.4. Interpolacion en las transformadas de Fourier

Como se ha mencionado anteriormente, la interpolacion en la transformada de Fourier es un
paso necesario en el proceso del algoritmo expuesto en el Capitulo 1, ya que al aplicar éste se
obtiene un espectro filtrado definido en puntos no equiespaciados. Debido a que €l calculo
numeérico de la transformada de Fourier inversa requiere que el espectro se defina en puntos
equi espaciados, sera preciso interpolar adecuadamente este nuevo espectro.

Esta cuestion, en el contexto més amplio de las transformaciones integrales, es tratada
ampliamente y en primer lugar por Whittaker (1915 y 1927 entre otras, culminacion con la obra
de 1935) en términos de funciones cardinales®

En este trabajo se considera la interpolacién de las transformadas de Fourier teniendo en
cuentael Teoremadel Muestreo de Shannon paralatransformadainversa:

? TEOREMA DEL MUESTREO. (SHANNON). Dada una funcién F(u) nula fuera del

intervalo (- u,u ) , €s posible determinar univocamente su transformada de Fourier inversa

f (X) mediante el conocimiento delosvalores f_© f &1’139 mediante la expresion:
2
§ . sen(Ut-
f(x)= @4 f. (Ut- ) 2.4.1)
n=-¥ Ut - 4y
?

Lademostracion de este Teorema puede encontrarse enel articulo de Shannon, (1949).”

Este teorema, que considera la aplicacion como ventana de un pulso rectangular, aqui se
generaliza para funciones muestreadas de soporte acotado mediante la aplicacion de una ventana
cualquiera.

El desarrollo de las demostraciones es, en ambos casos, paraela a desarrollo que realiza
Papoulis (1962) paralatransformadainversa en la 83-5 de su obra.

® Puede consultarse un “ estado del arte” en el articulo de McNamee et al. (1971).
" Puede consultarse un “ estado del arte” en el articulo de Unser (2000).
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2.4.1. Interpolacién en la transformada de Fourier directa

EU

El objetivo de esta Seccion es, dada una funcién (I:C'E\>f\/X ) 1 en laforma (2.3.1), definir
' Uy
L Ex ¢ . . .
una nueva funcion (Fc Vo ) o que interpola a la primera en PE valores en e dominio
' Uublye

frecuencial, equiespaciados una distancia EU ¢y contenidos en el intervalo (u ¢VvUC+ u(]a .

Para ello, en primer lugar se expondra una generalizacién del Teorema del Muestreo parala
transformada directa, mediante el cual es posible determinar la transformada de Fourier de una
funcién muestreaday con soporte acotado mediante la aplicacion de una ventana cualquiera.

A continuacion, se determinara explicitamente |a transformada en los anteriormente citados
PE valoresen el dominio frecuencial, aplicando un desarrollo analogo a expuesto enla§2.2.3.

2.4.1.1. Generalizacion del Teorema del Muestreo para la transformada directa

? TEOREMA. (GENERALIZACION DEL TEOREMA DEL MUESTREO PARA LA
;2 EX Lo
TRANSFORMADA DIRECTA). Dada una funcion muestreada con soporte acotado f wy definida

en el dominio natural, dada por (2.2.9), su transformada de Fourier puede ser determinada
univocamente mediante el conocimiento de los PE valores:

2p .. = 2
WX 2p O_ 2p g - ik==nEX
(R )7L, G0 g & e (08X ¢) T (nEx)e
(2.4.2)
"k {k k+1 - k-1 K}
Y las funciones:
&> 6 g L& 28,
GV 1 i(U|C,VX):%é va(n-EX - C)e g Wy =
o n=n
(2.4.3)
"ql Z

Mediante la expresion:
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EX s
EX & X 20 s 2p b@,\ (0]

RO et + 2.4.4

a (F%, )MVU VX béVc,nvx B(u|c,VX) (2.4.4)

(FcE,fl(\,x )(u) zgq

DEMOSTRACION. La obtencion de la expresion (2.4.4) requiere separar, a tomar la
transformada de Fourier de la funcién fCE’;(/X dada por (2.2.9), los efectos del muestreo y la

I
ventana que acota el soporte, \,,, . Paraello se descompone esta ventana en laforma:
(2.4.5)

W (%) = T (%) W (%) 1 (X)
Obsérvese que la ventana }IVX , definida en (2.3.31), tiene la propiedad de ser el elemento

neutro en el producto de ventanas de longitud VX en el dominio natural.
] - . EX -
Asi pues, lafuncién lafuncion vaWx puede rescribirse en laforma:

L (NEX - ¢ )V (NEX - ¢)-f55 (nEX)d(x- nEX)
(2.4.6)

Qos

EX
fc,vvx

(%)

n

Il
1>

Donde hasido definidalanuevafuncion chj(Vx
2.4.7)

Iy (MEX - ¢)-f (mEX)d(x- mEX)

EX
fc,]\,x

Obsérvese que el efecto de la ventana permanece en la funcién fCE\):/ dada por (2.4.6),

mientras que el efecto del muestreo en ésta se encuentra incluido en la funcion ch,;(vx , COMO
puede apreciarse en su definicion (2.4.7).
La funcion chi( es, por su definicion, una funcion muestreada y de soporte acotado. Su

2 AvX
transformada de Fourier puede determinarse mediante (2.3.2), que en este caso se rescribe,
teniendo en cuenta el valor de la ventana ﬂvx dado por (2.3.31), en la forma expresada en

(2.4.2).
Por otra parte, es posible expandir la funcion f CE;(VX en una serie de Fourier en el intervalo
(C , VX + C) mediante (2.1.8), que en este caso se rescribe, teniendo en cuenta las relaciones

(2.4.8)

expuestas en laTabla2—4-1, en laforma:
a) ~
"xI (c VX+c)

EX _ qux
fo (X)=afeV,
¥
Los coeficientes f q vienen dados por (2.1.10), que en este caso se rescribe, teniendo en

_ﬁ Qo

cuentalas relaciones expuestas en la Tabla2-4-1, enla forma:
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1
f =—
‘ PE,;

Qo

. 2p
-ig—=—nEX
ff@(nEx)e X

(2.4.9)

1l
1>

Sustituyendo en esta expresion el valor de chj(vx dado en (2.4.7), ésta se rescribe en la
forma:

p

o - 2—n
& 1x (nEX - ¢ )-f (NEX)e "™ = (2.4.10)

Comparando (2.4.2) y (2.4.10), teniendo en cuenta las relaciones expuestas en la
Tabla 2-4-1, se concluye que:

2 ..

fo= X (re xR0

q ¢ J Ivug VX g

(2.4.12)
"ql {k k+1 - k-1 k}
Detal forma que, sustituyendo (2.4.11) en (2.4.8), la suma:
¥ 2p L iﬁx
fo(x)° = a (Fch )VX a%Z_pgquX (2.4.12)
2 ot o § VX

Representa una repeticion periddicade f CETVX alo largo del dominio natural, y coincide en

valor con éstaen el intervalo (C,VX + C) .

Asi pues, es posible expresar la funcion ffé/x dada por (2.4.6), teniendo en cuenta esta

consideracion y sustituyendo el valor de fp dado por (2.4.12), en laforma:

5 (x)=
_EX & (ks )% & 2p
2p q=-¥ ¢ lve !

(2.4.13)

"xI (¢ VX+c)
Si se define, paracadavalor del indice q, la hueva ventana desplazada dada por la funcion:

g aZx
V(X] €, VX)© vy (X- €)™ (2.4.14)

Esta Gltima expresi6n puede rescribirse en laforma:
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Qo
=

<

X

—
3
m
><
(@]

N—
<o

v(nEX |c,vX)d (x- nEX)

(2.4.15)

La funcion fff;x dada por (2.4.15) es suma (en Q) de funciones muestreadas de soporte

acotado, a cada una de las cuales le es aplicable idénticamente el desarrollo expuesto en §2.3.1
Latransformada de Fourier de cada elemento en esta expresion vendra dada pues, comparando
(2.4.15) con (2.2.9), por una expresion analoga a (2.3.1), que en este caso se rescribe en la
forma:

>

Ve, Hulc,vX)o

-l

q

I (VEX - ¢)v(n X | VX)d (x- nEx)E( u)= 2419
8]

([N

n
)

o
_|
B

F A

@

=N

iy q |2—pn
g"ﬂ (nEX - c)v (nEX|c )ek =

n
Es posible rescribir esta expresion, teniendo en cuenta el valor de la ventana llvx dado por

q

(2.3.31) y sustituyendo la funcion \A/ por su valor dado por (2.4.14), obteniéndose la
expresion (2.4.3).

- > 2
v 2,

Teniendo en cuenta estas consideraciones, la transformada de Fourier de (2.4.15) vendra
dadapor (2.4.4).

£
Obsérvese que los valores (FCE;( )Vﬁ dados por (24.2) son, como se menciond en
! u

WU

§2.31, Zp/\/X veces | os coeficientes de la serie de Fourier de f dadapor (2.3.16), con la

ventana 1,

La extensién del indice del sumatorio en (2.4.4) para todo qT 7. hace referencia a la

periodicidad de esta transformada de Fourier, tal como se discutiéo en 8.3.1. Esta extensién
infinita del indice no es operativa computacionalmente, por lo que en lugar de (2.4.4) se emplea
laexpresién acotada:

(Fe )(u):ﬁg(pﬂ )J% G%E‘?S%/EX] 9(u|c VX) (24.17)
€ M qu:K [ u,[[vug XBS va '
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Donde el indice ( se extiende Unicamente a los PE valores independientes que se

2
calculan de latransformada (FCEi(Vx )Vﬁ
TV udy

a™ 0
Es importante sefialar que no seré posible expresar las funciones GV ¢, ~ dadas por

& b

(2.4.3) como transformadas de Fourier de ninguna otra funcién en forma genérica, pues se
evaluaran en puntos U = K-EU ( tales que el nuevo espaciado en el dominio frecuencial EU{

no sera conjugado del espaciado en e dominio natural EX , y no se cumpliran las relaciones
expuestas en la Tabla2—4-1.

Obsérvese que, en el caso particular en que laventanainicial \, fueraun pulso cuadrado

]va , laexpresion (2.4.5) serescribiriaen formatrivial:

Tu (%) = Ty (%) 1oy (X) 1oy (X) (2.4.18)

Y el resultado expuesto en (2.4.4) se reduciriaa laférmulade interpolacion ala que conduce
el Teorema del Muestreo tradicional, equivalente a (2.4.1), donde la transformada de Fourier de
laventana seria un miembro de la familia de los senos cardinales.

Estos resultados se ejemplifican en las figuras 2—4-1y 2-4-2:
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Figura 2—4-1: Interpolacién en la transformada de Fourier directa (1), correspondiente al
gemplo | mostrado en §2.2:

x p/4
(a), (b) Valoresde ( Fro0s ) y detalle. Las lineas punteadas se incluyen para

0,025 Jpye; 1,
facilitar la observacién de las tendencias.
xa 0,05 O
(c) Transformadas de |as ventanas desplazadas Gho,02s;1, -(u |0,025; 8 para algunos
o}

valoresde (.

(m) Detalle de la transformada de la ventana desplazada con (] = 64.

* p/4
(n), (f) Transformada de Fourier ( F 8’8;’5_ ) (puntos) y transformada de Fourier
,025; hg P/8: Ligy

para interpolar ( F*gjggs; h ) (u) (lineas continuas), y detalle.

En todos |os casos se representa en azul la parte real, en rojo la parte imaginaria.

Figura 2—4-2: Interpolacién en la transformada de Fourier directa (1), correspondiente al
ejemplo |l mostrado en §2.2:

x p/4
(a), (b) valores de(G 8’835_1 ) y detalle. Las lineas punteadas se incluyen para
4278 Ip [8; 14,

facilitar la observacién de las tendencias.

%30,05 O
(c) Transformadas de |as ventanas desplazadas Gho,02s;1, -(u |0,025;8 para algunos
o}

valoresde (.

(m) Detalle de la transformada de |a ventana desplazada con (] = 64.

(n), (f) Transformada de Fourier (G* 0.05 (puntos) y transformada de Fourier

0.025;hy )p/s: Loy

para interpolar (G*gzgszs; hy ) (u) (lineas continuas), y detalle.

En todos |os casos se representa en azul la parte real, en rojo la parte imaginaria.
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2.4.1.2. Interpolacion en la transformada directa

? DEFINICION (TRANSFORMADA DIRECTA INTERPOLADA). Dada una funcién muestreada
con soporte acotado fCE,QX definida en el dominio natural, dada por (2.2.9), se define la nueva

EU¢
funcién (FCE\TVX) 1 resultado de la interpolacion en la transformada de Fourier
! U¢ VU ¢

ex & : o
F 1 mediante |a expresion:
u

C,Wx Ty

(Fm)w¢ ®°IWJW(FH)OODW%W (2.4.19)

X Ju Gl C,Vyx

Esta expresion se rescribe, sustituyendo el valor de }IVU¢ dado por (23.12), el vaor de

( FCE]XWX )(u) dado por (24.4) y el valor de D™ ¢(u) dado por una expresién analoga a2.2.1),

enlaforma:
ex \EU¢ _
( C,Vyx )U‘Hvuc uj=
- & ex &Y¢ o)
EX & ¢ & 2 pBL O :
=—"—3% (FCE’?VX )VXE%EE'QVC,M +  (kEUdc,vX)d(u- kEUQ
2 k=kE g=-¥ 8 V ﬂg - =
A1y, (4]
(2.4.20)
EU¢
Detal formaque lafuncion (I:CE’\),(VX ) o viene representada por los valores:
> @™ o
¥ P e L
(FE )" (kEUg==2§ (FE P B2V, = (KEUGCVX)
WX u gl e 2p q=-¥ VX 8 ng aﬂ
"ki{k k+1 - k-1 k}
(2.4.21)
Dondeel conjuntodel'ndices{K k+1 - k-1 E} cumple la condicion:
KEUG (ue vuerud, "kl {k k+1 - k-1 Kk} (2422

?

Atendiendo a la consideracion efectuada en €l Epigrafe anterior acerca de la extension del
indice del sumatorio paratodo (1 7Z , enlugar de (2.4.21) se empleala expresion acotada:
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72
- EX 6EU¢
cec ¢ o ue s EX S (pex & 2 °gvc k-EU{ ¢, VX
( C M )U‘”\/U@( G) 2p qa=£( ¢, lyx )u Iy ngX Qg " le ( ¢I )

"ki{k k+1 k-1 k]
(2.4.23)

Donde el conjunto de indices{K k+1 k-1 E} cumple la condicion (2.4.22).

En los casos en que se esta interesado en la interpolacion de PE valores en la region del
dominio frecuencial méas proxima al origen, desde U =0 hasta U= ( PE - 1)-EU 0, se elegira

¢=- - En los casos en |os que se esta interesado en lainterpolacion de PE valoresen la
region del dominio frecuencia més alejada del origen, desde U= (PE 1) (EU EU(I)

hasta U (PE 1) ‘EU | se elegira u¢—(PE 1)(EU EUQ‘)-T En ambos casos

seelegira VU C¢= PEEU ¢, detal formaque LU ¢:(PE- l)-EU¢, k=0yk=PE-1

Es importante sefialar que, como es de esperar, la funcién (ch]vx )( ) dada por (2.4.4)
EX EU
toma los valores (Fc,vvx ) (k EU) en los puntos U = K-EU , dados por |a transformada
de Fourier expresada en (2.3.2).

u,lyy

| DEMOSTRACION. Para comprobar esta afirmacién, se evalla (2.4.21) en los puntos de la
2
VX dados por (2.4.2) y

forma U= K-EU , sustituyéndose explicitamente los valores (F ExX )
Uy

& 0
los valores GV ¢, ~ dados por (2.4.3), teniendo en cuenta |as relaciones expuestas en la Tabla
& o
2-4-1:
ex \BY _
(P )1 (k-EU)=
:%iEé iy (NEX - ¢ )-g " ®nEx.
é Loy (MEX - ¢)-f (MEX)-g9EVmEX gaEUnEx (2.4.24)

g';ok

-¥m

g

"kT{K k+1 - k-1 E}
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Es posible rescribir esta expresion, sustituyendo la ventana lex por su valor dado en
(2.3.31), enlaforma

(F) («EU)=

VU

2p 1 keunex & & LigEUMEX jgEUNEX
av nEX- c)e ‘a a f(mex)e's g
Y PE .-, ( ) 4= ¥ m=n ( )

"ki{k k+1 - k-1 k}
(2.4.25)

Es posible rescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (2.1.18), teniendo en
cuentalas relaciones expuestas en la Tabla2-4-1, en laforma:

Y n _ .
é, é, ( )e-lqEU-m-EX_é GEUNEX (2.4.26)
q=-¥ m=n

Asf pues, tomando g(m EX) J Y (m EX - C) -f (m-EX) en (2.4.24), aplicando la
expresion anterior se obtiene, teniendo en cuentalas relaciones expuestas en la Tabla 2—4-1:

= po_2p -ikZRnex
(Ff?vx)u T ?vx@_\ﬁénv”(na( ¢)f(nEx)e ™

(2.4.27)
"ki{k k+1 - k-1 k}

Obsérvese que esta expresion conduce a los mismos valores que la transformada de Fourier

>
( Ffffvx )L\J”z dada por (2.3.2), como se queria comprobar.
VU

Estos resultados se ejemplifican en las figuras 2—4-3 y 2-4-4:
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9=0 9=16 §=32 q=48 q=64
60 60 60 60 ' 0
.
40 wp ot a0 4 40 0
| H H
20 wp il 0 ¢ 0
= 0 0
) i £ 5
20 2} ? ki) ] 20 H 20 e
H H + ‘
40 -40 -4 H -40 -0
60 F 50 &0 60
0 20 40 @ @ 0 M 40 60 &0 0 2 40 8 & 0 m 40 e @ 0 2 40 60 80
u u u u u
q=80 q=98 =112 g=128 q=144
60 60 * 60 60 0
40 ! 40 0 4 40
20 ! i) i 2 { 0 0
H I3 I
= . il il
H £ 3
20 20 : 20 20 Ll
i . H
-40 i 40 -40 -40 -40
B
60 0 0 0 &0
0 20 40 8@ @ 0 0 40 60 &0 0 20 40 &0 & 0 2 0 e o 0 20 4 &0 80
u u u u u
a=6t
@
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1 S 4
2
a0
| | , | . . . . .
g B % @ 9 8 T 2 T
8
6
4
2
0
2
-4
5
)
0 0 a0 60 60 100 120
u u

Figura 2—4-3: Interpolacion en la transformada de Fourier directa (y 1), correspondiente al
egjemplo | mostrado en §2.2:

@0,05 O 3p o
(a+) Transformadas de |as ventanas desplazadas Gho,o2s; 1, ;?(E |0,025; 8% para
- (%]

algunosvaloresde (.
(k) Detalle de la transformada de |a ventana desplazada con (| = 64.

F*0,0S

untos), transformada para interpolar
0,0ZS:ha)p/g; L (P ) P P

(1), (m) Transformada de Fourier (
*0,05 ~0,05 \iP/4
(F 0,025 hy )(u) y transformada interpolada (F 0025y ) . (circulos), y detalle.

3. /a
4p/ "—f’;ao,;

En todos los casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacion de las tendencias.
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Figura 2—4-4: Interpolacion en la transformada de Fourier directa (y I1), correspondiente al
gjemplo Il mostrado en §2.2:

@0,05 O 3p o
(a) Transformadas de las ventanas desplazadas Gho,o2s; 1, ;?(E |0,025; 8% para
- (%]

algunosvaloresde (.
(k) Detalle de la transformada de |a ventana desplazada con (| = 64.

F*0,0S

untos), transformada para interpolar
0,0ZS;hB)p/g; L (p ) P P

(1), (m) Transformada de Fourier (

* * Ep/4
(F 8’825.,13 )(u) y transformada interpolada (F 8825-@ )2 . (circulos), y detalle.
1025 025 3p8 15,
4

En todos los casos se representa en azul la partereal, enrojo la parte imaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacion de las tendencias.
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2.4.2. Interpolacién en latransformada de Fourier inversa

EX
El objetivo de esta Seccion es, dada una funcion ( qu\tJVU ) ] en laforma (2.3.17), definir
M Je 1,

EX¢
. . E . . ..
una nueva funcion ( fu \l/iu ) . que interpola a la primera en PE valores en e dominio
, e

frecuencial, equiespaciados unadistancia EX ¢y contenidos en el intervalo (C ¢VXC+ C¢) .

El procedimiento a seguir es andlogo al expuesto en §2.4.1. En primer lugar se expondra una
generalizacion del Teorema del Muestreo para la transformada inversa, mediante el cual es
posible determinar la transformada de Fourier de una funcidon muestreada y con soporte acotado
mediante la aplicacion de una ventana cual quiera.

A continuacion, se determinara explicitamente |a transformada en los anteriormente citados
PE valores en el dominio natural, aplicando un desarrollo andlogo al expuesto en §2.2.3.

2.4.2.1. Generalizaciéon del Teorema del Muestreo para la transformada inversa

? TEOREMA. (GENERALIZACION DEL TEOREMA DEL MUESTREO PARA LA
. 2 EU Lo
TRANSFORMADA INVERSA). Dada una funcién muestreada con soporte acotado F, v, definida

en el dominio frecuencial, dada por (2.3.20), su transformada de Fourier inversa puede ser
determinada univocamente mediante el conociniento delos PE valores:

w614 ke
feu Yw &P O_ L o (L EU- u)E(KEU vy
(T, gy v ol u)F(kEU)e
(2.4.28)
"ni{n n+1 - A-1 7
Y las funciones:
™ ¢ 5 U B 208
éVu,IVU i(X|u,VU ) :\%gvvu (k-EU _ u)_ekEUS VU 5
2 =k
(2.4.29)
"ml Z

Mediante la expresion:
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X 2 o o)
(65, )09 =Eu-8 (152,)2, Fnot-San, A xiuwv) @430
m=- ¥ € Ug %

| DEMOSTRACION. La obtencién de la expresion (2.4.30) requiere separar, a tomar la
transformada de Fourier de la funcién Ff\z ’ dada por (2.3.20), los efectos del muestreo y la

ventana que acota el soporte Vvu . Para ello se descompone esta ventana en laforma:

Viu (%) = Ty (U)Vy (X)-1yy (u) (2.4.31)

Obsérvese que la ventana }[vu , definida en (2.3.12), tiene la propiedad de ser €l elemento

neutro en el producto de ventanas de longitud VU en el dominio frecuencial.

. ;. ny: EU S
Asi pues, lafuncion lafuncion F, w,, Puederescribirse en laforma:

K
RS (u)=4 Ly (KEU - u)V,, (kEU - u) R (k-EU)d(u- kEU)

k=k

(24.32

Donde hasido definidalanuevafuncion Fu"EIL\J/U :

K
R (u)° &l (qEU-u)F(qEU)d(u- gEU) (2.4.33)

a=k

Obsérvese que el efecto de la ventana permanece en la funcion Ff\fw dada por (2.4.32),

mientras que el efecto del muestreo en ésta se encuentra incluido en la funcion FUEIL\J/ , + como
puede apreciarse en su definicion (2.4.33).

La funcion FUI?XLJ , €S por su definicion, una funcién muestreada y de soporte acotado. Su
transformada de Fourier inversa puede determinarse mediante (2.3.18), que en este @so se
rescribe, teniendo en cuenta el valor de la ventana I[VU dado por (2.3.12), en la forma expresada
en (2.4.28).

. ' - EU . : .
Por otra parte, es posible expandir la funcion F, 1, ©Nunaserie de Fourier en el intervalo

(u ,VU +u ) mediante (2.1.14), que en este caso se rescribe, teniendo en cuenta las relaciones
expuestas en laTabla2—4-1, en laforma:

—iumz—p ~
R (u)= g. F.e W, "ul(u VU-+u) (2.4.34)

Los coeficientes F , vienen dados por (2.1.16), que en este caso se rescribe, teniendo en
cuentalas relaciones expuestas en la Tabla 2-4-1, en laforma:
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ikEU G

3 me
F. =i§1 F (kEU)e W (2.4.35)
PEZ "™
Sustituyendo en esta expresion € valor de Fu"EIL\J/U dado por (2.4.33), ésta se rescribe en la
forma:

k KE U m
F”‘:p_lEEoi Iy (KEU - u)F(k EU)e " "W (2.4.36)

k=k

Comparando (2.4.28) y (2.4.36), teniendo en cuenta las relaciones expuestas en la
Tabla 2-4-1, se concluye que:

-0 (1, | T

Cvlvxg W g
(2.4.37)
"mi{n n+1 - A-1 7}
Detal formaque, sustituyendo (2.4.37) en (2.4.34), la suma:
¥
- ) o EU w m O |um—
F,(u)=EU m§¥(fu,lw)0 w §TVU B (2.4.38)

Representa una repeticién periédica de FUEILVJ , @ lo largo del dominio natural, y coincide en

valor con éstaen el intervalo (u,VU +u).

Asi pues, es posible expresar la funcion Fu"z\z y dada por (2.4.32), teniendo en cuenta esta

consideracion y sustituyendo el valor de Fp dado por (2.4.38), en laforma:

¥ 2p
=eu-§ (12 v Fn2 9
m§¥( u, ly )c,] 8 VUg

i kE

g )

&1, (KEU -u)V,, (kEU -u)e " "Wd(u- kEU) (2439
k=k

"ul (u VU+u)

Si se define, para cadavalor del indice M, la nueva ventana desplazada dada por la funcién:

Ay - ium2—p

\7(u luVU)°V,, (u-u)e W (2.4.40)

Esta Ultima expresi6n puede rescribirse en laforma:
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R, (U) =

=EU-§ (1 )vz_8 B2 08 | (K EU - u)V (KEU |uVU )d (u- kEU)
¥ I C]vxg V gkl_( VU '

"ul (u VU+u)

(2.4.41)

La funcién Ff\l,i ’ dada por (2.4.41) es suma (en M) de funciones muestreadas de soporte

acotado, a cada una de las cuales le es aplicable idénticamente el desarrollo expuesto en §2.3.2
La transformada de Fourier inversa de cada elemento en esta expresion vendra dada pues,
comparando (2.4.41) con (2.2.9), por una expresion analoga a (2.3.17), que en este caso se
rescribe en laforma:

wEU 0
évu,lw Hxlu,wu)e
@
L €& X V
°TF'&q I (KEU - u)V (k-BU |u,VU)d(u- k-BU)g(x) =
&=k 0
1 & &b x k-eun 0 g 200
= Ly (K-EU - u)V (k-EU |u,VU)- Wood(X- N2
70 n§¥gn=g w u)V ( luVU)-e : VL
(2.4.42)

Es posible rescribir esta expresion, teniendo en cuenta el valor de la ventana }[VU dado por
m

(2.3.12) y sustituyendo la funcion \7 por su valor dado por (2.4.40), obteniéndose |a expresion
(2.4.29).

Teniendo en cuenta estas consideraciones, la transformada de Fourier de (2.4.41) vendra
dada por (2.4.30).

2_p
Obsérvese que los valores ( qumli ! )VU] dados por (2.4.28) son, como se menciond en
, .
§2.32, J/EU veces los coeficientes de la serie de Fourier de Ff]su dada por (2.3.35), con la

ventana [,

La extension del indice del sumatorio en (2.4.30) paratodo M| Z hace referencia a la
periodicidad de esta transformada de Fourier inversa, tal como se discutié en 8.3.2. Esta
extension infinita del indice no es operativa computacional mente, por 1o que en lugar de (2.4.30)
se empleala expresion acotada:

EU ..

(£, ) VU gg/u o H(Xu,VU) (2.4.43)

- O

(f'5%, )(x)=Eu-

7 QJOsl

=n

[SHE
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Donde € indice M se extiende Gnicamente a los PE valores ndependientes que se

2
calculan delatransformada ( quIli ; )VU]
: el
wEU 0
Es importante sefialar que no sera posible expresar las funciones éVu,lw : dadas por
2

(2.4.29) como transformadas de Fourier inversas de ninguna otra funcion en forma genérica,
pues se evaluaran en puntos X = NEX ( tales que el nuevo espaciado en el dominio natural

EX ¢ no ser& conjugado del espaciado en e dominio frecuencial EU , y no se cumpliran las
relaciones expuestas en la Tabla 2—-4-1.

Obsérvese que, en €l caso particular en que laventanainicial \,, fueraun pulso cuadrado

lvu , (2.4.31) serescribiriaen formatrivial:

Ly (u) = Ty (u) Iy (u) 1y (u) (2.4.44)

Y el resultado expuesto en (2.4.30) se reduciria a la formula de interpolacion a la que
conduce €l Teorema de Muestreo tradicional, equivalente a (2.4.1), donde la transformada de
Fourier inversa de la ventana seria un miembro de lafamilia de los senos cardinal es.

Estos resultados se ejemplifican en las figuras 2—4-5 y 2-4-6:
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Figura 2—4-5: Interpolacion en la ransformada de Fourier inversa (1), correspondiente al
egjemplo | mostrado en §2.2y §2.3.1:

=005 \P/4 0.0 .
(a) Valoresde (( f 0.025: hy )p/g; L ) . (Cf. Figura2-3-3(c) ).

0,025; 1,
aaP 4 fo)

(b—K) Transformadas de |as ventanas desplazadas é] PI8: 1, :( x|p/8,40p ) para algunos
@

valoresde M.
(1) Detalle de |a transformada de la ventana desplazada con M =64 .

*0,05

b/ 0,05
0,025: hy ) ) (puntos) y transformada de

(m), (n) Transformada de Fourier (( f ‘
P/8 Lay | 0,025;1,

§70.05 )p/4

Fourier inversa para interpolar (( 0.025: 1y /g )(X) (lineas), y detalle.
T p/8: laop

En todos |os casos se representa en azul la parte real, en rojo la parte imaginaria.

Figura 2—4-6: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa (1), correspondiente al
egjemplo || mostrado en §2.2y §2.3.1:

0,05
*0,05 )p/4 ) . (Cf. Figura 2-3-3(c) ).

(a) Valores de((g 0.025:hy Jo e,
»La0p

0,025; 1,
ap/4 lo)
(b—K) Transformadas de las ventanas desplazadas élp/s; Lop :( x|p/8,40p ) para algunos
a
valoresde M.

() Detalle de la transformada de |a ventana desplazada con M =64 .
0,05

. p/4
(m), (n) Transformada de Fourier ((g 88;’5 h ) ) (puntos) y transformada de
T In/8i 10y 0,025 1,

0,05 )p/4

Fourier inversa para interpolar ((g 0,025; b, . )(X) (lineas), y detalle.
’ ’ p/s; 40p

En todos |os casos se representa en azul la partereal, enrojo la parteimaginaria.
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2.4.2.2. Interpolacién en la transformada inversa

? DEFINICION (TRANSFORMADA INVERSA INTERPOLADA). Dada una funcién muestreada
con soporte acotado Fu"E\l,i 5 definida en el dominio frecuencial, dada por (2.3.20), se define la

EX¢
. 4 EU . . 4 .
nueva funcién (fu Viw ) 1 resultado de la interpolacion en la transformada de Fourier
! CQ VX ¢

U \&X . y
( f " ) mediante la expresion:
u,Vyy ¢, 1y,

(153 ), (0° Tux- c9{ £3,) (0 D7(x) @449

CGlye

Esta expresion se rescribe, sustituyendo el valor de ]vx¢ dado por (23.31), el valor de

(ff\zu )(X) dado por (2.4.30) y € valor de DEU¢(U) dado por una expresion andoga a

(22.1), enlaforma:

(15 (%)=

cClyxe
_ %¥ 2 --wEU (_jEXCI: 0
=EUQ4¢a (&, )@ P Oy, + (NEX¢u, WU )7d (x- nEXY
n:_gmz—¥ o 8 VU g - +
2 61 a
(2.4.46)
EX¢
Detal formaque lafuncion ( ffyw )cm viene representada por los val ores:
p 2_"69 2 O&E‘EU dEX(B
(1) (nEx9=ru-§ (L% W em==2ew., = (nEXGu, W)
Y LGl e ¥ ! 8 U gé =
2t
"nl{n n+1 .- A-1 A}
(2.4.47)
Donde el conjunto de indices{ﬂ n+l .- n-1 ﬁ} cumple la condicion:
nEX® (c¢ VX¢c9, "ni{n n+l -~ n-1 n} (2.4.48)

?

Atendiendo a la consideracion efectuada en el Epigrafe anterior acerca de la extension del
indice del sumatorio paratodo M| 7, enlugar de (2.4.47) se empleala expresi6n acotada:
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EX¢ n 2 2p Oa@EU 0EX¢
(£, ), (MEXG=EU-E (L3 )7 einots Bt (nEXou)
e e % g1,
"ni{n n+1 - A-1 7}

(2.4.49)

Donde el conjunto de indices{ﬂ n+1 n-1 ﬁ} cumple la condicion (2.4.48).

En los casos que se esta interesado en la interpolacion de PE valores en la region del

dominio espacial més proxima al origen, desde X =0 hasta X = (PE - l)-EXQ, se elegira
EX¢ . : .

cC=- ——  Enlos casos en que se esta interesado en lainterpolacion de PE valoresen la

region del dominio espacial més alejada del origen, desde X = (PE - 1)( EX - EX# hasta
EX¢

=(PE- l)-EX, se elegira C¢:(PE- 1)(EX- EX(I)- - En ambos casos se

elegira VX ¢= PE-EX¢, detal formaque LX¢=(PE - 1)-EX¢, n=0y M =PE- 1.

Es importante sefialar que, como es de esperar, la funcion ( ff\z ! )(X) dada por (2.4.30)

eu \&X
toma los valores ( f )
UM Je 1,

de Fourier expresada en (2.3.18).

(n-EX) en los puntos X =NEX , dados por la transformada

| DEMOSTRACION. Para comprobar esta afirmacién, se evalUa (2.4.47) en los puntos de la
2p
forma X = NEX , sustituyéndose explicitamente los valores ( qu]u )VU1 dados por (24.28) y
: c

wEU O
losvalores GVu, 1, : dados por (2.4.29), teniendo en cuenta |as relaciones expuestas en la Tabla
o
2-4-1:

(152 )7 (nEX)=

uMuy

c, Iy
1 1§
=— —31, (kEU - u)F(kEU)
VU PEkak ( ) ( )
é¥. g (qEU _ u)einU-nEX ék-EU-mEX e—inU-mEX (2.450)
m=- ¥ q=k

ni{n n+1 - n-1 7}
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Es posible rescribir esta expresion, sustituyendo la ventana }[vu por su valor dado en
(2.3.12), enlaforma:

(15, (nEX) =
:iig F(k EU) é¥. gv (q EU u)éqEUnEX @KEUMEX 5 igEUmMEX
VU PE & o
"ni {n n+1 m-1 7}
(2.4.51)

Es posible rescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (2.1.20), teniendo en
cuentalas relaciones expuestas en la Tabla2-4-1, en laforma:

¥ ok _ _
= é é G(qEU )-é GEUMEX o ikEUMEX (2.4.52)
m=-¥ g=K

Asi pues, tomando G(qEU) W (qEU u) JAEUNEX e (2.4.50), aplicando la
expresion anterior se obtiene, teniendo en cuentalas relaciones expuestas en la Tabla 2—4-1:

20 2 1 k ik £ U-n22
feu fw &P O_ 1 9y (kEU-u)F(KEU w
( UMy )c,]\,xg VU g VU kazk VU( U) ( )
(2.4.53)
"nl{n n+1 -~ n-1 7}

Obsérvese que esta expresion conduce a los mismos valores que la transformada de Fourier

EX
( qu\bj ) ] dada por (2.3.18), como se queria comprobar.
»VYVU c, VX

Estos resultados se gjemplifican en las figuras 2—4-7 y 2-4-8:
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Figura 2—4-7: Interpolacion en la transformada de Fourier inversa (y I1), correspondiente al
giemplo | mostrado en §2.2'y §2.3.1:

&P/4 fo) ..
i 1 <& 38 4a0p?

(a—])TransformadasdeIasventanasdesplazadasé P/8:1agp E’gn%”)/ ,4Up Epara

algunosvaloresde M.

(k) Detalle de la transformada de |a ventana desplazada con M =64 .

0,05 )p/4 )0,05

0,025; hg 0/8; 14Cp (pUntOS),

(), (m) Transformada de Fourier inversa (( f
0,025; 1,

transformad interpol (( *0.05 )p/4
ransiormada para interpolar .
002515/ /8: 1,6

3
20,05
((f*o,os )p/4 )
0,025; ,
% Jo/8: Loy 20,025; 1,
2

) (X) (lineas) y transformada interpolada

,y detalle.

En todos | os casos serepresenta en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria. Laslineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacion de las tendencias.
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m=0 m=16 m=3 m=43 m=64
15 15 15 15 15
‘
1 1 1 1 1
. . .
08 05 05 H 05 : 0s
o o 4 o
sl 0
- ¥ .
s 05 05 08 as
+
1 1 - 1 1
0 2 4 [ 0 2 4 [ 0 2 4 6 0 2 1 6 0 2 4 6
x x x * x
m=60 m=96 m=112 m=128 m=144
15 15 15 15 15
1 1 1 1 1
. .
05 i 05 i 05 08 0s
= . 3
"@l s [t} 1]
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05 05 05 05 05
1 1 - 1 1
0 2 i & 0 2 i & 0 2 ¥ 6 0 2 [ 6 0 2 [ 6
x x x x x
m=o4
1
08
08
04
02
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04
08
08
4 .
hs 2 25 3 35 0 5 5
«
05 0s
05 05
0 1 2 3 4 5 6 7 8 22 23 24 25 26 27 28 29 3 31 32
% %

Figura 2—4-8: Interpolacién en la transformada de Fourier inversa (y I1), correspondiente al
egjemplo Il mostrado en §2.2y 8§2.3.1:
P/A B .
. & % 3 0
(a~) Transformadas de |as ventanas desplazadas glp/a;l40p ;g’]% | p/8,40p = para
o 1%}
algunosvaloresde M.
(k) Detalle de |a transformada de la ventana desplazada con M =64 .

*0,05 )p/4 )0,05

(), (m) Transformada de Fourier inversa ((g 00251 Jo /5.1 (puntos), transformada
02T pf8:1 40,

0,025; I

_ 005 \P/4
para interpolar (g 0,025; by )p/3-1
» L40p

30,05
005  \P/4 Ehe
((g 0'025%) _ ) y detalle.
P/8: laop 130,025;1,,
2

(X) (lineas) y transformada inter polada

En todos los casos se representa en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria. Las lineas
punteadas se incluyen para facilitar la observacion de las tendencias.
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Relaciones entre las transformadas directa e inversay la funcién original

En los casos que se tratan en este trabajo, se emplean funciones muestreadas con soporte

acotado representadas por los valores fCE'@X dados en (2.2.10), y se calcula su transformada de

EU
Fourier, representada por los valores (FCE;(VX ) dados en (2.3.2), tal como se expuso en

u.lyy
§2.3.1.

Para recuperar nuevamente la funcion original tomando la transformada de Fourier inversa
de su transformada directa, se ha de tener en cuenta el resultado expuesto en 82.3.2 segun €l
cual, dada una funcién muestreada de soporte acotado en el dominio frecuencial representada

por los valores Ff\z ’ dados en (23.21), se calcula su transformada de Fourier inversa,

eu \&
representada por los valores ( f ) ] dados en (2.3.18).
c, 1y

u My

En la primera Subseccién, con el objeto de comprobar la consistencia de los resultados
obtenidos en 8.3.1y §2.3.2, se calcula la transformada inversa de la transformada directa de

Ex EU EX
fc,wX dada en (2.3.1), representada por los valores (( fCEffvx) ) , debiendo darse la
' c, Iy
igualdad:

(1)) (nex)= 12 (nex)

(25.1)
"nl{n n+1 .- A-1 7}

Asi mismo, se pretende hallar una relacién entre la funcion original  f (X) y los valores

()7

¢, Iy

En la siguiente Subseccién, con el objeto de comprobar la consistencia de los resultados
obtenidos en 824.1, se estudia €l resultado de considerar la transformada inversa de la

EU ¢
transformada interpolada (FCE'\),(vx ) dada por la evaluacion de (2.4.4) en los puntos de la

B \EUC\EX¢
forma U=K-EUC con k entero, representada por los valores (fcwX) ,
’ CGlyye

determinados mediante una expresion andloga a (2.3.18), debiendo darse unaigualdad andloga a
(2.5.1).

Asi mismo, se pretende hallar una relacion entre la funcion original  f (X) y los valores de

latransformada inversa de la transformada interpolada. Obsérvese que, dado que lainterpolacion
modifica el espaciado y la longitud de la ventana en el dominio frecuencial, la transformada

90
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inversa estara representada por valores en puntos X = NEX ¢ no coincidentes con los puntos
X =nNEX donde se define lafuncién original muestreada con soporte acotado.

En b dltima Subseccion, con el objeto de comprobar la consistencia de los resultados
obtenidos en 82.4.2, se estudia el resultado de considerar la interpolacion de la transformada

fEX

inversa de la transformada interpolada ( ¢ o

EUG
) 1 dada por (2.4.23), representada por los
u

vu¢

C,Wx U‘EIVUKE

EU ¢ EX
valores (( fEX ) ) , determinados mediante (2.4.47), debiendo darse una igualdad
C Iy

andlogaa(2.5.1).

Asi mismo, se pretende hallar una relacion entre la funcion original  f (X) y los valores de

la transformada inversa de la transformada interpolada. Obsérvese que esta nueva interpolacion
en el dominio natural permite obtener los valores de la transformada inversa en los puntos
origindes X = NEX donde se define la funcidn original muestreada con soporte acotado.

2.5.1. Relacion entre latransformadainversa de la transformada directa
y la funcién original

? PROPOSICION (RELACION ENTRE LA TRANSFORMADA INVERSA DE LA TRANSFORMADA
DIRECTA Y LA FUNCION ORIGINAL). La relacion entre una funcion muestreada soporte acotado

representada por los valores fCE’\)‘:/X dados en (22.10), y la transformada inversa de su

2p

transformada directa (Fff;/x )VX dada en (231), representada por los valores

Ex EU EX
( fevy ) , viene dada por |la expresion:

c,lyx

&, (nex)=((12,)%) " (vex)

¢, lyx

(25.1)
"nl{n n+1 .- A-1 A}

La relacion entre la funcion original muestreada representada por los valores f EX dados en
(2.2.4), y latransformada inversa de su transformada directa, viene dada por la expresién:

£ (nEX) =((ff§w )E”)

EX

W(nEX)/\(,X(mEX - ¢)

c,l

2.5.2)
"ni{n n+1 - -1 0}
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2p

! DEMOSTRACION. La transformada inversa de la funcién (FCE’\)Z/x )VX dada por (2.3.1) y

representada por larepeticién ciclicalos valores dados por:
i i ik 22 nEX
(FE:, 7" X & 20 0_ 20 28 Vix (NEX - ¢)-f(nEX)e "
=n

& VvXg VX E
(2.5.3)

"k Z
Se determina mediante (2.3.17), y esta representada por la repeticion ciclica de los valores
expuestos en (2.3.18), que en este caso se rescribe, comparando (2.3.21) con (2.5.3), teniendo en

cuentalas relaciones expuestas en la Tabla2-4-1, en laforma:

c. 1y

(( fcéévx)E”)Ex (nEX) =

:Pig. én. VX(mEX C)f(mEX) r IkEUmMEX eIk-EUnEX (254)
k=-¥ m=n
“nl {n n+1 - A-1 A}

Obsérvese que la ausencia de ventana en el dominio frecuencial en (2.3.2), indicada en el
hecho de que el indice K puede tomar todos los valores enteros, no permite acotar la extension

del sumatorio correspondiente en (2.5.4).

Es posible rescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (2.1.18), teniendo en
cuentalas relaciones expuestas en la Tabla2-4-1, en laforma:

¥ 0
g(nEx):éé é g(m_EX)_e-ik-EU-m-EX_ék-EUnEX (2.5.5)

Asi pues, tomando g(m-EX) =V (m-EX - C)-f (mEX) en (2.5.3), aplicando la
expresion anterior y comparando el resultado con los valores de la funcion muestreada con

soporte acotado fCEQX dados en (2.2.10), se obtiene (2.5.1).

Obsérvese que los valores de la transformada inversa son (n-EX - C) veces los

valores de la funcién original muestreada f EX en los mismos puntos. Teniendo en cuenta que
paralosvaloresde N expuestos en (25.1), la ventanaes no nulapor su propia definiciéon(2.2.5),
es posible recuperar los valores de la funcion original muestreada dividiendo (2.5.1) entre los

valores de laventana, obteniéndose (2.5.2).

Es importante sefialar que los valores de la transformada inversa (( chévx

EX
EX . .
f que se determinarian calculando la

EU
tienen por qué coincidir con los valores (( Cva) 1 )
’ Ul ¢,y
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EU
transformada inversa de los valores (FCE\):/X ) 1 expuestos en (2.3.2). La acotacion en el
' Uslyy

dominio frecuencial podriaconducir a que no se dieraunaigualdad del tipo (2.5.1).

Este resultado se gjemplificaen las figuras 2-5-1y 2-5-2:
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(b)
Figura 2-5-1: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa y la funcién
original, correspondiente al eiemplo | mostrado en §2.2:

(a) Valores de la funcion muestreada con soporte acotado fo(,)égg; hy (puntos) y valores de la

x005 \P/4 005
transformada inversa (( f oos hg) )

(circulos) en € intervalo
P/8 Lagy 0,025;1,

(-0,025;7,975).

(b) Valores de la funcion muestreada f 005 (n-0,05) (puntos) y valores de la transfor mada
. . 005 \P/
inversa corregida ( fo )

0,05
002516 /p/g; 1, )0,025; lg (n-o,OS)/ha (n'0'05+ 0’025)
(circulos), contenidos en el intervalo (- 0,025; 7,975) )

En todos los casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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@

(b)

Figura 2-5-2: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa y la funcién
original, correspondiente al gemplo || mostrado en §2.2:

(a) Valores de la funcién muestreada con soporte acotado 98,’825; e (puntos) y valores de la

0,05 )p/4 )0,05

d o025 h . (circulos) en € intervalo
p/8;1 40p

transformada inversa ((
0,025; 1,

(-0,025;7,975).
(b) Valores de la funcion muestreada ¢ 005 (n -0,05) (puntos) y valores de la transformada

g0 )p/ 4 )
0,025; .
" Jo/8: 1y Jo,025; Iy

inversa corregida (( (n-0,05) /h8 (n-0,05+0,025)
(circulos), contenidos en el intervalo (- 0,025;7,975) )

En todos los casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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2.5.2. Relacion entre latransformada inversa de la transformada directa
interpolada y la funcion original

? PROPOSICION (RELACION ENTRE LA TRANSFORMADA INVERSA DE LA TRANSFO RMADA
DIRECTA Y LA FUNCION ORIGINAL). La relacion entre una funcion muestreada soporte acotado

representada por los valores fCE’\)‘:/X dados en (22.10), y la transformada inversa de su

EU ¢
transformada directa interpolada ( FCE’f,(VX ) dada por la evaluacion de (2.4.4) en los puntos de

Euc\EX¢
laforma U=Kk-EUC con k entero, representada por los valores (( f & ) ) , Viene

€ CGlyye
dada por la expresion:
_aé/X ('jz euc)EX¢
o (nexg =228 ((12,)™) | (nexg
(2.5.6)
"nl{n n+1 .- A-1 A}

Larelacion entre la funcion original muestreada representada por los valores f EX¢ dados en
(2.2.4), y latransformada inversa de su transformada directa, viene dada por la expresién:

F(nEXQ = féé\jx_xg(( £ )EU¢)i;¢(nEX‘1)/va (nEX ¢ ¢)

(25.7)
"ni{n n+1 - A-1 T : nEXF (c VX+c)

?

EU ¢
| DEMOSTRACION. La transformada inversa de la funcién ( FCE’;(VX ) representada por los

valores dados por unaexpresion analogaa (2.4.4):

EU ¢
¢ EX & El 48~ 0
(Fe )™ (kEUY " a¥(FC?1XVX o g%\f’—;(gévlw * (KEUQc,VX)
A 2

"k1 Z
(2.5.8)

Se determina por (2.3.17), y esta representada por los valores expuestos en (2.3.18), que en
este caso se rescribe, comparando (2.4.23) con (2.3.21), teniendo en cuenta las relaciones
expuestas en laTabla2—4-1, en laforma:
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> a1 EX (-jEU¢ o)
:ig_ @g (FCEj( )VX %Eggvc,]vxf (kEUdc vX)Tek®n e
VU¢k=-¥§ P g=x vx 8 VX ﬂg p ﬂ
"ni{n n+1 - n-1 7}

(2.5.9)

Obsérvese que la ausencia de ventana en el dominio frecuencial en (2.4.23), indicada en el
hecho de que el indice K puede tomar todos los valores enteros, no permite acotar la extension
del sumatorio correspondiente en (2.5.9).

Las relaciones expuestas en la Tabla 2-4-1 entre las magnitudes EX , EU , VX y VU
seran |las mismas existentes entre las magnitudes EX ¢, EU(, VX 4y VU, pues son también
proveni entes de dominios conjugados.

EU
Es posible rescribir la expresién anterior, sustituyendo (FCE;(Vx ) 1 por sus valores dados
' Uy

a&™ 0
por (2.4.2) y las funciones GV ¢, ~ por sus valores dados por (2.4.3), teniendo en cuenta las

@
relaciones expuestas en la Tabla2-4-1, en laforma:

i

C¢]vx¢
_VX¢ 1 J (mEX C) - ikE U m-EX ékEucrnExa
\/>( (PE) k=-¥ m=n v
g.én.]vx(r EX - C)f(l’ EX) _igEUTEX éqEUmEX (25.10)
g=-¥r=n
"ni{n n+1 - A-1 7}

Sustituyendo en la expresién anterior la ventana ]vx por su valor dado por (2.3.31), ésta se

rescribe en laforma:

f (r_EX)_e-inU-rEX_einU-mEX (2.5.11)
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Es posible rescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (2.1.18), teniendo en
cuentalas relaciones expuestas en la Tabla2-4-1, en laforma:

1

g(mEX)= PE .

ﬁ . .
é g( )e-lqEU-rEX .elqEUmEX 2.5.12)

|| QJO«

Asi pues, tomando g (I’ -EX) =f (rEX) en (2.5.10), aplicando la expresion anterior se

obtiene:
¢
((ff@x)m)Ex (nEX®=
C Glyye
_VW)(Q:P_]'E é¥. én V (m‘EX _ C)f (mEX) - i kEU tm-EX eIkEU‘D(‘I-EX‘t (2513)
k=-¥ m=n
"ni{n n+1 -~ n-1 n}

Es posible rescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier, teniendo en cuenta las
relaciones expuestas en la Tabla2-4-1, en laforma:

(n Xq VX 1 g éﬁ. (m'EX) ¢ ik-EU & -EX ékEU¢n EXC (2514)
vX¢PE & 2, -

Asi pues, tomando g(m-EX) =V (m-EX - C)-f (mEX) en (2.5.13), aplicando la
expresion anterior y comparando el resultado con los valores de la funcién muestreada con
soporte acotado fCE]Qi dados por una expresion andlogaa (2.2.10), se obtiene (2.5.6).

Obsérvese que los valores de la transformada inversa son (VX FVX )2 ' (nEX ¢ C)

., .. EX¢ : H
veces los valores de la funcién original muestreada f en los mismos puntos. Teniendo en

cuenta que, para los valores de N expuestos en (2.5.7), la ventana es no nula por su propia
definicion (2.2.5), es posible recuperar los valores de la funcion original muestreada en el

intervalo (C ,VX +cC ) dividiendo (2.5.6) entre los valores de |a ventana, obteniéndose (2.5.7).

Euc\EX¢
Es importante sefidlar que los valores de la transformada inversa (( chXWX ) ) no
' CGlye

. . . *EX EU¢ Ex¢ . ,
tienen por qué coincidir con los valores (f CWX) . gue se determinarian
’ u vu ¢ CQ:[VXW

R EU¢

calculando la transformada inversa de los valores (f va\,x) . expuestos en (24.23). La
' ublye

acotacion en el dominio frecuencial podria conducir a que no se diera una igualdad del tipo

(2.5.6).

Este resultado se gjemplificaen las figuras 2-5-3 y 2-5-4:
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@ X ” (b)

Figura 2-5-3: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada y
la funcion original, correspondiente al jemplo | mostrado en §2.4.1.2:

(a) Funcion con soporte acotado fo,ozs; h (X) (lineas) y valores de la transformada inversa

2 280
& 8 0? 005 Pl 0 _

+ 6l f ooz = irculos) en el intervalo (- 1/30,319/30).
§32/35 & °’°25'*h)%p/sﬂ%m oy ° (+1/30,319/30)

(b) Funcién f (X) (lineas) y valores de la transformada inversa corregida

2 ..2B0
&8 057*005 /4 O e 20/, & 2 0
— podl + : h—+0,025= los),
832/313% 0’025%) 2 hag 30 g e

so/als. 3 €305
o o %03 Lazs 2
contenidos en el intervalo (- 0,025;7,975) .

En todos los casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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(@) X ” (b)
Figura 2-5-4: Relacion entre |la transformada inversa de la transformada directa interpolada y
la funcién original, correspondiente al iemplo |1 mostrado en §2.4.1.2 (1):

- 0,05
(a) Valores de la funcidn muestreada con soporte acotado 90,025; e (puntos) y valores de la

o %03 l3z3

2

_ &8 0& ,,x 4 O ) .

transformada inversa c——= ¢{ J 0’025.h3 )3 : (circulos) en € intervalo
32/35 &' " 0N oy,

(-1/30,319/30).

(b) Valores de la funcion muestreada 005 (puntos) y valores de la transformada inversa

,2 ,.280
e 8 07 *0,05 )731"/4 ° &}]io
8_32/35§ PO a1, Epo; lmg 30y

(circulos), contenidos en el intervalo (- 0,025; 7,975) )

>® 2 o}
h-=+0,025-
hBS 30

corregida

2

En todos los casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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En las figuras 2-5-3 (a) y 2-5-4 (@) se aprecian fuertes discrepancias entre los valores de las
funciones de soporte acotado y las transformadas inversas. Estas discrepancias pueden ser
debidas, como ya se adelantd, a la acotacion introducida en el dominio frecuencial, asi como al
hecho de que las discretizaciones del Teorema Integral de Fourier expuestas en (2.1.18) y
(2.1.20) no dejan de ser aproximaciones de lasintegrales expuestasen (2.1.7) y (2.1.11).

Estas diferencias a su vez se traducen en una fuerte discrepancia entre los valores de las
funciones originales y las transformadas inversas corregidas, como se aprecia en las figuras
2-53 (b) y 2-5-4 (b).

En importante sefidlar que este efecto se produce independientemente de la ventana que se
emplee para acotar la funcion en (22.6) 6 (22.8). La eleccién de la ventana tiene una
importancia capital en el estudio de funciones en el dominio frecuencial (en el caso que se trata
en este trabajo, en la forma de efectuarse la interpolacién en el dominio frecuencial), pero pierde
su importancia en los casos en que se efectlan transformaciones del dominio natura al
frecuencial y seretornadel frecuencial al natural.

En el caso de funciones constituidas por suma de impulsos es posible determinar, en forma
empirica, una expresion equivalente a (2.5.6) que permite relacionar idénticamente la funcion

muestreada de soporte acotado con la transformada inversa de su transformada interpolada, en la
forma:

EX¢ _aX 6( e \BUC )Em
fiok (NEXg = s (%% s ., (nEX9

(2.5.15)
"nl{n n+1 -~ -1 n}

De tal forma que, atendiendo a las consideraciones anteriormente efectuadas, es posible
relacionar idénticamente la funcién origina muestreada y dicha transformada inversa mediante
unaexpresion equivalentea (2.5.7), en laforma:

aX of/ .. eue \EX¢
renexg=2r (e, )2 | (n.Exa;/vvx (nEXE )
(2.5.16)

"nf{n n+1 - A-1 T : nEXH (c VX+c)

Este resultado se ejemplifica en la Figura 2-5-5:
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(@) X ” (b)
Figura 2-5-5: Relacion entre |la transformada inversa de la transformada directa interpolada y
la funcién original, correspondiente al eiemplo |1 mostrado en §2.4.1.2 (y I1):

- 0,0
(a) Valores de la funcién muestreada con soporte acotado (J 0’025; e (puntos) y valores de la

. ..230

encformada &8 oﬁlig*op5 )%p/4 o}

ransformada inversa p——— = . =
32 /3 ﬂg 0,025; hg

(circulos) en d intervalo

2p/8; H%mp Epo; Lazs
(-1/30,319/30).

(b) Valores de la funcién muestreada 90’05 (puntos) y valores de la transformada inversa
. ,.280
®x8 0 . /4 O ®& 20/ & 2 0
corregida _E?g 8"%25% )4 + - [ h,ch—+0,025=
§32/3 5% & 30 p

= N—-
32/3 B30 Gy, € 300

(circulos), contenidos en el intervalo (- 0,025; 7,975) )

En todos los casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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2.5.3. Relacién entre la interpolacién de la transformada inversa de la
transformada directa interpoladay la funcién original

? PROPOSICION (RELACION ENTRE LA TRANSFORMADA INVERSA DE LA TRANSFORMADA
DIRECTA Y LA FUNCION ORIGINAL). La relacion entre una funcion muestreada soporte acotado

representada por los valores fCE’f:/X dados en (2.2.10), y la interpolacion de la transformada
EU ¢
inversa de su transformada directa interpolada ( FCE’f,(VX ) dada por la evaluacién de (2.4.4) en

los puntos de la forma U=K-EUC con Kk entero, representada por los valores

( x )EU¢ BX _ L
fC , viene dada por la expresion:
o clyy

&/X & ) &
& (nEX) = GUXE (( =) ) | (nEX)

(25.17)
"ni{n n+1 -~ m-1 7}

La relacion entre la funcion original muestreada representada por los valores f EX dados en
(2.2.4), y latransformada inversa de su transformada directa, viene dada por |a expresion:

£5 (nEX) = ?//;(q;((f )Ew)ivx(nEX)/x(nEX-c)

(25.18)
"nl{n n+1 - -1 n}

?

| DEMOSTRACION. La transformada de Fourier interpolada de la funcion f esta

representada por los valores: €. Wx
EU¢ EX & ES 2p 5 & EX (-jEU¢
Fe KEUG= > FCEX RV e, T (KEUGC, VX
"kl Z
(2.5.8)

Lainterpolacion en su transformada de Fourier inversa vendra dada por (2.4.47), que en este
caso serescribe, teniendo en cuentalas relaciones expuestas en la Tabla 2—-4-1, en laforma:
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¢EX
(1)) (nex)=
¥ EX¢ a&lEU(EOEX
“EUCY ((ffjvx)m) (m.Exg.él +  (nEX |ugvug (2519
m=- ¥ Q,JVX

"ni{n n+1 -~ A-1 A}

gu ¢ EX¢
Donde los valores (( ch,évx ) ) vienen dados por una expresion andlogaa (2.4.28), que

en este caso se rescribe, teniendo en cuenta las relaciones expuestas en la Tabla 2-4-1, en la
forma:

EUc|EX® 1 & EUC ——
(127 (nexg=clo (R2,)™ (ceugerenes

(2.5.20)
"nl Z

wEU ¢6
Asi mismo, los valores é] T vienen dados por una expresion anadloga a (2.4.29), que en
@

este caso se rescribe, teniendo en cuentalas rel aciones expuestas en la Tabla2-4-1, en laforma:

EUC

(0] g
1 ?(X|U@VU(9=ia elk-EU‘(x-mEXfP
g - vued,
(7]
(25.21)
"ml Z

gu ¢ EX¢
La expresion (2.5.19) se rescribe, sustituyendo los valores (( ch,f,(VX ) ) dados por

wEU ¢('j
(2.5.20) y los valores él  dados por (2.5.21), teniendo en cuenta |as relaciones expuestas en

]
laTabla2—4-1, enlaforma:

EX
f EX EU¢) ) =
(( C'va) - (n )
1 1 & EU¢ ¥ ox _ |
e — FEX kEU . ikEUm-EX ¢ - igEU I EX ¢ JigEU M -EX
wipe 3, () (kg 8, 8 e e e
"nf{n n+1 -~ n-1 7}

(2.5.22)

Es posible rescribir |a discretizacion del Teorema Integral de Fourier (2.1.18), teniendo en
cuentalas relaciones expuestas en la Tabla2-4-1, en laforma:
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ne¥ 1 g g igEU tm-EX¢ jgEU th -EX
= —a a 9(mEXQeeEimBtgaEsh (2.5.23)

Asi pues, tomando g (mEXG) = glEUMEXE o (2.5.22), aplicando la expresion anterior

se obtiene:

Qox

EU¢ . .
= e (R ) (krug =

-¥

(( e )EU¢)EX (NEX) =1

c,lyx

"nl{n n+1 -~ -1 n}
(2.5.24)

EU¢
Es posible rescribir laexpresion anterior, sustituyendo el valor de ( Ffffvx ) dado por una

expresion andloga a (2.4.21), teniendo en cuenta las relaciones expuestas en la Tabla 2-4-1, en
laforma:

((fEX )EW)EX (nEX) =

C Vyx
¢, lyx

EUC
EX s
(0}

&l .
o e, 8, (P )7 @BVt (kevgearene

= o e .
2p VU ¢k:—¥ q=-¥ o é

"nl{n n+1 .- m-1 7}
(2.5.25)

EU
Es posible rescribir la expresion anterior, sustituyendo (FCEj(VX ) por sus valores dados

& 0
por una expresion andogaa (2.4.2) y las funciones GV ¢, = por sus valores dados por (2.4.3),
2
teniendo en cuentalas relaciones expuestas en la Tabla 2—-4-1, en laforma:

¥ ¥

a 4 f(mEX)e!9Eumex gasuiEx (2.5.26)
g=-¥ m=-¥

"nl {n n+1 .- A-1 n}

Es posible rescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (2.1.18), teniendo en
cuentalas relaciones expuestas en la Tabla2-4-1, en laforma:
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® ¥

g(rEX) g é¥. g(mEX) ¢ i gEUmMEX einU-rEX (2.5.27)

L
Q®¥E

Asi pues, tomando ¢ (mEX) =f (mEX) en (2.5.26), aplicando la expresion anterior

se obtiene:
EX
¢ EX EU¢) EX
(1)), ()
_%]:P_]I'Ekg¥ énvvx(r'EX _ C)-f (I’ EX) - iKEU & -EX ékEUﬂh ‘EX (25.28)
ni {n n+1 n-1 n}

Es posible rescribir la discretizacion del Teorema Integral de Fourier (2.1.18), teniendo en
cuentalas relaciones expuestas en la Tabla2-4-1, en laforma:

g(nEx)_Ki éé éﬁ.g(r Ex) - ik-EUCr - EXeIkEU¢I19< (2529)
VXCPE 2y - -
Asi pues, tomando g(r EX) (r EX - C) f (r-EX) en (2.5.28), aplicando la

expresion anterior y comparando el resultado con los valores de la funcion muestreada con
soporte acotado fCEQX dados en (2.2.10), se obtiene (2.5.17).

Obsérvese que los valores de |a transformada inversa son (VX PvX )2 va¢( nEX ¢ c (9

., .. EX . .
veces los valores de la funcién original muestreada f ¢ en los mismos puntos. Teniendo en

cuenta que, para los valores de N expuestos en (2.5.6), la ventana es no nula por su propia

definicién (2.2.5), es posible recuperar los valores de la funcion original muestreada dividiendo
(2.5.17) entre los valores de la ventana, obteniéndose (2.5.18).

EX
EUC¢C
X ) ) no

Es importante sefialar que los valores de la transformada inversa (( f. Vo
' ¢,y

EX
. EU¢
tienen por qué coincidir con los valores (( f EXVVX ) ) gue se determinarian calculando

usly /e 1,
] » ) YEX EU ¢
lainterpolacion en la transformada inversa de los valores ( f C ) 5 expuestos en (2.4.23).
' Ublyye

La acotacién en el dominio frecuencial podria conducir a que no se diera una igualdad del tipo
(2.5.17).

Esteresultado se ejemplificaen lasfiguras 2-5-6 y 2-5-7:
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@ “ (b)

Figura 2-5-6: Relacion entre |a transformada inversa de la transformada directa interpolada y
la funcion original, correspondiente al gemplo | mostrado en §2.4.1.2:

() Funcion con soporte acotado fo,ozs; h (X) (lineas) y valores de |a transformada inversa

2 005
®8 o0& . a0 ' | |
3—32/3; gf 8:825%18 )%p/& Lo, T (circulos) en el intervalo (- 0,025,7,975) _
17 2b,025;1,
(b) Funcion f (X) (Iineas) y valores de |la transformada inversa corregida

2 0,05
®e8 0 . 40 ,
35/38 g 8,835;?18 )%p/&q T (n-0,05) h, (n-0,05 + 0,025) (circulos),

3m0p ¢
4P @2 025: 1,

contenidos en &l intervalo (- 0,025;7,975) .

En todos los casos se muestra en azul la parte real, en rojo la parte imaginaria.
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@

(b)

Figura 2-5-7: Relacion entre la transformada inversa de |a transformada directa interpolada y
la funcion original, correspondiente al iemplo Il mostrado en §2.4.1.2 (1):

- 0,0
(a) Valores de la funcién muestreada con soporte acotado (J 0’025; e (puntos) y valores de la

2 ,.0,05
_ *®e8 0 «005  \3r/4 0 ) .
transformada inversa 9%+ g g o'ozs-hg )3 /611 T (circulos) en d intervalo
a8 [ 3p/8;] -
€ / g TR 2 005 1,

(-0,025;7,975).

(b) Valores de la funcion muestreada 005 (puntos) y valores de la transformada inversa

2 ..0,05
 *®8 0 8? <005  \3r/4 0
da c—— = podl + n-0,05 n-0,05+ 0,025
corregida 832/325 g 9 0,025, )%p/g; L0 Eb,ozs;lg ( ) hz( )

(circulos), contenidos en e intervalo (- 0,025; 7,975) :

En todos los casos se muestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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Andlogamente a lo expuesto en la Subseccioén anterior, en las figuras 2-5-6 (a) y 2-5-7 (@)
se aprecian fuertes discrepancias entre los valores de las funciones de soporte acotado y las
transformadas inversas. Estas discrepancias pueden ser debidas, como ya se adelantd, a la
acotacion introducida en el dominio frecuencial, asi como a hecho de que las discretizaciones
del Teorema Integral de Fourier expuestas en (2.1.18) y (2.1.20) no dejan de ser aproximaciones
delasintegrales expuestasen (2.1.7) y (2.1.11).

Estas diferencias a su vez se traducen en una fuerte discrepancia entre los valores de las

funciones originales y las transformadas inversas corregidas, como se aprecia en las figuras
2-56 (b) y 2-5-7 (b).

En importante sefidlar que este efecto se produce, andogamente a lo indicado en la
Subseccion anterior, independientemente de la ventana que se emplee para acotar la funcién en
(2.2.6)6(2.2.8).

En el caso de funciones constituidas por suma de impulsos es nuevamente posible
determinar, en forma empirica, una expresion equivalente a (2.5.17) que permite relacionar
idénticamente la funcion muestreada de soporte acotado con la transformada inversa de su
transformada interpolada, en laforma:

a/X 6/ .. eue \EX
& (nEX) :smg((f B )uw)ﬂw (nEX)
(2.5.30)
"ni{n n+1 - A-1 A}

De tal forma que, atendiendo a las consideraciones anteriormente efectuadas, es posible

relacionar idénticamente la funcion origina muestreada y dicha transformada inversa mediante
unaexpresion equivalente a(2.5.18), en laforma:

a/X 6f/ .« eue \EX
e (nex) =20 Y (re, o ) (nEX)/\(,X (nEX- ¢)

(2.5.31)

Este resultado se ejemplifica en la Figura 2-5-8.

En la Figura 25-8 (b) pueden apreciarse fuertes divergencias entre la funcién original
muestreada y la transformada inversa corregida en los extremos del intervalo. Esto es debido a
gue se divide entre los valores de la ventana que, en este caso, correspondiente a la ventana de
Hanning dada por (2.2.7), tienden a cero en dichos extremos. Este efecto podria evitarse
mediante la utilizacién de otra ventana en el dominio natural, como por ejemplo el pulso
cuadrado dado por (2.3.31).



2.5. — Relaciones entre las transformadas de Fourier directa e inversa y la funcion original 111

@

(b)

Figura 2-5-8: Relacion entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada y
la funcion original, correspondiente al giemplo Il mostrado en §2.4.1.2 (y I1):

- 0,0
(a) Valores de la funcion muestreada con soporte acotado goyog’s; e (puntos) y valores de la

0,05
@2/30T %0,05 )%p/4 0
o = 00251 )3, /8. | x
8 8 gg e P % oos: 1,

transformada inversa (circulos) en € intervalo

(-0,025;7,975).

(b) Valores de la funcién muestreada g 005 (puntos) y valores de la transformada inversa

.0,05
corregida ??3/ 3 ggg*glgszs;m ):Z;: | g (n-0,05) /hy(n0,05+0,025)
9 R L

(circulos), contenidos en el intervalo (- 0,025; 7,975) }

En todos los casos se muestra en azul la parte real, en rojo la parte imaginaria.



2.6. Recapitulacion

En esta Seccidn se exponen, a modo de compilacion, los resultados principal es expuestos en
el presente Capitulo para el estudio de las transformadas de Fourier, directa e inversa, de
funciones muestreadas con soporte acotado.

2.6.1. Transformadas de Fourier directa e inversa

En este trabajo se tratan funciones constituidas por suma de impulsos, con
soporte acotado por aplicacion de la ventana cuadrada dada por (2.3.31). Dada

una funcién ch,;(vx con las citadas caracteristicas, representada por los valores
dados por una expresién analoga a (2.2.10):
for (nEX) = f(nEX)
(26.1)
"nf{0 1 - PE-2 PE-1

Se determina su transformada de Fourier mediante una expresion andlogaa(2.3.2):

(F )Ef’ (kEU)=EU Fuy, (kEU)
(2.6.2)

"kt {0 1 -~ PE-2 PE-1

~ EU
Donde Fu,, representa la transformada de Fourier discreta que se determina

computacional mente, dada por una expresion analoga a (2.3.16):

1

f(nEx)_e-ikEUnEX

Qo

Fune (K-EU) =

n=0

(2.6.3)
"kt {o 1 -~ PE-2 PE-1

. EU , i
Dada una funcién F, 1,, con las citadas caracteristicas, representada por |os

valores dados por una expresion andlogaa (2.3.21):

112
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R (kEU)=F(k-EU)
(2.6.4)
"kt {o 1 -~ PE-2 PE-1

Se determina su transformada de Fourier inversa mediante una expresion andloga a

(2.3.18):
EX 1 ~&x
(quKU)C] (nEX):EfC,IVX(n-EX)

(2.6.5)
"nf{O0 1 - PE-2 PE-}

Donde f
computacionalmente, dada por una expresién analoga a (2.3.16):

c1, representa la transformada de Fourier discreta que se determina

~ EX

7 1%

(nEX) = o

(klEu).eikEUnEX

c .1y

TT Q)orn

(2.6.6)
"ni{0 1 .. PE-2 PE-1

2.6.2. Interpolacion en las transformadas de Fourier

La interpolacion de la transformada de Fourier en PE valores del dominio
frecuencial viene representada por los valores dados mediante una expresion
andlogaa(2.4.23):

(F=, )f:w(k EUd =

EX LEUC

fB

le, (k-EUd c,VX)

EX 51 =y
2_ a (FcElxvx )H (aEU): (2.6.7)

0}
Qm:[vu@

DOO

"ki{k k+1 - k-1 Kk}

Donde el conjuntodel’ndices{K k+1 - k-1 E} cumple la condicion:

kEUG (u¢ VUG+ug, ki {|_< k+1 - k-1 ﬂ (2.4.22)
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EU
Los valores (FCE? ) vienen determinados por una expresion andloga a (2.4.2),

u,ly

gue se rescribe en laforma(2.6.2).

o (_jEUtt
Asi mismo, los valores Gl 1 : vienen determinados por una expresién andloga
8 Qi1
a(2.4.3):
LEUC
aEX 0 PE-1
élc wi (KEUQ=EU. e'tEvrasuRex
lewm n=0
(2.6.8)
"ki{k k+1 - k-1 Kk}
La interpolacion de la transformada de Fourier inversa en PE valores del
dominio natural viene representada por los valores dados mediante una
expresion andlogaa (2.4.49):
*EU _
( f u, )C¢1W¢(nEXq) -
PE-1 amEY "
=EU-§ (fuﬁ“ (MEX): lulw 7 nEX¢|u,VU) .
m=0 ¢ ]VX -~ ( S )
¢y
"ni{n n+1 -~ A-1 n}
Donde el conjunto de indices{ﬂ n+l --- n-1 ﬁ} cumple la condicién:
nEX® (c¢ WX¢c9, "ni{n n+1 - A-1 n} (2.4.48)

EX
Los valores (qulU ) vienen determinados por una expresién andloga a (2.4.28),
ERAY(V)

c, Iy

que se rescribe en laforma(2.6.6).

EU  EX¢

)

0
Asi mismo, los valores glu, Iw & vienen determinados por una expresién andloga
2 ¢y

a(2.4.29):

EX¢
EU 1 PEL .
i kEUNEX®& mEX )

O
ﬂu,;|vu : (nEXG) =
é P VU

Elyxe

Qion
)

(2.6.10)
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Es importante sefialar que este método de interpolacion en las transformadas de Fourier es
un proceso ®stoso computacionalmente, dada la gran cantidad de operaciones necesarias,
explicitadas en los sumatorios. Este nimero de operaciones es sensiblemente superior al niimero
de operaciones necesarias para determinar la transformada de Fourier computaciona mente.

2.6.3. Relaciones entre las transformadas de Fourier y la funcion original

La relacion entre la funcién muestreada soporte acotado representada por los
valores fCE’f/x dados en (2.6.1), y latransformada inversa de su transformada

EU
directa (FCE?( ) dada por (2.6.2), representada por los valores

VX July,

EU EX
(( fCE;(vx ) 1 ) , viene dada por una expresioén andlogaa (2.5.1):
TR e,

EX ex |\
fC,Ilvx (nEX) - (( fCY]VX )U11VU )c,lvx (nE><)
(2.5.1)
"ni{0 1 .. PE-2 PE-}
La relacion entre la funcién muestreada soporte acotado representada por los
valores chjf/x dados en (2.6.1), y la transformada inversa de su transformada
. . EX EUC
directa interpolada (F ) dada por (26.7), representada por los
c,lyx UGl
EUG¢ EX¢
valores (( fCE? ) ) , viene dada por una expresion andloga a
VXUl e € ¢lyye
(25.15) y (2.5.16):
a:_VX 0 . BU¢ EX¢
fEC (NEXQ = c—2|( fEX nEX
o e =g\ P L., (EXE
(2.5.1)

"nf{0 1 .- PE-2 PE-3} : nEX® (c VX+c)

La relacion entre la funcién muestreada soporte acotado representada por los
valores ch,i,x dados en (26.1), y la interpolacion de la transformada inversa

. . EX EUC¢
de su transformada directa interpolada (F ) dada por (26.7),

c,lyx UGlyye



116 Capitulo 2 — Formalismo matematico de la transformada de Fourier

o \EUS EX .
representada por los valores (fH ) , viene dada por una
VXUl e ¢y
expresion andlogaa (2.5.30):
Ex B/X O c+ex \EU® EX
fe (nEX): _+'(f ¢l ) (nEX)
T VX Cy T ublwe /¢ 1,

(25.1)
"ni{O0 1 .- PE-2 PE-}



Capitulo 3

| mplementacion del algoritmo



Introduccion

En este tercer Capitulo se expone la estructuracion del agoritmo para la resolucion del
problema directo para un Unico perfil en sus médulos constituyentes, prestandose una especial
atencion a moédulo diseflado para la determinacion de los reflectores ficticios que permiten
obtener las ondas reflejadas multiples.

Se encuentra dividido en tres Secciones dedicadas, respectivamente;

A ladescripcion técnicadel algoritmo implementado.
Al método de determinacién de las ondas reflejadas multiples en cada traza.

A la discusién de la metodologia de interpolacién en la transformada de
Fourier.
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3.1

Descripcién técnica del algoritmo implementado

Este algoritmo se implementa en el lenguaje de MATLAB® Version 6.5.0.180913a (R13),
desarrollado por la compafiia The MathWorks, Inc. (Hanselman y Littlefield, 1997).

Este algoritmo permite resolver el problema directo para el caso de un unico perfil, cuyo

rumbo se asume que se corresponde con el eje OX , sujeto a las restricciones expuestas en
§1.5.1. Dado que se considera incidencia normal, Unicamente se considerardn colecciones de
reflectores plano-paral el os.

En la Tabla 3-1-1 se exponen los médulos en que se subdivide €l algoritmo, que seran

descritos a continuacion.

Tabla 3-1-1: Relacién de modulos de que consta € algoritmo. Las flechas indican llamadas a
los modul os correspondientes.

coor denadas

nat ur al 2f r ecuenci al
f recuenci al 2nat ur al

i ndi ces2reflectividades > nultiples_pd

perfil_pd > anpl i ar _di stri buci 6n
reflectividad2perfil ->
Qoerfil
: Kperfil
filt FFT2_pd >
tiirar_rrisp dkdQer fi |
spline3interp

reducir_perfil

3.1.1.

En estos médulos se emplean las funciones implementadas por MATLAB (por egemplo
fftn eifftn para determinar las transformadas de Fourier directa e inversa), asi como
algunas de las funciones incluidas en sus toolboxes: nean, fftshift, ifftshift,
nun2str,str2numyl i nspace.

Moédulo perfil _pd

Este es el guion del algoritmo que permite resolver el problema directo para un Gnico perfil.
En é e usuario debe explicitar los pardmetros que caracterizan la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD, asi como otros que se precisan para determinar la SECCION MEDIDA. Este
conjunto de parametros define el model o fisico cuyo radargrama sintético se quiere determinar.
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Frecuencia de laantena (en Hz).

Parametrizacion de los medios (numerados 1, 2, etc.): permitividad eléctrica,
permeabilidad magnética y conductividad eléctrica (en unidades del S. I.).
Estos valores, junto con la frecuencia de la antena, son empleados en el
calculo para cada medio de laimpedancia, h , lavelocidad de propagacién, C,

y el factor de atenuacion, a , de acuerdo con las expresiones (Lorenzo, 1994):

iwm
s +iwe

NuUmero de trazas por perfil (PEX) y longitud del perfil (LX, en m), nimero de
muestras por traza (PET) y longitud de la traza en tiempo doble de recorrido
(LT, enns).

SECCION DE INDICES Se entiende por SECCION DE INDICES una matriz de
tamafio PET ~ PEX , en la que cada elemento (i, j) representa la muestra
i -ésimade latraza ] -ésima, esto es, lainformacion del punto a una distancia

X:( j- 1)-EX del origen a lo largo del perfil, a una profundidad

equivalente a tiempo doble t = (i - l)-ET . Estos elementos de la SECCION

DE INDICESseran nulos excepto cuando alberguen un punto difractor (asociado
a un reflector), en cuyo caso toman un valor no nulo e igua a indice que
caracteriza €l tipo de reflector. Este indice se define mediante un nimero de
dos digitos, donde €l primer digito corresponde al medio superior y €l segundo
al medio inferior (por ejemplo, el reflector que separa los medios 1y 3 se
expresa mediante el indice 13).

El conjunto de los indices se almacena en un vector de indices, en
correspondencia biunivoca con los vectores de reflectividades vy
transmisividades descendentes y ascendentes correspondientes a cada interfaz,
cuyos valores son determinados a partir de las impedancias de cada medio de
acuerdo con las expresiones, vélidas paraincidencia normal (Lorenzo, 1994):

rab:hb-ha’ ly =
h, +h h, +h

a

Obsérvese que, por su definicion, I, =- I, por lo que se define un tnico

vector de reflectividades. Dado que no existe una relacion andloga en €l caso
de las transmisividades, es necesario definir un vector que contenga las

transmisividades descendentes, t,,, y otro que contenga |as transmisividades

ascendentes, T, .

(3.1.1)

(1.3.13)

(3.12)

(3.1.3)
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3.1.2.

Condicién de reflectividad minima para €l cdlculo de ondas multiples (Cf.
§3.1.4y §3.1.5).

En este modulo se determinan las coordenadas (X, D) de cada muestra en cada traza (Cf.

§1.3.2.1), mediante sendas llamadas a la funcion coor denadas (Cf. §3.1.3.), con €l objeto de
facilitar una representacion gréfica de la SECCION DE INDICES.

Con los elementos arriba descritos se efectla una llamada a la funcion
reflectividad2perfil, que devuelve como salida la SECCION MEDIDA y los nuevos
limites del eje temporal (Cf. §3.1.2.).

Mediante una nueva llamada a la funciéon coor denadas (Cf. §3.1.3.) se determinan las
nuevas coordenadas temporales de cada muestra, con el objeto de facilitar una representacion
gréficade la SECCION MEDIDA.

Modulo ref | ecti vi dad2perfi |

Este moédulo implementa el nicleo del algoritmo, y esta disefiado para ser ensamblado

facilmente en un programa mas completo de modelado y andlisis de radargramas. La llamada a
este método se muestraen la Tabla 3-1-2:

Tabla 3-1-2: Llamada al médulor ef | ecti vi dad2perfil.

[perfil, PET2, LT2] = ...
refl ectividad2perfil (seccion_indices, codigo, r, td, ta, w, e _nedia, mnedia,
s_medi a, factor_atenuacion, ¢, LT, PED, ED, PEX, EX, r_ninina)

Laentrada del médulo consta de:

La matriz seccion representala SECCION DE INDICES

Los vectores codigo, r, td y ta contienen, respectivamente, los indices que
contiene la SECCION DE INDICES asi como las reflectividades y
transmisividades descendentes y ascendentes asociadas a éstos.

El escalar w contiene |a frecuencia de la antena.

Los escalares e media, m _media y s media contienen, respectivamente, la
permitividad eléctrica, permeabilidad magnética y conductividad eléctrica
promedio.

Los vectoresfactor_atenuacion y c contienen, respectivamente, los factores de
atenuacién y las velocidades de propagacion correspondientes a cada medio.
Dada la aproximacion segin la cua se considera que los reflectores se
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encuentran insertos en una matriz con pardmetros electromagnéticos
constantes, estos vectores se sustituyen por otros de igual longitud, pero
conteniendo los valores promedios del factor de atenuacion y la velocidad de
propagaci on, respectivamente.

LT representa la longitud maxima del perfil en tiempo doble, PED y ED el
nimero de puntos y el espaciado asociados a la coordenada D (Cf. §1.3.2.1),
PEX y EX el nimero de puntos y €l espaciado asociados a la coordenada X
(Cf. 81.3.1.1).

r_minima el valor de reflectividad minima para el calculo de ondas multiples
(Cf.83.1.4y 83.1.5).

La primera accién en este modulo es determinar |as frecuencias asociadas a las coordenadas
X y D, mediante sendas llamadas a la funcién nat ur al 2f r ecuenci al (Cf. §3.1.3).

A continuacién se construye la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD a partir de la SECCION DE
INDICES, mediante llamada al médulo i ndi ces2ref | ecti vi dades. La DISTRIBUCION DE
REFLECT IVIDAD €s una matriz andloga a la SECCION DE INDICES, cuyos elementos toman el valor
de lareflectividad aparente en cada punto (Cf. §3.1.4).

Una vez determinada esta Distribucién, mediante Illamada a  médulo
anpl i ar _di stri buci on se genera una Distribucién equivalente a ésta, de mayor tamafio y
gue la contiene, con el objeto de evitar los efectos de borde y los “fantasmas’ a tomar la
transformada de Fourier (Cf. §3.1.6).

A continuaciéon se determina la transformada de Fourier de la Distribucién, teniendo en
cuenta los resultados expuestos en € Capitulo 2, y se le aplica € filtro expuesto en §1.5.3,
mediante llamada al médulofi | t rar _FFT2_pd (Cf. §3.1.7).

La SECCION MEDIDA se determina mediante la transformada de Fourier inversa del espectro
filtrado anterior, teniendo en cuenta los resultados expuestos en el Capitulo 2, y se determinan
las nuevas coordenadas asociadas a las nuevas frecuencias mediante llamada a la funcion
frecuenci al 2nat ur al (Cf. 83.1.3).

Obsérvese que esta SECCION MEDIDA se determina a partir de la DISTRIBUCION DE

REFLECTIVIDAD ampliada. Esta Seccion es reducida a su tamafio natural mediante [lamada al
modulor educi r _perfil (Cf.83.1.6).

Lasalida del médulo consta de:

La matriz perfil representala SECCION MEDIDA.

PET2 y LT2 representan €l nimero de puntos y la longitud méaxima de la
SECCION MEDIDA, en tiempo doble.
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3.1.3. Mddulos nat ur al 2f recuenci al , coor denadas Yy f r ecuenci al 2nat ur al

Estos moédulos efecttian el calculo de las coordenadas en los dominios natural y frecuencial,
asi como el paso de unas a otras. Para ello, se emplean las expresiones expuestas en €l Capitulo
2, compiladas en la Tabla 2-4-1.

3.1.3.1. natural 2frecuenci al

Lallamada a este método se muestraen la Tabla 3-1-3;

Tabla 3-1-3: Llamada al médulo nat ur al 2f r ecuenci al .

[ET, T, VT, EF, LF, F, VF] = natural 2frecuenci al (PE, LT)

Laentrada del médulo consta de:

El nimero de puntos en €l gje, PE.

Lalongitud del intervalo en el dominio natural, LT.

Para el dominio natural devuelve como salida:

El espaciado entre puntos, ET.

Las coordenadas de los puntos, T (el primero esT =0y €l ultimo

T= ET(PE-1)).

Lalongitud de laventana, VT.

Para el dominio frecuencial devuelve como salida:

El espaciado entre puntos, EF.

Lalongitud del intervalo en el dominio frecuencial, LF.
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Las coordenadas de los puntos, F (el primero esF =0y €l ultimo
F =EF(PE-1)).

Lalongitud de laventana, VF.

3.1.3.2. coordenadas

Este médulo es una versién reducida del anterior. Lallamada se muestra en la Tabla 3—1-4:

Tabla 3-1-4: Llamada al mddulo coor denadas.

[ET, T] = coordenadas(PE, LT)

Laentrada del médulo consta de:

El nimero de puntosen €l eje, PE.

Lalongitud del intervalo en el dominio natural, LT.

Lasalida del médulo consta de:

El espaciado entre puntos, ET.

Las coordenadas de los puntos, T (el primero esT =0y € ultimo

T= ET(PE-1)).

3.1.3.3. frecuenci al 2nat ur al

Lallamada a este método se muestra en la Tabla 3-1-5:
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Tabla 3-1-5: Llamada al médulo f r ecuenci al 2nat ur al .

[ET, LT, T, VT, EF, F, VF] = frecuencial 2natural (PE, LF)

Laentrada del médulo consta de:

El nimero de puntos en €l gje, PE.

Lalongitud del intervalo en el dominio frecuencial, LF.

Para el dominio natural devuelve como salida:

El espaciado entre puntos, ET.

Lalongitud del intervalo en el dominio natural, LT.

Las coordenadas de los puntos, T (el primero esT =0y el ultimo
T=ET-(PE-1)).

Lalongitud de laventana, VT.

Para el dominio frecuencial devuelve como salida:

El espaciado entre puntos, EF.
Las coordenadas de los puntos, F (el primero esF =0y el ultimo
F =EF(PE-1)).

Lalongitud de laventana, VF.

3.1.4. Mé6duloi ndi ces2reflectividades

Este modulo genera la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD en €l formato que acepta el
maodulo de resolucion del problemadirector ef | ecti vi dad2perfi |, apartir dela SECCION
DE INDICES

Lallamada a este método se muestra en la Tabla 3-1-6:
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Tabla 3-1-6: Llamada al moduloi ndi ces2r ef | ecti vi dad.

di stribucion_reflectividades = ...
i ndi ces2refl ectivi dades(secci on_indi ces, codigo, r, td, ta,
factor_atenuacion, c, D, LT, r_mininm)

Laentrada del médulo consta de:

La matriz seccion_indices representala SECCION DE INDICES

Los vectores codigo, r, td y ta contienen, respectivamente, los indices que

contiene la SECCION DE INDICES asi como las reflectividades y
transmisividades descendentes y ascendentes asociadas a éstos.

L os vectoresfactor_atenuacion y c contienen, respectivamente, los factores de
atenuacién y las velocidades de propagacion correspondientes a cada medio.
Dada la aproximacidén segin la cua se considera que los reflectores se
encuentran insertos en una matriz con pardmetros electromagnéticos
constantes, estos vectores se sustituyen por otros de igual longitud, pero
conteniendo los valores promedios del factor de atenuacion y la velocidad de
propagaci on, respectivamente.

LT representalalongitud maximadel perfil en tiempo doble.

El vector D contiene valores de dicha coordenada correspondientes a las
muestras contenidas en la Seccion.

r_minima el valor de reflectividad minima para €l calculo de ondas reflgjadas
multiples (Cf. 83.1.5).

La DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD es una matriz andloga a la SECCION DE INDICES, cuyos
elementos toman el valor de lareflectividad aparente en cada punto. En su célculo se ha de tener
en cuenta los reflectores a través de los cuales se transmite o reflgjan las ondas, asi como la
atenuacion ensu propagacion através de cada medio, como se gjemplificaen laFigura 3-1-1:
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Emisor Receptor
D=0
\ / Medio 1: a1, ¢;
D=Dg Reflector 12: rq5, t1o, t1
Medio 2: a,, ¢,
D=D, Reflector 23: ry3, 3, t
Medio 3: a3, C3

Figura 3-1-1: Ejemplo de determinacién de la reflectividad aparente.
— ~aib -a,(Dp-Dy) -a,(D,- Dy) a;D
Enestecaso I, = €11 4,€ 7277 i€ 7 U, et

En el moédulo se determina, traza a traza, la posicion y caracteristicas de |os reflectores, asi
como €l factor de atenuacion y la velocidad de propagacion entre cada par de reflectores
consecutivos® Estos valores son utilizados como pardmetros de entrada del médulo
mul ti pl es_pd (Cf. 83.1.5) que efectla, traza a traza, €l célculo de las reflectividades
aparentes.

El médulo devuelve como salida la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.

3.1.5. Médulo mul tipl es_pd

Este modulo redliza el coémputo de las ondas reflejadas mudltiples traza a traza,
complementando al médulo secci on_fi s2nat en la generaciéon de la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD.

Lallamada a este método se muestraen la Tabla 3-1-7:

Tabla 3-1-7: Llamada al médulormul t i pl es_pd.

[ nuevoD, nuevor] = ...
multiples_pd(D, r, td, ta, factor_atenuacion, c, LT, r_mninm)

! Teniendo en cuenta la aproximacion bajo la que se opera, éstos seran |os valores promedios.
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Laentrada del médulo consta de:

El vector D contiene valores de dicha coordenada donde |la traza contiene
reflectores.

Los vectores r, td y ta contienen, respectivamente, los valores de la
reflectividad y transmisividad descendente y ascendente asociadas a éstos.

L os vectoresfactor_atenuacion y ¢ contienen, respectivamente, los factores de
atenuacion y las velocidades de propagacién mrrespondientes a cada medio.
Dada la aproximacién segun la cual se considera que los reflectores se
encuentran insertos en una matriz con pardmetros electromagnéticos
constantes, estos vectores se sustituyen por otros de igual longitud, pero
conteniendo los valores promedios del factor de atenuacién y la velocidad de
propagacién, respectivamente.

LTy r_minima representan las condiciones parael fin del calculo de mdltiples:
no se consideraran ondas que llegarian a un tiempo doble superior a LT, ni
ondas cuya reflectividad aparente asociada sea menor, en médulo, ar_minima.

El mddulo devuelve como salida los vectores nuevor y nuevoD que contienen,
respectivamente, las reflectividades aparentes y profundidades equivalentes de los reflectores
ficticios asociados a cada onda reflejada mdiltiple. La metodol ogia se expone en detalle en §3.2.

3.1.6. Mobdulos anpl i ar_distribucionyreducir_perfil

Estos mddul os determinan la ampliacion de la DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD y posterior
reduccién dela SECCION MEDIDA, tal como se expuso en §3.1.2.

3.1.6.1. anpliar_distribucion

Lallamada a este método se muestraen la Tabla 3-1-8:

Tabla 3-1-8: Llamada al méduloanpl i ar _di stri buci on.

[distribucionl, distribucionD] = anpliar_distribucion(distribucion, NPED, NPEX)
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Laentrada del médulo consta de:

Lamatriz distribucion representala DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD

Los escalares NPED©° 3:PED y NPEX © 2-.PEX representan las

nuevas dimensiones de la Seccién ampliada.

Laforma en que se define esta ampliacion se muestra en la Figura 3-1-2.
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DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD
— PEX —
|
PED (—
|
DISTRIBUCIOND DISTRIBUCIONI
DISTRIBUCIOND AMPLIADA DISTRIBUCION| AMPLIADA
————— NPEX
NPED/6
|
NPED/3
NPED i
NPED/2
S 3 > D
O o o0 o
X R X R
W W w
[a o o
zZ 2 zZ Z
HONIN) L D
— NPEX/2 ———
NPEX/4 NPEX/4

Figura 3-1-2: Ampliacién dela DiSTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.

Téngase en cuenta que, por definicion, se cumplen lasrelaciones NPED © 3:PED vy
NPEX © 2-PEX . Asi mismo, se denota @X[] € menor entero mayor oigual que X,y

QXQ el mayor entero menor oigual que X.
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Previa a la construcciéon de las nuevas Distribuciones ampliadas, se definen las nuevas
matrices distribucionD, construida invirtiendo el orden de las filas de la DISTRIBUCION DE
REFLECTIVIDAD, y distribucionl, construida invirtiendo el orden de las filas y columnas de la
DISTRIBUCION DE REFLECTIVIDAD.

Las nuevas Distribuciones ampliadas estan constituidas por superposiciéon de submatrices.
En una primera fila de submatrices aparece una submatriz de ceros de tamafio

NPED/6" NPEX . En una segunda fila aparecen, por este orden, una submatriz de ceros de
tamafio NPED/3” @NPEX/8(], una submatriz de tamafio NPED/3" gNPEX/8), cuyas

columnas son repeticion de la primera columna de lamatriz distribucionD (vs. distribucionl), la
matriz distribucionD (vs. distribucionl), una submatriz de tamafio NPED/3" gNPEX/8y,
cuyas columnas son repeticién de la dltima columna de la matriz distribucionD (vs.
distribucionl) y una submatriz de ceros de tamafio NPED/3" @NPEX/8(. En la tiltima fila

de submatrices aparece una submatriz de ceros de tamafio NPED/2" NPEX .

El médulo devuelve como salida las Distribuciones ampliadasdistribucionl y distribucionD,

gue permiten obtener, respectivamente, las ramas izquierda y derecha de las hipérbolas de
difraccion.

3.1.6.2. reducir_perfil

Lallamada a este método se muestra en la Tabla 3-1-9:

Tabla 3-1-9: Llamada al médulor educi r _perfil.

[perfil, PET2, LT2] = reducir_perfil(perfill, perfilD, T2, LT, NPED, NPEX)

Laentrada del médulo consta de:

Las matrices perfill y perfilD representan, respectivamente, las SECCIONES
MEDIDAS con las ramasizquierday derecha de las hipérbolas de difraccion.

El vector T2 contiene los nuevos tiempos dobles que describe la SECCION
MEDIDA ampliada, y LT representa el tiempo doble méximo del perfil.

Los escalares NPED, NPEX representan, respectivamente, los nimeros de filas
y columnas de la Seccién ampliada.

Laforma en que se define esta reduccién se muestraen laFigura 3-1-3:
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PERFILD AMPLIADO

NPED/2

NPED ‘
l*%: NPED/3
|

NPED/6

m
|

PERFILD

PERFILI AMPLIADO

— NPEX

H-

ﬁ‘*%;_é

eNPEX/80
éNPEX/8u
€NPEX/8u
eNPEX/80

— NPEX/2
NPEX/4 NPEX/4

PERFILI

SECCION MEDIDA

Figura 3-1-3: Reduccion de la Seccion MEDIDA.
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Previa a la construccién de la SECCION MEDIDA, se definen las nuevas matrices perfilD y
perfill tomando, de las matrices originales, las submatrices indicadas en la Figura anterior.

La SECCION MEDIDA se determina mediante la suma de la matriz perfilD asi obtenida, y la
matriz obtenida al invertir el orden de columnas en la matriz perfill.

La matriz asi obtenida se trunca en filas, de tal forma que son eliminadas las filas
correspondientes a un tiempo doble de recorrido mayor a tiempo doble maximo del perfil.

Lasalida del médulo consta de:

Lasmatriz perfil representan la SECCION MEDIDA.

Los escalares PET2 y LT2 contienen, respectivamente, el nuevo ninero de
muestrasy lanuevalongitud de las trazas.

3.1.7. Médulofiltrar FFT2_ pd

En este médulo se aplican los resultados obtenidos en el Capitulo 1 en € disefio del
algoritmo. Lallamada a este médulo se muestra en la Tabla 3—1-10:

Tabla 3-1-10: Llamada al médulofi | t rar _FFT2_pd.

[FFT21, FFT2D, Q@ nterp, V@ = filtrar_FFT2_pd(FFT2l, FFT2D, K, U w, e, m 5s)

Laentradaa moédulo consta de:

Las matrices FFT2l y FFT2D representan las transformadas de Fourier de las
Distribuciones ampliadas.

Los vectores Ky U contienen, respectivamente, las frecuencias asociadas a las
coordenadasDy X.

Los escalares w, e, my s contienen, respectivamente, la frecuencia de la
antena y la permitividad eléctrica, permeabilidad magnética y conductividad
el éctrica promedio del medio.

En el método se determinan las frecuencias Q para los distintos valores de la frecuencia U,
mediante la funcién Qperfil (Cf. 83.1.8), y se determina la interpolacion de dichas
frecuencias, de tal forma gque se obtenga un vector con tantos valores de frecuencia Q como
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requiera la Seccion ampliada, equiespaciadas y contenidas en cada uno de los vectores de
frecuencias Q calculados paralos distintos valores de lafrecuencia U.

Para estos valores interpolados de la frecuencia Q se determinan los valores de la frecuencia
K asociados, mediante la funciéon Kper fi | (Cf. 83.1.8) y, con estos, a su vez se determinala
derivada para el cambio de variable en la integral, mediante la funcién dKdQperfil (Cf.
§3.1.8).

Una vez obtenidos estos valores, se interpolan las transformadas FFT2l y FFT2D en los

valores de las frecuencias interpoladas, mediante la funcién spl i ne3i nterp (Cf. 83.19y
discusion en 83.3), y se determinan los espectros filtrados (Cf. §1.5.3).

Lasalida del moédulo consta de:

Las matrices FFT2l y FFT2D representan | os espectros filtrados.
El vector Qinterp contiene las nuevas frecuencias Q interpol adas.

El escalar VQ contiene la nueva longitud de la ventana de frecuencias
correspondiente.

3.1.8. Modulos Qperfil,Kperfil ydKdQerfil

Estos médulos efecttian €l célculo de las frecuencias Q, K y la derivada dK/dQ. Para ello, se
emplean las expresiones expuestas en §1.5.3.

3.1.8.1. Qperfil

Lallamada a este método se muestra en la Tabla 3-1-11:

Tabla 3-1-11: Llamada al médulo Qper fi | .

Q= Qerfil(K U w e m s)

Laentrada del médulo consta de:
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Los vectores K y U contienen, respectivamente, las frecuencias asociadas a las
coordenadasDy X.

Los escalares w, €, my s contienen, respectivamente, la frecuencia de la
antena y la permitividad eléctrica, permeabilidad magnética y conductividad
el éctrica promedio del medio.

El modulo devuelve como salida una matriz con las frecuencias Q asociadas a las
frecuencias K para cadavalor de lafrecuenciaU.

3.1.8.2. Kperfil

Lallamada a este método se muestra en la Tabla 3-1-12:

Tabla 3-1-12: Llamada al médulo Kper fi | .

K= Kperfil(Q U w, e, m s)

Laentrada del médulo consta de:

Los vectores Qy U contienen, respectivamente, |as frecuencias asociadas a las
coordenadasDy X.

Los escalares w, €, my s contienen, respectivamente, la frecuencia de la
antena y la permitividad eléctrica, permeabilidad magnética y conductividad
eléctrica promedio del medio.

El médulo devuelve como salida una matriz con las frecuencias K asociadas a las
frecuencias Q paracadavalor de lafrecuenciaU.

3.1.8.3. dKdQperfil

Lallamada a este método se muestra en la Tabla 3-1-13:



136 Capitulo 3 — Implementacioén del algoritmo

Tabla 3-1-13: Llamada al médulo dKdQper fi | .

di ferencial = dkdQerfil (K, U w, e, m s)

Laentrada del médulo consta de:

Los vectores K 'y U contienen, respectivamente, las frecuencias asociadas a las
coordenadasDy X.

Los escalares w, €, my s contienen, respectivamente, la frecuencia de la
antena y la permitividad eléctrica, permeabilidad magnética y conductividad
el éctrica promedio del medio.

El moédulo devuelve como salida una matriz con los valores de la derivada dK/dQ asociados
alasfrecuenciasK para cadavalor de lafrecuencia U.

3.1.9. Mobdulo spline3interp

Este médulo interpola mediante splines cubicos en una dimension, haciendo uso de la
expresion (3.3.3) delaobrade Press et al. (1994).

Lallamada a este método se muestraen la Tabla 3-1-14:

Tabla 3-1-14: Llamada al médulo spl i ne3i nt er p.

yi = spline3dinterp(x, y, xi, ypl, ypn)
yi = spline3interp(x, y, xi)

Laentrada del modulo consta de:

Los vectores x e y contienen, respectivamente, los valores de las abscisas y
ordenadas correspondientes a una cierta funcion.

El vector xi contiene |as abscisas donde se interpoladicha funcion.

Los escalares ypl e ypn contienen los valores de la derivada primera de la
funcion interpoladora en x(1) y x(end). Estas son las condiciones adicionales
necesarias para la determinacion de la derivada segunda de la funcion
interpoladora en los puntos de x, la cual se determina mediante una rutina
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modificada de larutina spl i ne expuesta en la obra de Press et a. (1994). En

el caso en que estos valores ypl e ypn no se incluyan, se asume la condicion
de derivada segunda enx(1) y x(end) igual acero (splines naturales).

Se asume que X y xi son vectores ordenados, las abscisas x son todas distintas y que xi esta
contenido en x.

El médulo devuelve como salida el vector yi, que contiene los valores de las ordenadas
resultado de interpolar en las ordenadasx.



3.2. Determinacion de las ondas reflejadas multiples en cada traza

En el médulo nul ti pl es_pd se hace un seguimiento de la onda que parte del emisor, de
acuerdo con las siguientesreglas:

Las ondas que llegan a cada reflector se dividen: una parte es reflejada y la
otraestransmitida, de acuerdo con los coeficientes apropiados.

Por simplicidad, las ondas que regresan a dispositivo son registradas por el
receptor, y no experimentan nuevas reflexiones.

Las ondas transmitidas por el ultimo reflector no podran volver aascender.

El seguimiento de cada onda finaliza cuando son transmitidas por el dltimo reflector o
cumplen las condiciones para el fin de cllculo anteriormente expuestas. no se considerarén
ondas que llegarian a un tiempo superior a LT2 (definido como la mitad del tiempo doble
maximo del perfil), ni ondas cuya reflectividad aparente asociada sea menor, en médulo, a
r_minima.

Lareflectividad aparente es cal culada para cada multiple de acuerdo alas ideas expuestas en
la Figura 3-1-1, y es actualizada tras cada reflexion o transmision. Asi mismo, conocida la
distancia entre reflectores y la velocidad de propagacion promedio, el tiempo de viaje de cada
onda es actualizado simultaneamente a lareflectividad aparente.

L as reflectividades aparentes y profundidades equivalentes alos tiempos dobles de recorrido

acumulados son almacenados en sendos vectores nuevor y nuevoD, respectivamente, que son la
salida devuelta por el médulo.
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3.3. Metodologia de interpolacion en la transformada de Fourier

En el Capitulo 2 se expuso la metodologia para la interpolacion en las transformadas de
Fourier que se deriva de la generalizacion del Teorema del Muestreo para funciones con soporte
acotado por la aplicacion de una ventana general. En el mismo se estudio la relacién entre la
transformada inversa de la interpolacion de la transformada directa y la funcién original, asi
como la relacién entre la interpolacién de la transformada inversa de la interpolacién de la
transformadadirectay lafuncién original.

Esta metodologia es la més apropiada para efectuar dicha interpolacién pero, como ya se
menciond, es muy costosa en términos de potencia y tiempo de calculo. Con el objeto de
solventar esta deficiencia, diversos autores proponen emplear funciones interpoladoras distintas
de la transformada de Fourier de la ventang® (por ejemplo, Wen et al. (1988) proponen emplear
una interpolacion geométrica. Este tema es tratado en amplitud por Unser (2000) en su articulo
recopilatorio). De entre todas las familias de funciones interpoladoras, se selecciona para este
trabajo la familia de splines cubicos (Lancaster y Salkauskas, 1986; Spath, 1995), dada su
simplicidad de célculo y su similitud con lafuncién seno cardinal.

Andlogamente a como se operé en 82.4.1, en esta Subseccién se estudia la interpolacion
mediante splines clbicos de la transformada de Fourier directa. Para ello, se realiza una
interpolacion andloga a la realizada en la Figura 2-4-4 (d) para una funcién muestreada con
soporte acotado constituida por suma de impulsos, y se compara el resultado asi obtenido con el
mostrado en dicha Figura. Este resultado se muestraen la Figura 3-3-1.

La transformada inversa del espectro asi obtenido se muestra en la Figura 3-3-2, andloga a
laFigura 2-5-5.

2 En el caso que setrata en este trabajo |a ventana es un pulso cuadrado, cuya transformada de Fourier esun
miembro de la familia de los senos cardinales (Cf. §2.4.1.1, §2.4.2.1).
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@

(b)

Figura 3-3-1: Interpolacién en la transformada de Fourier directa mediante splines cubicos,
correspondiente al gjemplo 11 mostrado en §2.2 (Cf. Figura 2—4-4):

. p/4
Transformada de Fourier ( F 8‘825, ) (puntos) y transformada para interpolar
02506 Jp/s; Liop

( F*gjggs; h ) (u) (linea continua). Transformada interpolada (circulos) y funcién

inter poladora mediante splines clbicos (linea punteada). (Detall€).

Serepresenta en azul (a) la partereal, en rojo (b) la parte imaginaria.

Figura 3-3-2: Relacién entre la transformada inversa de la transformada directa interpolada
mediante splines clbicos y la funcién original, correspondiente al gjemplo Il mostrado en
§2.4.1.2 (1) (Cf. Figura 2-5-5):

., 0,05
Valores de la funcién muestreada con soporte acotado 901025; he (puntos) y valores de la

transformada inversa de la interpolacion de la transformada directa mediante splines cubicos,
corregida mediante una expresion analoga a 2.5.15 (circul os).

Semuestra en azul la partereal, en rojo la parte imaginaria.
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La caracteristica mas llamativa de la Figura 3-3-2 es la presencia de impulsos “fantasma’
en la segunda mitad del perfil, correspondientes a la imagen especular de |as sefial es presentes
en la primera mitad. Este efecto numérico no se observa en los perfiles obtenidos mediante la
aplicacion del algoritmo descrito en el presente Capitulo, dada la ampliacion de la Distribucién
de Densidad efectuada antes del célculo de su espectro y la posterior reduccién de la Seccion
Medidatras el calculo de latransformada de Fourier inversadel espectro filtrado (Cf. 3.1.6).

Otra de las caracteristicas importantes de dicha Figura es €l que las amplitudes de los
impulsos en la primera mitad no coinciden con las esperadas. Estas diferencias dependen
exponencialmente de la posicion respecto del origen de las sefiales, asi como de la magnitud de
su separacion frente alalongitud del perfil, pero no de la magnitud de las sefiales.

Este efecto se gjemplificaen la Figura 3-3-3:
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Figura 3-3-3: Comportamiento tipico del logaritmo del cociente entre la amplitud esperaday la
amplitud determinada vs. posicién (puntos).

Lafigura (a) corresponde al cociente de las partesreales, la figura (b) al cociente de las partes
imaginarias. La linea continua muestra un ajuste por minimos cuadrados de los datos a una

8 Amplitud esperada O _ qe
8Amp|itud determinada ;) '

funcion de la forma 10Q
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Este efecto, que equivale a un factor de atenuacién espurio adicional, se debe al cambio de
la funcién interpoladora. Como puede apreciarse en la Figura 3-3-1, la funcion interpoladora
obtenida con los splines cubicos permanece, en promedio, dentro de la region delimitada por la
obtenida con los senos cardinales, por 1o que el érea delimitada por la funcién interpoladora
obtenida con los splines cubicos es menor que la delimitada por b obtenida con los senos
cardinales. La aplicacién del Teorema de Parseval (Marsden y Hoffman, 1993, §10.2.4) a la
transformacién de Fourier conduce a la relacion (Papoulis, 1962, 82-5;Marsden y Hoffman,
1993, Tabla 10.5-3):

? FORMULADE PARSEVAL.S F (u) eslatransformadade Fourier de f (X) , entonces:

¥

:%Q dulF (u)f (331)

(‘idt £ ()

?

De tal forma que la menor area subtendida por la funcién interpoladora obtenida con los
splines clbicos conduce a un decremento de |a sefial determinada.

A la vista de estos resultados, sera preciso optar entre la interpolacién mediante el seno
cardinal, con el coste computacional que esto conlleva, o la interpolacion mediante splines
clbicos, determindndose una correccion adecuada del factor de atenuacion adicional. La
determinacion de esta correccién excede los objetivos de este Trabajo, y sera discutida en los
Capitul os subsiguientes.



Capitulo 4

Aplicacion del algoritmo
a moddos sencillos



Introduccion

En este cuarto Capitulo se exponen y analizan los resultados de la aplicacion de este
algoritmo a distintos model os sencillos.

Se encuentra dividido en sei's Secciones dedicadas, respectivamente;

A la determinacion del perfil resultante de considerar como modelo una
coleccién de puntos difractores aislados?

A la determinacion del perfil resultante de considerar como modelo un
reflector plano con aberturas.

A la determinacion del perfil resultante de considerar como modelo dos
reflectores plano-paralelos.

A la determinacion del perfil resultante de considerar como modelo una
coleccion de semiplanos y segmentos reflectores con reflectividades y
transmisividades constantes.

A la determinacion del perfil resultante de considerar como modelo una
coleccion de semiplanos y segmentos reflectores con reflectividades y
transmisividades realistas.

A la exposicién, a modo de compilacion, de los principales resultados
obtenidos.

Se considera que aparece difraccion cuando el tamafio de los cuerpos y las aberturas es del
mismo orden de magnitud que lalongitud de onda. En el caso en que el tamafo de |os cuerpos es
mucho mayor que la longitud de onda, cada punto del cuerpo se comporta como un emisor de
radiacion, y se observa la interferencia entre estas sefiales como una reflexién. En €l caso en que
el tamafio de los cuerpos es mucho menor que la longitud de onda, no son detectables (Megjias
Ariasy Martinez Herrero, 1999).

! Se considera que aparece difraccion cuando |as propiedades el ectromagnéticas en el medio cambian en una
longitud del orden de lalongitud de la onda.
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4.1. Determinacion del perfil resultante de considerar como modelo
unacoleccion de puntos difractores aislados

En esta subseccién se considera como modelo una coleccion de puntos difractores aislados,
con el objeto de comprobar la aparicién de difraccién en los mismos.

4.1.1. Descripcion del modelo

La descripcion del modelo se detallaen la Tabla 4-1-1:

Tabla 4-1-1: Descripcién del modelo para el estudio de puntos difractores aislados.

PET =512

LT=50ns
Caracterizacion del perfil:

PEX = 350

LX=15m
Frecuenciade laantena: 900 MHz

Caracterizacion de la matriz:

Velocidad de propagacion media (cmns™): 14,40
Factor de atenuacion medio (m™): 0

Caracterizacion de los puntos difractores:
Reflectividad: r=0,8

X1=75, z2=0,50
X2 =75, =1,00
X3=75, z3=1,50
Posicién (m): X4=75;, 2,=2,00
Xs =75, z5=2,50
Xe =75, zs= 3,00
X7=75;, z;=3,50
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4.1.2. Seccién de indices

~ El modelo consta de puntos difractores separados 0,50 m en profundidad. La Seccion de
Indices (Cf. 83.1.1) correspondiente a este modelo se muestra enlaFigura4-1-1:

0.5

258

358

¥ (m)

Figura 4-1-1: Seccion de [ndices correspondiente al modelo para el estudio de puntos
difractores aislados.

4.1.3. Secci6on Medida

L a Seccién Medida correspondiente a este model o se muestra en la Figura 4-1-2:
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Figura 4-1-2; Seccién Medida correspondiente al modelo para € estudio de puntos difractores

aislados.

(a) Vision general. (b) Detalle.
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En la Figura 4-1-2 puede apreciarse |la presencia de hipérbolas de difraccién en los puntos
esperados, con las caracteristicas esperadas.

Asi mismo, dada las caracteristicas de la ampliacion de la Distribucion de Densidad
efectuada antes del calculo de su espectro y la posterior reduccién de la Seccién Medidatras €l
calculo de la transformada de Fourier inversa del espectro filtrado (Cf. 3.1.6), no se observan
sefiales “fantasma’ en laregion inferior del radargrama.

Esinteresante mencionar |a presencia de ondulaciones en las regiones superior e inferior ala
localizacion de las sefiales con amplitud grande (primer difractor). Este es un efecto numérico
inherente a la transformada de Fourier, que debera ser tenido en cuenta en la interpretacion de
estos radargramas.



4.2. Determinacion del perfil resultante de considerar como modelo
un reflector plano con aberturas

En esta subseccién se considera como modelo un reflector plano con aberturas de distinto
tamafio, con €l objeto de comprobar la aparicion de ondas difractadas y con el tamafio de la
abertura.

4.2.1. Descripcion del modelo

La descripcion del modelo se detallaen la Tabla 4-2-1:

Tabla 4-2-1: Descripcién del modelo para el estudio de un reflector plano con aberturas.

PET = 512

LT=50ns
Caracterizacion del perfil:

PEX =350

LX=15m
Frecuenciade la antena: 900 MHz

Caracterizacion de la matriz:

Velocidad de propagacion media (cmns™): 14,40
Factor de atenuacion medio (m): 0

Caracterizacion del plano reflector:
Reflectividad: r=08

Posicién (m): z=1,00

0,04
0,09
0,13
0,17
0,21
0,26
0,30
0,34
0,37
0,43

Tamario de |as aberturas (m):
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4.2.2. Seccién de indices

El modelo consta un reflector plano, interrumpido por una serie de aberturas de tamario
creciente de izquierda a derecha. La Seccidn de Indices correspondiente a este modelo se
muestra en laFigura 4-2-1.

0.5

258

348

K (m)

Figura 4-2-1: Seccion de [ndices correspondiente al modelo para el estudio de la difraccion por
aberturas.

4.2.3. Seccion Medida

La Seccién Medida correspondiente a este modelo se muestra en la Figura 4-2-2;
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Figura 4-2-2: Seccion Medida correspondiente al modelo para €l estudio de la difraccion por
aberturas.

(a) Vision general. (b) Detalle.
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En la Figura 4-2-2 puede apreciarse la reflexion en el plano, asi como el efecto de la
difraccion en las aberturas, tanto mas notorio cuanto mayor son éstas, con las caracteristicas
esperadas.

Asi mismo, dada las caracteristicas de la ampliacion de la Distribucion de Densidad
efectuada antes del calculo de su espectro y la posterior reduccion de la Seccién Medidatras el
calculo de la transformada de Fourier inversa del espectro filtrado (Cf. 3.1.6), no se observan
sefiales “fantasma’ en las regiones |aterales del radargrama.

Nuevamente, puede observarse la presencia de ondulaciones en las regiones superior e
inferior alalocalizacion del plano reflector.



4.3. Determinacion del perfil resultante de considerar como modelo
dos reflectores plano-paralelos

En esta subseccion se considera como modelo dos reflectores plano-paralelos, con el objeto
de comprobar |a aparicidn de las ondas reflejadas multiples.

4.3.1. Descripcion del modelo

La descripcion del modelo se detallaen la Tabla 4-3-1:

Tabla 4-3-1: Descripcién del modelo para el estudio de reflectores plano-paralelos.

PET =512

LT =50ns
Caracterizacion del perfil:

PEX = 350

LX=15m
Frecuenciade laantena: 900 MHz

Caracterizacion de la matriz:

Velocidad de propagacion media (cmns™): 14,40
Factor de atenuacion medio (m): 0,0030

Caracterizacion de |os planos reflectores:

Reflectividad: r=08
Transmisividad descendente: tq=0,6
Transmisividad ascendente: ta=0,6
sz . = 0,10
Posicion (m): 2= 0,50

4.3.2. Seccién de indices

El modelo consta de dos planos reflectores paralelos separados 0,40 m en profundidad. La
Seccién de Indices correspondiente a este modelo se muestraen la Figura4-3-1:
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0.4

245

34

A ()

Figura 4-3-1: Seccion de indices correspondiente al modelo para € estudio de las ondas
reflgjadas miltiples.

4.3.3. Seccion Medida

La Seccion Medida correspondiente a este modelo se muestra en la Figura 4-3-2.
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Figura 4-3-2: Seccion Medida correspondiente al modelo para € estudio de las ondas reflgjadas
multiples.

En la Figura 4-3-2 puede apreciarse la presencia de las ondas reflejadas mdltiples, con las
caracteristicas esperadas.

Nuevamente, puede observarse la presencia de ondulaciones en las regiones superior e
inferior alalocalizacién de las|legadas de las mdiltiples.



4.4. Determinacion del perfil resultante de considerar como modelo
unacoleccion de semiplanos y segmentos reflectores con reflectividades y
transmisividades constantes

En esta subseccion se considera como modelo una coleccion de semiplanos y segmentos
reflectores con reflectividades y transmisividades constantes, con el objeto de comprobar la
aparicién simultanea de difraccion y ondas reflejadas multiples.

4.4.1. Descripcion del modelo

La descripcion del modelo se detallaen la Tabla 4-4-1:

Tabla 4-4-1: Descripcion del modelo para el estudio de reflectores plano-paralelos.

PET = 512

LT =50ns
Caracterizacion del perfil:

PEX = 350

LX=15m
Frecuenciade |a antena: 900 MHz

Caracterizacion de la matriz:

Velocidad de propagacion media (cmns™?): 14,40
Factor de atenuacién medio (m™): 0,0030

Caracterizacion de los planos reflectores:

Reflectividad: r=0,8
Transmisividad descendente: ty=0,6
Transmisividad ascendente: ta=0,6

0,00=x;, =15,00; 7z =0,10
0,00=x,= 5,00; 2z =050
0,00=x3= 5,00; z=1,00
5,00=x,=15,00; z =0,80
9,97 =x5=10,06; z5;=0,49
9,97 =% =10,06; z;=0,58
Reflectividad minima para el cculo de miltiples:  ry, = 10"

Posicion (m):
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4.4.2. Seccién de indices

El modelo consta de una coleccion de semiplanos y segmentos reflectores con
reflectividades y transmisividades constantes. La Seccion de Indices correspondiente a este
modelo se muestra en la Figura 4-4-1:

0.5 -

258

348

K (m)

Figura 4-4-1: Seccion de Indices correspondiente al modelo para el estudio de la difracciony
las ondas reflgjadas mltiples para una coleccion de semiplanos y segmentos reflectores con
reflectividades y transmisividades constantes.

4.4.3. Seccion Medida

La Seccion Medida correspondiente a este modelo se muestra en la Figura 4-4-2:
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Figura 4-4-2: Seccion Medida correspondiente al modelo para € estudio de la difracciéon y las
ondas reflgjadas multiples para una coleccion de semiplanos y segmentos reflectores con
reflectividades y transmisividades constantes.

(a) Vision general. (b) Detalle omitiendo la primera reflexion.
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En la Figura 4-4-2 puede apreciarse la presencia tanto del efecto de la difraccion como de
las ondas reflgjadas mdltiples, con las caracteristicas esperadas.



4.5. Determinacion del perfil resultante de considerar como modelo
unacoleccion de semiplanos y segmentos reflectores con reflectividades y
transmisividades realistas

En esta subseccion se considera como modelo una coleccion de semiplanos y segmentos
reflectores con reflectividades y transmisividades realistas, con el objeto de comprobar |la
aparicion simultanea de difraccion y ondas reflgjadas mdltiples.

4.5.1. Descripcion del modelo

La descripcion del modelo se detallaen la Tabla 4-4-1:
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Tabla 4-5-1: Descripcion del modelo para € estudio de reflectores plano-paralelos. Los valores
de los parametros el ectromagnéticos de |os medios han sido tomados de la Tabla 2.1 de Lorenzo

(1994).
PET = 512
LT =50ns
Caracterizacion del perfil:
PEX = 350
LX=15m
Frecuencia de la antena: 900 MHz

Caracterizacion de la matriz:*

Velocidad de propagacion media cmns™): 14,40
Factor de atenuacion medio (m): 0,0030

Caracterizacion de los medios:

Medio 1: Aire.
Permitividad relativa:
Permeabilidad relativa:
Conductividad:
Impedancia:
Factor de atenuacion:

Velocidad de propagacion:

Medio 2: Arenas secas.
Permitividad relativa:
Permeabilidad relativa:
Conductividad:
Impedancia:

Factor de atenuacion:

Velocidad de propagacion:

Medio 3: Cobre.
Permitividad relativa:
Permeabilidad relativa:
Conductividad:
Impedancia:
Factor de atenuacion:

Velocidad de propagacion:

Medio 4: Arenisca seca.
Permitividad relativa:
Permeabilidad relativa:
Conductividad:
Impedancia:

Factor de atenuacion:

Velocidad de propagacion:

Medio 5: Granito seco.
Permitividad relativa:
Permeabilidad relativa:
Conductividad:
Impedancia:

Factor de atenuacion:

V elocidad de propagacion:

1

1

0S-mit

377 ohm

0

29,98 cm-ns’*

2

1

10* s:m*

(266 + 0,133i) ohm
1,33:10°

21,20 cm-ns’?

4
1

107 s:m?

(0,0600 + 0,006i) ohm
5,96:10°

10° cmns?

6
1

107 S-mit

(154 + 2,56-10° i) ohm
7,68:10°

12,24 cmnst

5
1

108 S.mit

(168 + 3,36-10° i) ohm
7,70-107

13,41 cm:nst

2 Enel calculo delas caracteristicas promedio de lamatriz no se considera el medio 1 (Aire) y 3 (metal), pues
SON Poco representativos.
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Tabla 4-5-1 (Continuacion)
Caracterizacion de los planos reflectores:

indice 12:
Reflectividad: ri» =-0,1716 + 0,0002 i
Transmisividad descendente: t1> = 0,8284 + 0,0002 i
Transmisividad ascendente: ty =1,1716— 0,0002 i
Posicion (m): 0,00 =x4, =15,00; z,=0,10

indice 24:
Reflectividad: o4 =-0,2679 - 0,0002i
Transmisividad descendente: toy = 0,7321 + 0,0002 i
Transmisividad ascendente: tp =1,2679 + 0,0002 i
Posicién (m): 0,00=x4o= 5,00; z,=0,50

indice 45:
Reflectividad: r4s = 0,0455 - 0,0000 i
Transmisividad descendente: tss = 1,0455—0,0000i
Transmisividad ascendente: tss = 0,9545 + 0,0000 i
Posicién (m): 0,00=x45= 5,00; z15=1,00

indice 25:
Reflectividad: ros =-0,2251 - 0,0000i
Transmisividad descendente: tos = 0,7749— 0,0002i
Transmisividad ascendente: tsp = 1,2251 + 0,0002 i
Posicién (m): 5,00 = x,5 = 15,00; 7z5=10,80

indice 23:
Reflectividad: ro3 =-1,0000 + 0,0000 i
Transmisividad descendente: tos = 4,48:10° + 4,47-10° i
Transmisividad ascendente: t = 2,0000— 0,0000i
Posicion (m): 9,97 = X»3 = 10,06; 73 =0,49

indice 32:
Reflectividad: ra»> = 1,0000 + 0,0000 i
Transmisividad descendente: tz = 2,0000— 0,0000i
Transmisividad ascendente: ty = 4,48-10° + 4,47-10° i
Posicién (m): 9,97 = x3, = 10,06; 73, =0,58

Reflectividad minima para el célculo de maltiples: i, = 10
4.5.2. Seccion de indices

El modelo consta de una coleccion de semiplanos y segmentos reflectores con
reflectividades y transmisividades realistas. La Seccion de Indices correspondiente a este modelo
se muestraen laFigura4-5-1:
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45.3. Seccion Medida

L a Seccién Medida correspondiente a este modelo se muestra en la Figura 4-5-2:

Figura 4-5-1: Seccion de Indices correspondiente al modelo para el estudio de la difraccion y
las ondas reflgjadas mltiples para una coleccion de semiplanos y segmentos reflectores con
reflectividades y transmisividades realistas. El indice se muestra sobre cada reflector.
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Capitulo 4 — Aplicacién del algoritmo a modelos sencillos
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Figura 4-5-2; Seccion Medida correspondiente al modelo para € estudio de la difraccion y las
ondas reflejadas multiples para una coleccién de semiplanos y segmentos refl ectores con
reflectividades y transmisividades realistas.

(a) Vision general. (b) Imagen anterior aumentando la saturacion y la luminosidad.
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En la Figura 4-5-2 puede apreciarse la presencia tanto del efecto de la difraccion como de
las ondas reflejadas multiples, con las caracteristicas esperadas.

Las mayores amplitudes se detectan en la primera reflexion (en la interfaz aire—tierra) y en
la primera reflexion en la tuberia metdlica, limitada por los reflectores 23 y 32 en la Figura
4-51.



4.6. Recapitulacion

En este cuarto Capitulo se exponen y analizan los resultados de la aplicacion de este
algoritmo a distintos model os sencillos.

En todos los casos se aprecian correctamente los efectos de la difraccién y la presencia de
ondas reflejadas mdltiples, con las caracteristicas esperadas.

Asi mismo, dada las caracteristicas de la ampliacion de la Distribucion de Densidad
efectuada antes del calculo de su espectro y la posterior reduccion de la Seccion Medida tras el
célculo de la transformada de Fourier inversa del espectro filtrado (Cf. 3.1.6), no se observan
sefiales “fantasma’” en las regiones que bordean el radargrama.

Es interesante mencionar la presencia de ondulaciones en las regiones superior e inferior ala
localizacion de los puntos difractores y planos reflectores. Este es un efecto numérico inherente
a la transformada de Fourier, que debera ser tenido en cuenta e la interpretacion de estos
radargramas.
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Conclusones

En este Trabajo se disefia un algoritmo para la sintesis numérica de radargramas, incluyendo
tanto el efecto de la difraccion como la presencia de reflexiones multiples. Este algoritmo parala
resolucion del Problema Directo se desarrolla paraun modelo de Tierra simplificado, consistente
en una coleccion de puntos difractores y reflectores plano-paralelos, inmersos en una matriz
homogénea e isétropa, con incidencia normal delaradiacion.

Para el desarrollo de este algoritmo se empleard una metodologia inversa a la expuesta por
Stolt (1978) parala migracion de perfiles sismicos en el espacio frecuencial mediante resolucion
de la Ecuacion de Ondas en el dominio frecuencial, particularizandose para la propagacion de
ondas electromagnéticas en el rango de frecuencias del geo-radar. Dadas las caracteristicas de
este método, la difraccion aparece en forma natural. Las reflexiones multiples se obtienen
mediante la introduccion, previa a la resolucion de la Ecuacién de Ondas, de una coleccién de
reflectores ficticios asociados a cada reflexion mdiltiple, que son determinados mediante un
procedimiento analogo al trazado de rayos.

En la aplicacién del algoritmo a diversos casos sencillos se obtienen resultados
cualitativamente apropiados, con las caracteristicas esperadas dadas las aproximaciones que se
manejan. No se espera que los resultados sean cuantitativamente adecuados, debido a efecto,
equivalente a un factor de atenuacion espurio adicional, causado por la interpolacion del
espectro mediante splines clbicos en lugar de senos cardinales.

Una vez que se ha comprobado que la metodologia desarrollada en este Trabajo es adecuada
para el tratamiento cualitativo de los perfiles de geo-radar, la continuacion natural de este
Trabajo se orientara en lassiguientes direcciones:

Determinacion de la correccion necesaria para eliminar el efecto de la
interpolacion en el espectro mediante splines cubicos en lugar de senos
cardinales.

Esto puede realizarse bien de forma analitica, comparando las propiedades de ambas
funciones interpoladoras (Aldroubi et al., 1992; Unser, 2000), bien en forma numérica,
mediante larealizacién de un andlisis de regresion.

Eliminacion de las aproximaciones realizadas.

De entre éstas, las mas restrictivas son la suposicion de la mnstancia de los parametros
electromagnéticos en todo el medio y la suposicién de la incidencia normal. Es posible
soslayar estas aproximaciones ef ectuando nuevos cambios de coordenadas previos ala
resolucién de la Ecuacion de Ondas escalar en el dominio frecuencial (Stolt, 1978).
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Conclusiones

Validacion del algoritmo.

Una vez obtenido un algoritmo operativo para modelos realistas, se podra proceder ala
validacién de los resultados obtenidos mediante comparacion con medidas realizadas
sobre modelos reales reducidos (Pérez Gracia, 2001).

Es importante sefidlar que, dada la aproximacion de incidencia normal de la radiacion, en el
desarrollo efectuado en esta Memoria no ha sido tenida en cuenta ni la emisividad de la antena
ni su patrén de radiacion. Una vez eliminada esta restriccion, € efecto de las antenas debe ser
introducido en la fase de trazado de rayos previa a la resolucion de la Ecuacion de Ondas en el
dominio frecuencial.

La metodologia desarrollada es apta para resolver el Problema Inverso (éste es, de hecho, €
primero que se resuelve). En ese caso se aplica en primer lugar el filtrado a espectro de la
Seccidén, y en un segundo paso se efectlia un trazado de rayos para eliminar las reflexiones
multiples. Del estudio de las amplitudes y fases se deducen | as propiedades €l ectromagnéticas de
los medios.

Asi mismo, esta metodol ogia se desarrolla para un unico perfil, pero es valida tanto parauna
Unica traza como para €l ensamblaje de varios perfiles; con lo que es posible realizar montajes y
realizar representaciones en tres dimensiones.
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