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Abstract

1 Abstract

This thesis analyzes an inverse problem in resistive geophysics arising in the so called Vertical
Electrical Sounding technique (V.E.S). The Schlumberger method has been chosen because
of its traditional extended use.

The resistive geophysical method sees the terrain as a strictly dissipative electric circuit,
characterized by a certain zonal resistivity distribution. In the most common V.E.S version,
the goal of the direct problem is to calculate the data from the values of the resistivity and
thicknesses of the layers of a multilayered earth. Data are called apparent resistivities because
they are averages —to different depths-of the real values of the resistivity distribution. The
mathematical formulation of the direct problem implies a convolution integral, in which the
input function depends in a nonlinearly way of the parameters. To calculate its value, the
so called Pekeris recurrence relations can be used and an approximate discrete filter function
obtained to calculate the data.

There is a practical need of making comparisons between predicted data and observed
values and also between different kind of plausible terrains — looking at the differences among
their characteristic parameters-. To this end it is very convenient for the model and data
sets to be given a certain algebraic structure: The vector space is very useful and allows
additional and easy construction of norms from which induced metric distances are derived.
The influence of the use of different kind of norms, their interpretation in a statistical frame-
work and the way they can be utilized to define errors and measure relevant properties of the
sought model, are explained.

Some thoughts about the same concept of inverse problem are given. The starting point
is the more classic idea of the inverse problem as an estimation one. Only one model is
calculated from a given set of data, and as these latter are subject of measurements errors,
the estimated model can be described as a random variable. It happens that, in general, this
r.v do has a big dispersion. Statistical frameworks —frequentists and Bayesians- do have sense
to describe different aspects of the solution behaviour.

In the frequentist approach concepts as bias, variances and confidence intervals are used.
Instead, characteristic of the second approach are the a posteriori distributions where a priori
information and data knowledge are combined. These distributions can be approximated well
enough to support decision making.

There is a need to correctly introduce a priori information into the inverse problem to
control the solution erratic behaviour. It will be explained how to translate this kind of
information in mathematical terms. This has been achieved in two ways:

a) Using the Affine structure and the reparameterization possibilities —particularly through
the use of logarithms- in the space model.

b) Using norms (and seminorms).

This analysis is carried over using tools borrowed from numerical algebra as singular
value decomposition and generalized singular value decomposition. The first one handles
only information pertaining data and problem structure while the second one includes also,
and simultaneously, a priori information for regularization.

Different kinds of linear systems likely to appear are examined and illustrated with ex-
amples.

There are two options for the linear problem unknown: The model itself or the variations
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of it. This decision greatly influences the way regularization (stabilization) through a priori
information is produced. After having showed and examined the regularization techniques,
they are compared in different cases.

Local optimization methods are problematic in the sense they can converge to a local
minimum and get trapped there. One alternative is the use of the global probabilistic meth-
ods. After introducing them, two of them are explained: simulated annealing (S.A) and
genetic algorithms (G.A). The algorithms needed have been programmed for numerical and
pedagogical analysis.

Global optimization methods have proved their ability to locate the global minimum
and also the — yet most useful- property of being able to sample the so called equivalence
regions. These are the zones in the space model consistent both with the measured data and
with the other information, to a certain tolerance. The possibility of using G.A to sample
this area according to the a posteriori probability distribution is explored. S.A is used with
Gibbs-Botzmann expression for acceptance function, for this purpose, as theoretical contrast
background.

Characterization of the equivalences is also attempted. Its origin is analyzed and tradi-
tional rules mentioned and translated in algebraic terms, allowing identification of the former
with the linear approximation. Afterwards a comparison is made between linear equivalence
zones and nonlinear ones. The work done with a priori information allow to find linear
equivalent models consistent with certain desirable restrictions.
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2 Resumen

En este trabajo se pretende analizar un problema inverso, en geofisica resistiva, bajo la
modalidad denominada Sondeos Eléctricos Verticales (S.E.V). En particular se ha escogido
el método Schlumberger por su extendido uso y larga tradicién préctica.

El método resistivo concibe el terreno como un circuito eléctrico, estrictamente disipativo,
caracterizado por la distribucién de las resistividades de las distintas zonas. En la version
mds cominmente conocida de los S.E.V, las capas de distinta resistividad se disponen estrat-
ificadamente y, a partir de los valores de sus espesores y resistividades se pretende calcular el
dato. En este método los datos se denominan resistividades aparentes debido a su carédcter de
promedios —a distintas profundidades- de los valores correctos de resistividades del terreno.
En este trabajo el problema directo se formula estableciendo (Koefoed) la relacién entre los
pardmetros del modelo y las resistividades aparentes mediante una integral de convolucién
en la cual la funcién de entrada depende de modo no lineal de los pardmetros. El valor de
la misma puede ser calculado usando unas relaciones de recurrencia (Pekeris). El cdlculo
efectivo de la resistividad aparentes se realiza utilizando un filtro aproximado discreto que
procede de la discretizacién de la citada integral.

La necesidad préactica de efectuar comparaciones entre los datos predichos y los ob-
servados y de comparar distintos tipos posibles de terrenos —contrastando sus pardmetros
identificativos- aconsejan, y asi se explica, dotar de la estructura de espacio vectorial tanto al
conjunto de datos como al de pardmetros y proceder en ellos a la construccién de normas de las
cuales se deriven la posibilidad de medir distancias. En este trabajo se examina la utilizacién
de diferentes tipos de normas, su interpretaciéon en caso de adoptar un enfoque estadistico y
su uso para decidir la tipologia de los errores (relativos, absolutos) y para cuantificar algunas
caracteristicas relevantes del modelo.

Se aportan reflexiones sobre el propio concepto de problema inverso. Se parte la idea
mds cldsica que concibe la solucién en términos de la estimaciéon de un tinico modelo sobre
el que debe basarse la toma de decisiones. Como para cada conjunto de medidas se obtiene
un modelo solucién y dado que los datos estdn afectados de error aleatorio, las estimaciones
pueden ser consideradas como una variable aleatoria que, ademads, se caracteriza por poseer
gran dispersion. Es por tanto pertinente recurrir a los marcos estadisticos —tanto frecuentistas
como bayesianos- para describir algunos aspectos del comportamiento de la solucién.

A la luz del primero de ellos, tendria sentido valorar sesgos, dispersiones e intervalos de
confianza para cuantificar el grado de desviacién de la estimacién respecto de la solucién
no perturbada. En el segundo, las distribuciones a posteriori son el concepto matemaético
donde se combina la informacién a priori y las incertidumbres de los datos. Se plantea que
el conocimiento de éstas es posible en el grado suficiente como para permitir el apoyo de la
toma de decisiones.

El control de las inestabilidades precisa poder vehicular la informacién a priori para
restringir las variaciones en la solucién. En este trabajo se explica la traduccién de dicha
informacién en términos matemsticos. Esto se ha hecho de dos formas diferentes:

a) utilizando la estructura de espacio afin y las posibilidades de reparametrizacién —en
particular la logaritmica- del espacio de modelos.

b) Utilizando las normas (y seminormas).

En este trabajo se examina la estructura de los métodos locales de optimizacién, los algoti-
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mos mas cominmente utilizados y se explica —en ese contexto- en qué consiste la linealizacién.
Se observard cémo la matriz jacobiana de la aplicacién diferencial de la aproximacion lineal
de cada etapa iterativa juega un papel esencial en el andlisis de las inestabilidades citadas, lo
que justificard la gran atencién dedicada al anilisis del problema lineal.

Dicho anilisis se llevard a cabo utilizando herramientas del dlgebra numérica como la
descomposicién en valores singulares y la descomposicién generalizada en valores singulares.
La primera s6lo maneja informacién referente a los datos y a la estructura del problema. La
segunda, ademds, permite manejar también la informacién a priori.

Se examinan las distintas tipologias de sistema lineal que pueden presentarse, ilustrandolas
con ejemplos practicos.

Hay dos posibilidades de escoger la incégnita del problema: O bien el propio modelo o
bien el incremento del mismo. Esta eleccién tiene grandes repercusiones en la forma en la
que la informacién a priori produce estabilizacion. Tras haber presentado y analizado los
métodos de regularizacién, se realiza una comparativa para diferentes casos.

Los métodos locales de optimizacién tienen el problema de la posible convergencia a
minimos locales. La alternativa es utilizar los métodos globales de optimizacién. Tras realizar
una breve introduccién a los mismos, se analizan en detalle dos de ellos: simulated annealing
(S.A) y algoritmos genéticos (A.G). En este trabajo se han puesto a punto los programas
precisos para su andlisis numérico.

Ademds de mostrar su capacidad de encontrar los minimos locales, han demostrado la
—aun maés util- propiedad de muestrear las denominadas regiones de equivalencia. Estas son,
por asf decirlo, el conjunto de todas las soluciones compatibles con los datos obtenidos y
otras informaciones, dentro de cierta tolerancia especificada. En este trabajo se explora la
posibilidad de utilizar los algoritmos genéticos para proceder a un muestreo de esta zona de
acuerdo con la distribucién de probabilidades a posteriori. Para ello se ha utilizado el método
de simulated annealing con la funcién de aceptacién de Gibbs-Boltzmann como fondo tedrico
de contraste.

La caracterizacién del fenémeno de la equivalencia se aborda también en este trabajo.
Se analiza su origen y se explican las reglas tradicionalmente enunciadas en términos alge-
braicos que permiten la identificacién de aquellas con los resultados de la aproximacién lineal.
Posteriormente se realiza una comparacién entre dichas zonas via aproximacién lineal o via
solucién no lineal. El trabajo realizado con la informacién a priori permite encontrar modelos
linealmente equivalentes que cumplan ciertas restricciones deseables.
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1. MOTIVACION Y OBJETIVOS

1.1. Motivaciéon y marco general

Para comprender plenamente el sentido de este trabajo es importante resenar que se ha lle-
vado a cabo en el contexto de un departamento en una escuela de ingenierfa. De la experiencia
obtenida en la actividad docente y de la participacién directa en la préactica geofisica, asi como
mediante numerosas conversaciones mantenidas con profesionales del sector, parece desprender-
se que el corpus de conocimientos realmente puesto en juego por una cantidad representativa
profesionales de la geofisica en Espana se nutre, casi en exclusiva, de dos tipos de fuentes:

= de los textos cldsicos proceden las bases tedricas que sustentan la practica de campo y

s de la experiencia personal in situ, conformada a lo largo de los anos. Este conocimiento
adquirido se traduce, basicamente, en un conjunto de reglas empiricas que cada cual sigue
protocolariamente.

Los primeros suelen abordar en profundidad la fisica del problema y la resolucién matematica
del problema directo en casos que admiten solucién analitica, es decir, la obtencién de predic-
ciones supuestos conocidos los pardmetros del subsuelo. Por contra, la resolucién del problema
inverso -cuyas incégnitas son precisamente los pardmetros del terreno- suele presentarse casi a
modo de ilustracién pedagdgica: muy resumida en términos relativos, tratando sélamente ca-
sos muy simplificados que admitan solucién analitica y describiendo métodos graficos -cuando
existen- de solucién (Telford, 1990, Orellana, 1982).

Los casos reales son muy variados, complejos, necesitados, para ser resueltos, de la integracién
de informaciones “blandas”, atinentes a caracteristicas geoldégicas observadas o esperadas y de ese
elemento subjetivo o “artistico” cuya dosificacién correcta es atributo definitorio del buen pro-
fesional. Parece que existe un trecho dificil de salvar entre los materiales de consulta disponibles
y la tipologia y rango de dificultad de las dudas a solventar.

Los articulos de investigacién son, tradicionalmente poco consultados. A esto contribuye
sin duda el hecho de estar escritos en inglés y su cardcter, a veces, mds criptico de lo que
estrictamente debiera derivarse del grado de abstracciéon de los contenidos tratados. Ademds,
el desorden e inseguridad intrinsecos a los frentes de exploracién cientifica en plena ebullicién
no parecen encajar bien con un tipo de innovacién, mds pausada y conservadora, propio del
profesional.

Entre el profundo sustrato rocoso de los saberes clédsicos y la excesiva frondosidad de los
bosques superficiales de la investigacién reciente se sitian, metaféricamente hablando, sedi-
mentos relativamente actuales con suficiente grado de consolidacién como para ser utilizados
con extraordinario provecho. En esta region tan util del saber geofisico se hallan los avances
habidos en las iltimas dos décadas en las técnicas analiticas y numéricas de resolucién de prob-
lemas inversos. Dado que el uso de éstos es ineludible en los paquetes informéticos usados en
la interpretacion geofisica, es preciso investigar sobre cémo trasponer aquellos conocimientos,
relativamente abstractos, a un nivel asequible a las dudas que emanan de la practica.

En la actualidad han aparecido textos, que parecen compartir esta motivacién, que hacen
mads hincapié en el problema inverso en geofisica. Algunos son, sin embargo, de amplia cobertura
y tratan cada técnica considerando con fines pedagdgicos e ilustrativos un caso préactico de
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referencia, mostrando, mds que explicando, cudles son las expresiones matemdticas a emplear
en cada uno de ellos. Si bien estas obras reconocen el uso casi imprescindible de programas
informadticos, suelen sugerir el conocimiento necesario en uno o dos capitulos finales ( p. e€j.,
Sharma, 1997). Existen también monografias con el mismo espiritu (Orellana, 1982, p.ej).

Otras obras (Parker, 1994) se preocupan de la traduccién en términos practicos de las distin-
tas formulaciones matemdticas concretas de los problemas inversos. No obstante, reconociendo
su pertinencia, precisién, rigor e interés préctico, emplea niveles de abstraccién y conceptos con
nivel alto de complejidad, lo cual produce que a pesar de estar escrito por un matemético con
gran perspectiva y gusto excepcional, pueda quedar relativamente lejos de las posibilidades de
la formacién de ingenieria que se imparten en Espana. Se trata de una obra paradigmatica del
campo de la matemadtica aplicada.

Otras obras como (Meju, 1994) si hacen un esfuerzo por abordar de manera asequible técnicas
numéricas, pero sigue siendo de amplio propésito general -o sea, abarca muchas técnicas- y estd
en inglés.

Parece pues pertinente intentar la realizacién de un trabajo, en castellano, que investigue
cémo plantear el corpus de conocimientos ya disponible sobre resolucién del problemas inversos
de forma que resulten razonablemente operativos a la luz de la formacién impartida en las
ingenierfas espafiolas. Basicamente esto exige lo siguiente:

s Formulacién en términos comprensibles del concepto de problema inverso. La solucién
de un problema inverso es una idea flexible que puede adaptarse a distintas necesidades
practicas.

= Utilizaciéon como herramientas propias del dlgebra numérica y del cédlculo de varias vari-
ables. Nétese que quedaria excluido, en principio, el andlisis funcional.

» Tratamiento limitado a problemas discretos, es decir, parametrizables en términos de un
numero finito de incégnitas y datos.

» En lugar de ir desde la descripcién general del marco hasta el problema concreto, se propone
que todos los razonamientos tedricos tengan una fuerte raiz en ejemplos de una técnica
concreta.

= Papel central de la programacién en su vertiente pedagdgica. De ahi la utilizacién de
Matlab como plataforma de construccién, organizacién de rutinas e ilustraciones de alta
calidad.

Por otro lado, desde el punto de vista del autor de este trabajo, la geofisica es todavia una
técnica infrautilizada. En los casos practicos reales se suele pasar sin solucién de continuidad
de la cartografia geoldgica a la perforacion de sondeos de investigacién, prescindiendo de un
uso serio de la geofisica de superficie como etapa intermedia, de coste también intermedio,
que multiplicarfa el rendimiento de los hipotéticos sondeos que, posteriormente y en su caso,
tuviesen que realizarse. La causa de esta omisién podria deberse, quizds, al uso generalizado de
programas comerciales en la modalidad de “caja negra”, uso que obliga a adoptar un estado de
resignacién ante la solucién finalmente ofrecida por el programa. Esta resignacién se torna en
abierta desconfianza, explicitamente expresada, cuando se observa que, casi con los mismos datos
de campo, pueden obtenerse soluciones con grandes diferencias entre si. La inestabilidad, junto
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al desconocimiento de sus causas y estructura, hace aparecer la geofisica como algo errdtico,
poco fiable.

La percepcién de que para extraer algo de informacién 1til con las limitaciones citadas seria
necesario acceder a un nivel matematico inalcanzable, desanima un tanto a los profesionales.

Hace falta, por tanto, examinar y presentar la metodologia que permite, con rigor,
incorporar informaciones complementarias a las propias medidas del aparato utilizado,
sean datos geoldgicos, sean intuiciones empiricas, para entender en qué medida afectan a la
solucién final y evitar tener la sensaciéon de que ésta es un resultado “ad hoc”. Es preciso hacer
hincapié en el uso de la denominada informacién a priori.

Por otro lado, debe investigarse dénde esta el origen de las inestabilidades observadas
y del problema de la no unicidad de la solucién, hacer un seguimiento riguroso pero intuitivo
de la propagacién de las mismas a través del método de solucién escogido y traducir en términos
précticos cada etapa.

El punto de vista adoptado en este trabajo es que la inseguridad provocada por la presencia
de soluciones equivalentes se torna en franca utilidad cuando se comprende la estructura del
conjunto de dichas soluciones. Por tanto, es preciso estudiar si es posible y de qué modos précticos
se puede describir dicho conjunto para que sea posible cuantificar riesgos y tomar decisiones.

Algunas motivaciones adicionales serdn expuestas de modo més concreto bajo el formato de
objetivos, pero se quisiera resenar que el espiritu que anima al autor y directores de esta tesis es
colocar la primera piedra de un estudio metodolégico de propdsito general que pueda servir, no
s6lo para resolver problemas aplicados (aunque también) sino como laboratorio de investigacién
y docencia sobre problemas inversos para personas que posean formacién ingenieril.

1.2. Objetivos y aportaciones

Tal como sugieren las motivaciones precedentes, los propésitos de este trabajo acomodan
una doble vertiente: la pedagdgica, con su posible originalidad y la propiamente innovadora de
contenidos. Como objetivos de nivel méas general podrian destacarse los siguientes:

1. Investigar, elaborar y exponer la estructura anatémica del problema inverso geofisico, de
forma que pueda utilizarse para el estudio ordenado y sistemdtico de su comportamiento
en casuisticas diferentes.

2. Construir una plataforma de exploracién de problemas inversos geofisicos. Este objetivo
se pretende realizar a dos niveles,

a) Investigar y proponer razonadamente y con propdsito general el mejor modo de
organizar los algoritmos

necesarios.

b) Programar el conjunto adecuado de rutinas.
A un nivel de detalle inferior, son también pretensiones de este trabajo las siguientes:

1. Definir y proponer vias de expresién matemadtica de la informacién a priori.

Mencién especial merecen los casos en que, o bien se exige que la solucién pertenezca
a un subconjunto determinado del espacio de modelos, o bien se especifican condiciones
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que deba cumplir alguna caracteristica interesante de la solucién (por ejemplo su grado
de heterogeneidad, etc...). En el primer caso, se aporta una formulacién, con su corre-
spondiente interpretacion geométrica, donde se emplea el concepto de variedad lineal en
un espacio afin y se utilizan las posibilidades de reparametrizacién de los espacios de
datos y pardmetros.

Aclarar la génesis del fenémeno de las equivalencias y analizar, en el caso de los S.E.V, la
amplitud y la estrutura de las regiones equivalentes, observando las diferencias entre las
formulaciones lineales y no lineales. Analizar igualmente el uso de la informacién a priori
para reducir el nimero de soluciones posibles. En este trabajo se reducird este problema a
un problema geométrico de intersecciones en un espacio afin.

Presentar de forma ordenada y clara las metodologias de solucién del problema
inverso no lineal en S.E.V, a saber:

a) Métodos locales.

El andlisis de las etapas lineales permite identificar el origen de las inestabilidades -el
denominado mal planteamiento del problema inverso- y proponer métodos paliativos
de las mismas. Estos se conocen con el nombre de métodos de regularizacién. Se
analizan también sus efectos précticos.

Se aporta asimismo una clasificacién, dentro del enfoque del dlgebra numérica, de las
soluciones de sistemas lineales de ecuaciones, que generaliza la puramente analitica.
Se realiza e ilustra una comparativa razonada entre dos grandes métodos generales
de solucién de problemas inversos lineales: algoritmos “creeping” (o formulacién en
incrementos) y “jumping” (donde la incégnita es el propio modelo). Al empleo no
bien valorado de la formulacién en incrementos se atribuye, recientemente (Parker,
1994), comportamientos no deseados de la secuencia de soluciones.

b) Meétodos globales de optimizacion.

Se presenta la teorfa de estos métodos como alternativa a los anteriores para solventar
el problema de la convergencia a éptimos locales.

Una aportacién de este trabajo consiste en la utilizacién de estos métodos globales
para explorar de forma eficiente el conjunto de soluciones equivalentes. Si bien Simu-
lated annealing ya ha sido utilizado con tal fin (Bhattacharya et al, 2003 y Sen et al,
2000), aqui se utilizan por primera vez, que el autor tenga constancia en el dominio de
la geofisica, los algoritmos genéticos para conseguir un muestreo adecuado del espacio
de soluciones a fin de extraer consecuencias de indole probabilistica.

Programar en Matlab los algoritmos correspondientes a todos los apartados anteri-
ores:

En referencia a los métodos locales, mencién especial merecen técnicas algebraicas nove-
dosas como las descomposiciones en valores singulares (y su correlato generalizado), y la
programacion de diferentes métodos de regularizacién (o atenuacién de la inestabilidad).

Un esfuerzo particular se ha realizado en relacién con los métodos globales de optimizacién,
estando actualmente operativos dos conjuntos de rutinas:
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a) El método de simulated annealing: esta técnica se ha programado de modo que,
aprovechando las capacidades matriciales de Matlab, permite manejar simultdnea-
mente una familia de modelos. Se han programado distintas opciones de funcién de
aceptacién, de temperaturas iniciales y patrones de enfriamiento. Asimismo se ha
hecho con los criterios de convergencia. Asi dispuestas, las rutinas pueden ser usadas
con gran versatilidad y cémodamente para llevar a cabo experimentacién numérica o
simulaciones.

b) Los algoritmos genéticos: programados con la misma filosofia y finalidad que el
precedente bajo dos modalidades diferentes: codificacién binaria y aritmética (real).

Cabe senalar que la organizacién disenada respondiendo al objetivo general (2.a) permite
incorporar con coste minimo los pardmetros y rutinas correspondientes a nuevos métodos
de solucién o modificaciones de pardemetros de los ya existentes.

Asimismo, se destaca que el organigrama ideado es valido, con cambios sélo de la ley
fisica, pardmetros y, quizés, de alguna metodologia de solucién (por ejemplo de las técnicas
algoritmicas) para cualquier otro método geofisico distinto de S.E.V.

5. Finalmente se aporta la aplicacién del método ideado de muestreo de la distribucién a
posteriori, mediante algoritmos genéticos, a un caso de intrusién salina.
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2. EL PROBLEMA DIRECTO EN S.E.V.

2.1. Referencia histdérica sobre S.E.V

El método de séndeos eléctricos verticales (S.E.V) lo aplic6 Conrad Schlumberger por primera
vez en 1912. El propdsito de dicha técnica es investigar el cambio de la resistividad de las forma-
ciones del subsuelo con la profundidad. Inicialmente, las incégnitas del problema (resistividades
y espesores de las formaciones) eran halladas mediante la superposicién gréfica de las curvas de
campo sobre las curvas de referencia adecuadas existentes en un album de curvas teéricas (Com-
pagnie Génerale de Géophysique,1963; Orellana y Mooney,1966 y otros) o mediante el método
del punto auxiliar (Bhattacharya y Patra, 1968; Orellana y Mooney, 1966 y otros).

Con la llegada de la potencia de cédlculo digital y las innovaciones aparecidas en los métodos
numeéricos, se simplificé notablemente el proceso de calculo del dato, denominado resistividad
aparente, sobre un suelo multicapa. Desde el punto de vista numérico, quizds el trabajo mds
relevante haya sido llevado a cabo por Gosh (Gosh,1970, 1971a,b). Como se vera posteriormente,
la expresiéon que permite calcular la resistividad aparente en distintos puntos de la superficie
sobre un suelo multicapa supone el cdlculo de una integral impropia que involucra funciones
de Bessel. El mérito de Gosh estriba en haber convertido dicha integral en una integral de
convolucion dando entrada, por tanto, a la potencia de cdlculo de la teoria lineal de filtros.

La interpretaciéon automética iterativa de los datos de resistividad puede llevarse a cabo en el
dominio de la resistividad aparente -datos medidos- (Inman, 1975; Inman et al, 1973; Johansen,
1977, etc...) o en el dominio de la funcién nicleo integral (Bichara y Lackshmanan,1976; Marsden,
1973 y otros).

El problema inverso en el dominio del nicleo fue resuelto por vez primera por Schlichter
(1933) utilizando las expresiones de Langer (1933) para el potencial en la superficie del terreno.
Schlichter calculé la funcién nicleo primeramente a partir de la resistividad aparente y después,
la distribucién de conductividades a partir de la funcién nicleo. Gosh (1971,a,b) obtuvo un
conjunto de coeficientes para transformar los datos de campo, resistividades aparentes, en valores
de la funcién nicleo y viceversa mediante aplicacién de la teoria de filtros.

2.2. Breves fundamentos del método resistivo

Las técnicas de prospecciéon geofisica son metodologias de trabajo no destructivas como
resultado de las cuales se pretende obtener una suerte de imagen de la distribucién de cierta
propiedad fisica de interés en el subsuelo. Se precisan varias etapas para llevar a cabo una
campana geofisica (Plata, 2000), a saber:

= planteamiento o definicién del problema geoldgico;

= planificacién de la campana geofisica que implica la elaboracién de un modelo conceptual
a comprobar y la eleccién de un método conveniente al objetivo perseguido;

= adquisicién de medidas;

» procesado de los datos para ser puestos en condiciones de interpretacién (a veces esta fase
es bastante compleja);
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= y, finalmente, la interpretacién, es decir, traduccién de los resultados en términos adecuados
) ) ) )
para la toma de decisiones (caracterizacion de litologias, presencia o ausencia de cierto tipo
de fluidos, quimismo, contaminaciones, etc).

Cada tipo de método geofisico explora distintas propiedades fisicas del terreno. Los métodos
eléctricos permiten investigar las propiedades del subsuelo que afectan a la propagacién de
corrientes eléctricas y al valor de los campos que éstas generan. Existen numerosos métodos
electricos con gran cantidad de aplicaciones préacticas. Este trabajo, centra toda la atencién en un
método eléctrico resistivo de corriente continual. Idealmente, en este caso, la inica modificacién
que sufre la energfa eléctrica cuando se introduce en el terreno se debe a procesos de disipacién?.
Por tanto, se considera el subsuelo como un circuito en el que existe cierta distribucién espacial
de resistencias eléctricas. La ley constitutiva que se supone aplicable a escala local para la
deduccion de las ecuaciones que rigen la distribucién de corrientes es la ley de Ohm.

Parametros importantes que es preciso definir para uso posterior son:

1. Densidad de corriente: es la intensidad (carga eléctrica por unidad de tiempo) de co-
rriente que pasa a través de la unidad de drea considerada perpendicularmente a la direc-
cién del flujo. Se simboliza por j [A : m*2].

2. Resistividad: si se considera la expresién de la ley de Ohm para el caso de un conductor
cilindrico de longitud L y seccién transversal S, la resistencia R que el mismo ofrece al
paso de la corriente viene dada por la expresién:

R:pé. (1)

Por tanto, si L = S = 1, se tiene que R = p (2 - m). El interés de trabajar con p en lugar de
con R es que, como puede verse en la expresion (1) la resistencia depende de las dimensiones
del conductor y, por tanto, del camino recorrido por las cargas eléctricas, mientras que la
resistividad p sélo depende de la naturaleza del medio conductor. Por tanto, es p y no R
quien puede correlacionarse (en su caso) con propiedades como litologias o caracteristicas
quimicas de cierto fluido presente en el terreno (por ejemplo, una intrusion salina). A veces
se utiliza la magnitud inversa, la conductividad, cuya unidad es Siemens/m.

El resultado importante de la aplicacién del método resistivo es la obtencién de la distribucién
de la resistividad en el subsuelo. Sin embargo, no es ésta la finalidad de la aplicacién del método.
El objetivo 1ltimo, conseguido en la fase de interpretacién, es establecer un vinculo entre la citada
distribucion de resistividades y una distribucién de tipologias de terreno, para proceder a la toma
de decisiones. Por lo tanto, la imagen de resistividades resultante deber4 ser transformada en una
imagen geoldgica o relacionarla con la presencia de cierto tipo de fluidos. En principio, parece
necesario que distintos ambientes reales (geoldgicos, hidrogeolégicos, etc) se caractericen por
valores suficientemente diferentes de resistividad como para que su diferenciacién sea posible.
En la tabla 1 se ofrecen algunos datos orientativos al respecto:

'El uso de corriente alterna sufre lo que se denomina el ‘efecto piel’. Basicamente consiste en que la densidad
de corriente alterna decrece exponencialmente con la profundidad en condiciones donde la continua se matendria
uniforme. Sélo en frecuencias muy bajas es este efecto despreciable.

2No se consideran relevantes, por tanto, los fenémenos inductivos o capacitivos.
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MATERIAL RESISTIVIDAD CONDUCTIVIDAD
(Q-m) (Siemens/m)

Rocas igneas y metamorficas

Granito 5-10% — 106 1076-2.10"

Basalto 10% — 10° 10°6-2.10"4

Esquistos 6-102 —4-107 25-108—-1,7-1073

Marmol 102 —2,5-10% 4-1079—-1072

Cuarcitas 10° — 2,5 - 108 5.-1079 — 102

Rocas sedimentarias

Areniscas 8 —4-10° 2,5-107%—-0,125

Pizarras 20 —2-103 5-107%—0,05

Calizas 50 — 4 - 10 2,5-1073 — 0,02

Suelos y agua

Arcillas 1—-100 0,01 —1

Aluvial 10 — 800 1,25-107% - 0,1

Agua subterrénea (dulce) 10 — 100 0,01 — 0,1

Agua de mar 0,2 5

Compuestos quimicos

Hierro 9,074 -1073 1,102 - 107

Cloruro potésico 0.01M 0,708 1,413

Cloruro sédico 0.01M 0,843 1,185

Acido acético 0.01M 6,13 0,163

Xyleno 6,998 - 1016 1,429 - 10~ 17

1. Tabla 1: resistividades caracteristicas de distintos materiales (Loke, 1999).

Inspeccionando dicha tabla, se observa que las rocas igneas y metamorficas tienen, en general,
los valores de resistividad mads altos, dependiendo los mismos altamente del grado de fracturacion
y del porcentaje de fracturas rellenas de agua. Las rocas sedimentarias, que generalmente tienen
mds porosidad y un contenido de agua superior, normalmente tienen valores de resistividad
mé&s bajos. Atun inferiores son los valores asignados a suelos himedos y agua. Los rangos de
resistividad entre los diferentes tipos de suelo se solapan, debido a que la resistividad de un tipo de
material depende también de otros factores como la fracturacién, el grado de saturacién en agua
v la concentracién en sales disueltas. La resistividad del agua subterrdnea, por ejemplo, varfa
mucho en funcién del contenido en sales. Lo interesante es que las diferencias de resistividad que
se manifiestan entre una arcilla y una arena embebida en agua, suelen posibilitar la deteccién por
métodos eléctricos de un acuifero arenoso entre hastiales arcillosos. También la técnica resistiva
es un buen método para delinear la interfase agua dulce-agua salada en acuiferos costeros.

Cabe resenar que los valores de resistividad se extienden en un rango de valores mucho més
amplio que el de cualquier otra magnitud fisica que intervenga en algin otro método geofisico.
Por ejemplo, los valores de la densidad en un sondeo gravimétrico no suelen variar en mas de un
factor dos y las velocidades sfsmicas suelen cambiar en un rango de 10. Esto hace de los métodos
eléctricos (y electromagnéticos) técnicas muy versatiles.

La existencia de los mencionados solapes de rangos y la notable amplitud de los mismos aleja
el proceso de interpretacién de la pretendida objetividad y automatismo con que a veces se lo
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trata. Mds que los valores en s7, son muy informativos los contrastes de valores, las tendencias
abarcando cierto rango espacial y los patrones consistentes que puedan observarse.

2.3. Dispositivos de campo y procedimiento operativo

El objetivo de los sondeos eléctricos verticales (S.E.V) es obtener la evolucién de la resis-
tividad con la profundidad. Es decir, no se busca -como ocurre con los perfilajes laterales o
calicatas eléctricas- la caracterizacién de las diferencias que existen lateralmente entre los ma-
teriales del subsuelo sino, de manera similar a como ocurre en los sondeos mecénicos, describir
las variaciones de resistividad a medida que se exploran terrenos més profundos.

La corriente se introduce en el terreno mediante dos electrodos (denominados por ello de
corriente). Existen también dos electrodos de potencial, pudiendo adoptar los cuatro una gran
variedad de posiciones relativas en superficie. Cada una de estas configuraciones electrédicas
se denomina dispositivo. Los diversos dispositivos reciben nombre distintos: Wenner, dipolo,
Schlumberger, etc...

El empleo de uno u otro dispositivo depende del tipo de problema y de las circunstancias
del entorno. Como cambia su posicién relativa, varian las lineas de flujo de la corriente en el
subsuelo y cambia la densidad de corriente en cada punto asi como el grado de cobertura y la
profundidad de investigacién. La sensibilidad al ruido es diferente también.

En el método descrito en este trabajo, denominado método Schlumberger, los cuatro electro-
dos se posicionan en superficie sobre una linea recta: los dos de corriente en el exterior (en el
interior, por tanto, los de potencial) simétricamente respecto a un punto central. La corriente
se inyecta y extrae por los electrodos de corriente y se mide la diferencia de potencial entre los
dos electrodos centrales que estdn, en términos relativos, muy préximos. Se obtiene informacién
sobre capas cada vez méas profundas incrementando la distancia entre los electrodos de corriente
(C1C%) mientras que los electrodos de potencial se mantienen en el mismo lugar. Cuando se
hayan alejado tanto los electrodos de corriente que la ratio de la distancia entre electrodos de
potencial (P; P») respecto a los de corriente (C1C2) sea demasiado baja, se procede a distanciar
los electrodos de potencial. De no hacerlo asi, los voltajes medidos serdn demasiado bajos y el
error relativo cometido en su medida se harfa intolerable?.

2.4. Naturaleza de la observacion en el método de S.E.V

El procedimiento operativo especifica, pues, que introducida una corriente de intensidad 1
por uno de los electrodos de corriente, debe medirse la diferencia de potencial AV entre los
electrodos centrales de potencial. El cociente M es una resistencia eléctrica y la experiencia
realizada sobre el terreno es, en cierto modo, idéntica a una que se hubiese llevado a cabo en un
cable homogéneo (por ejemplo de cobre) introduciendo I por uno de sus extremos y midiendo
la diferencia de potencial AV entre dos puntos cualesquiera del mismo.

Con este simil es ficil darse cuenta de que, si la corriente introducida se mantiene constante,

. AV . . . .
el valor de AV y, por tanto, del cociente - cambiarfa si se alteran los puntos de inyeccién

3Al comienzo de la serie de medidas la ratio r = % puede ser del orden de %, debiéndose modificar la
1

distancia M N d del orden de — a —.
istancia cuando r sea del orden de o a =
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de corriente o de medida del potencial incluso sobre un terreno homogéneo. Esto ocurre porque
cambia la geometria del circuito recorrido por las corrientes y, por tanto, su energfa disipada por
cada culombio de carga y por cada segundo. En el método Schlumberger esto ocurre cada vez que
se aumenta la distancia C1Cy para conseguir mayor penetracién en el terreno. Por tanto, en el

AV
valor de —— obtenido con cada separacién CCs no sélo influyen las caracteristicas conductivas

del terreno recorrido por la corriente, sino otros factores geométricos derivados del cambio del
punto de inyeccion.
Para que las sucesivas medidas de un sondeo resulten comparables es preciso corregir el valor

AV
del cociente —— mediante un factor geométrico?. En el caso del método Schlumberger (figura

1) el valor de dicho factor es:

B (82 — b2) s
k= Abs b0 4b° 2)
donde s = G0y y b= P12P2.
P S
b
T
C P, P, G,

Figura 1: Configuracién de electrodos lineal simétrica

Cuando se efectian las medidas sobre un terreno homogéneo se puede calcular la resistividad
real (salvo errores de medida) del suelo, directamente a partir de cada una de las medidas
realizadas en cada posicién de los electrodos de corriente mediante®:

AV
p=k— (3)

Sin embargo, se pretende que la técnica sea 1itil precisamente en terrenos no homogéneos donde
las variaciones de resistividad importantes se asume que se producen sélo en funcién de la
profundidad y no lateralmente. En este caso se sigue haciendo exactamente la misma operacién
indicada en (3) pero, conceptualmente, el resultado es una resistividad aparente p,, (s). Para
cada espaciado entre electrodos de corriente se obtendrd, pues, un valor de

pap () = e () 22 ()

Como se emplea una expresion valida sélo para terrenos homogéneos, el resultado, p,, (s), es
la resistividad que tendria un subsuelo homogéneo (naturalmente no existente) que, respecto a
esa posicion de medida (con idéntica separacién de electrodos), produjese la misma diferencia
de potencial que ha sido observada al inyectar idéntica intensidad de corriente.

4Naturalmente éste cambia con el tipo de dispositivo.
’En un suelo homogéneo si la medida no tuviese error serfa suficiente con hacer una séla.
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C1Cq

Se comprende que p,, varie con s = ya que, al aumentar s, nuevas capas de terreno

que antes no eran recorridas por la corriente introducida, ahora si resultan afectadas. El valor
de p,, es, por tanto, una especie de media ponderada’ de las resistividades de las capas afec-
tadas por la medida. Los datos de campo que resultan se grafican en la curva de p,, frente a

C,C . :
L2 Suele representarse en ejes logaritmicos. Hay que resaltar que, aunque

valores de s =

no se representen resistividades verdaderas frente a profundidades reales la forma de la curva
y sus valores resultan afectados precisamente por éstos valores, permitiendo distinguir distintas
tipologfas. Para ilustrar la apariencia de las curvas de resistividades aparentes, se aporta un
ejemplo -véase figura 109-.

Estos cuatro ejemplos aportados, generan una situacién de relevancia préctica conocida por
equivalencia (en el caso de las curvas de tipos H y K) y como supresion en los tipos A y Q.

) Tipo H ) Tipo A
p = [50,10,100] p = [10,50,100]
t =1[10,10] 1.8] t=1[10,10]
1.8
1.6
logp
ap 1.4
1.6
1.2
1.4 1
0 1 2 3 0 1 2
log (AB/2) log (AB/2)
Tipo K Ti
1.4 i 2 ipo Q
p =[10,100,10] p = [100,50,10]
t=[10,10] 1.8 t =[10,10]
1.3
1.6
1.2
logp,,, 1.4
1 1.2
1 1
0 1 2 3 0 1 2 3
log (AB/2) log (AB/2)

Figura 2: Curvas tipo para suelos de tres capas

2.5. El modelo matematico en S.E.V

Para poder realizar un tratamiento cuantitativo se sustituye el terreno existente por una
abstraccién conceptual capaz de ser expresada en términos de ecuaciones matemadticas. En el
caso de los S.E.V las hipétesis adoptadas son las siguientes:

= el subsuelo consiste en un nimero finito de capas separadas por una frontera plana y

Las potencias de las capas influyen en la ponderacion.
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horizontal. Todas las capas poseen un espesor finito, salvo la ltima, que se considera de
potencia infinita;

= la extension lateral de las capas es infinita,
= todas las capas son homogeneas e isétropas desde el punto de vista de su resistividad;

= todas las inyecciones de corriente son puntuales. Los tnicos puntos de entrada de corriente
al terreno son los electrodos habilitados para tal fin, cuyas dimensiones son despreciables
a la escala de la experiencia;

= la corriente es continua.

2.5.1. Planteamiento y solucién analitica del modelo matematico multicapa con
inyeccién puntual

Inicialmente se plantea el caso en que sélo existe, en superficie, una unica fuente puntual de
inyeccién de corriente. Considérese un punto -distinto al de inyeccién- en el interior de cualquiera
de las capas homogéneas que componen el medio estratificado. La ecuacién que rige el potencial
eléctrico, denotado por V, es la ecuacion de Laplace (conservacion de la carga). Debido a que se ha
supuesto un tinico punto de inyeccién de corriente y a las hipétesis de isotropfa y homogeneidad
en cada capa, el potencial tiene una simetria axial respecto al eje vertical OZ que pasa por
el punto de inyeccién, de modo que el uso de coordenadas cilindricas resulta recomendado. La
ecuacién de Laplace en dicho sistema de coordenadas se escribe:

o2V 19V ?V 1 0%V

ar trar T g =0

que, debido a la simetria del potencial respecto al eje OZ, se reduce a

O’V 19V 9*V
v Tz 0 (5)

La solucién de la ecuacién (5) puede obtenerse mediante el método de separacién de variables:
V(r,z) = U(r)W(2). (6)
Sustituyendo (6) en (5) y dividiendo por V' se obtiene:

1 d?U 1 dU 1 2w

U(r) dr? + U(r)r%jLW(z)W_

Dada la forma de la ecuacién, ésta se satisface si y sélo si

1 d?U 1 dU 5
U (r) dr? jLU(r)r%__)\7 (7)

L d?w
W d252 = ) (8)
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donde )\ es una constante real arbitraria. Dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion
(8) son:
Wi(z) =e ™, Wy (z) =e™.

La ecuacién diferencial (7) es una ecuacién de Bessel de orden cero y, por tanto, una solucién
particular es la funcién de Bessel de orden cero Jy:

Ui = Jo(Ar),
con lo que las soluciones particulares de la ecuacién (5) son:
Vi=eRo(\r), Va=etJo(Ar)

Como cualquier combinacién lineal de ellas resuelve también la ecuacién diferencial, la solucién
general de (5) se puede expresar como:

V(r,2) = /O ” [@(A)e—M +\IJ(A)6+’\Z] Jo(Ar)dA, 9)

donde ®(A) y ¥(A) son funciones arbitrarias de A, cuya expresién particular depende de las
condiciones de contorno. La intensidad I, introducida en el término fuente puntual puede ser
explicitamente tenida en cuenta. En un medio homogéneo el potencial por ella generado es:

yo_ml (10)

o2+ 22

donde p; es la resistividad del suelo homogéneo (coincidente con la de la capa superficial del
medio estratificado). Teniendo en cuenta la relacién (integral de Lipschitz):

1
V2 422

conocida en la teorfa de funciones de Bessel, el potencial (10) se expresa como:

/ e Jo(Ar)d) =
0

el [
V=—— e Jo(Ar)dA. (11)
27 0
Sumando y restando la expresién (11) a la solucién general (9), aparece la solucién general del
problema no homogéneo, expresada como suma de un potencial primario, expresién (11) y un
potencial perturbado

[e.e]

gt [@(A) e 4 X () eW} Jo(Ar)dA,
27T 0

en la forma 7 oo
V=2 / [ 00 e + X () ] do(Ar)an, (12)
T Jo
donde ©(\) y X () son funciones arbitrarias de A.
Esta solucién es vdlida para cualquier punto situado en el interior de cualquiera de las
capas homogéneas del suelo estratificado. Es preciso ahora imponer las siguientes condiciones de
comportamiento en los contactos entre capas (de transmisién) y de contorno:
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1. Continuidad del potencial eléctrico en el contacto entre capas:

Vi(hi—1) = Vici(hi—1) (13)

2. Continuidad del flujo eléctrico en los contactos intercapa. Siendo j, la componente
vertical de la densidad de corriente:

] 191%
Jz = _O'E (14)

. 1 (ov iy (v
Jz,z—l(hz—l) = it (82’ >Z:hi_1 _Jz,z(hz—l) - 0; <8Z >z:hi_1 (15)

3. Comportamiento en la superficie del terreno: la componente vertical de la densidad
de corriente debe anularse excepto en un entorno de la fuente de corriente, debido a que
el aire se consiera como totalmente aislante.

4. Comportamiento en el origen: cerca de la fuente de corriente el potencial debe tener
el siguiente comportamiento asintético:

, 1
BV =

5. Comportamiento en el infinito: a profundidad infinita el potencial debe aproximarse
a cero:

lfm V(z) =0

Z—00

Aplicando la condicién (1) en la frontera de separacién de las capas i e i + 1 , situada a la
profundidad h;, se obtiene:

@i()\)e_Ahi + Xi(A)6+)\hi = @i+1(>\)6_>\hi + Xi+1(>\)6+>\hi (17)

La continuidad en los flujos (2) implica que:

1 [ e i )
p_z/o [{1-1-62‘()\)}6 Ah _Xi()\)e—l-)\h} To(Ar)AdA =

1 o, ¢]
_ / [{1 O () e M XZ-H(A)e“’“} Jo(Ar)AdA.
Pi+1 Jo

La satisfaccién de esta ecuacién se satisfaga para todo valor de r implica la igualdad de inte-
grandos:

i [{1 +0;(\)} e i _ Xi<)\)e+)\hi:| _ RN

> — [{1 F O (N} e i XZ-H(A)eHhi} . (18)
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ov
La condicién (3) restringe la expresion de (—) y, por tanto:
z=0

0z
/ 40100 — X (W] Jo(Ar)AdA = 0. (19)
0
/ " Jo(r)AdA = 0, (20)
0

basta requerir que los dos tltimos términos del integrando, correspondientes al campo pertur-
bado, cumplan:
010 = X1 (N). (21)

La condicién (4) se satisface autométicamente en la expresién del potencial primario. La condi-
cién (5) requiere que en la capa més profunda, indicada con el subindice n, la funcién X valga
cero, suprimiendo asf la influencia del factor e™#. Por tanto:

X, (\) = 0. (22)

El conjunto de ecuaciones (17)-(22) permite plantear un sistema de 2n ecuaciones con 2n fun-
ciones incognita, ©;(\) y X;(A). Dado que el interés préctico se centra en la capa superficial,
fundamentalmente hay que calcular ©1(\) = X7(A). Si se introduce la notacién:

uj = e i, (23)
1 )
V= — = €+>\h’,
Ug
bi = L
Pit1
El citado sistema de ecuaciones es:
(U1 + Ul)@l —u109 —v1X9 =0
(v1 —u1)O1 +p1u1O2 —p1v1X2 =(1-p1)wm
meD +v9 X9 —u903 —v9.X3 =0
— U202 +v2.X2 +pous®z  —pov2 Xz = (1 —p2)us (24)
Up—10p—1 +op—1Xn—1 —Up—160, =0
_un—len—l +Un—1Xn—1 +pn—1un—1@n = (1 _pn—l)un—l

Su solucién para ©1 se obtiene aplicando la regla de Cramer. De acuerdo con ella, O es el
cociente de dos determinantes:

N
@1 — E, (25)
donde
(u1 + 1)1) —Uq —U1 0 0 0 0 0
(v1 —w1) +prur —pior 0 0 0 0 0
0 U2 “+v9 —U9 —y 0 0 0
D= 0 — U9 +v9  +pous —P2v9 0 0 0 (26)
0 0 0 0 0 vee Up—1  +TUp—1 —Up—1
0 0 0 0 0 o —Up1 FUp-1 +Pp_1Un—1
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y
0 —Uy —U1 0 0 0 0 0
(1 —p1)us +prur —p1v1 0 0 0 0 0
0 u9 +1)2 —Uu9 —V2 0 0 0
N=| (1-p2)us —uz  +v2  +p2uz —Ppa2v2 0 0 0
0 0 0 0 0 e Up—1  FUp—1 —Up—1
(]— - pn—l)un—l 0 0 0 0 o TUp—1 FUn—1 +Pn—1Un—1

Teniendo en cuenta las ecuaciones (??) y (21) el potencial en la superficie se escribe:
_pd [
V(r,0) = o [1+201(N\)] Jo(Ar)dA. (27)
0

La funcién ©;()\) se suele denominar “nicleo integral de Stefanescu” y depende implicita-
mente de las resistividades, p;, v de las profundidades de los contactos entre capas, h;. Si se
introduce la funcién Kj(A):

Ki(\) =1+ 201(\), (28)
La expresion (27) se transforma en:
yood / Ki(\)Jo(\r). (29)
2T 0

K (X) recibe el nombre de niicleo integral de Slichter (Slichter,1933). A partir de la ecuaciones
(28), (25) la funcién K () puede ser calculada como:

Ky = 2 +DQN)

(30)
Las ecuaciones (26) y (30) combinadas con las relaciones (23), definen la relacién entre el micleo
de Slichter y los pardmetros de subsuelo (hi, p;);—; _,. Pekeris (1940) determina la misma
relacién a través de unas relaciones de recurrencia que llevan su nombre.

2.5.2. Las relaciones de Pekeris

Si se suma e M

se llega a:

i a ambos miembros en la condicién (17), y se dividen por la expresion (18),

(1+6i(N) +Xi(A)ehi (1+0i11(N) + Xipr(A)eM
TN — XM~ P T T8 0N) — X (W)

Se define ahora K; como

(31)

1+ 6i(N) + Xi(N)ePhi
i = (14 6;())) — X;(N)e2Ahi-1” (32)

En la primera capa, (h;—1 =0y ©;(\) = X;(}\)), K; toma la forma

Ki(\) = 14+ 20:()), (33)
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y recupera, por tanto, el niicleo de Schlichter como caso particular. Manipulando algebraicamente
los dos miembros de (31) con ayuda de (32) y definiendo:

ti = hi — hi—1,
como la potencia de la capa i—ésima y

Pi
pi = ——, (34)
' Pit+1

como el contraste de resistividades entre capas sucesivas, se llega a (Koefoed, 1970):

Ki — tanh()\ti)

Kiv1(A) =p; . 35
1N =P ) (35)
o, despejando K,
[Ki+1 + p; tanh()\ti)]
K;(\) = . 36
*) [pi + Ki+1 tanh(At;)] (36)
Teniendo en cuenta la ecuacién (32), y que X, (A) = 0 se obtiene que:
Kn (A) = 1. (37)

Comenzando con K, (\) y supuestos conocidos los pardmetros del terreno la aplicacién de la
relacién (35). permite obtenerK; (\), relacionado con el potencial de superficie por la ecuacién
(29). La aplicacién de la relacién de recurrencia (35) “hacia arriba” puede deternerse en cualquier
valor de subidice ¢. K; representa, entonces, elnicleo integral a emplear si las medidas de campo
se llevasen a cabo, virtualmente, sobre la capa de indice 7. La aplicacién repetida de la ecuacién
(35) equivale a anadir una nueva capa por encima de la secuencia de capas ya tratada mads el
desplazamiento de la configuracién de electrodos al techo de la nueva capa anadida.

Como la relacién de Pekeris es reversible, la expresion (36) describe la supresion virtual de
la capa actual y el desplazamiento de los electrododos al techo de la capa subyacente (proceso
llamado“reduccién a un plano frontera inferior”).

Las relaciones de Pekeris pueden ser escritas en términos de una funcién denominada Trans-
formada de resistividad (Koefoed, 1970), denotada por T; (A) y definida como:

Ti (A) = piKi (M)« (38)

Convirtiéndose las relaciones en:

[Ti1 + p; tanh(At;)

) ]
TZ ()\) N |:1 + Ti—}—l tanh()\ti)] ’ (39)
Pi
y
T () = [T; — p; tanh(\t;)] (40)

{1 Titanh()\ti)] ’
Pi

T; () tiene la misma dimensién de una resistividad y es una funcién de los pardmetros de la

capa y de A, la cual tiene la dimensién reciproca de longitud [L_l]. De las ecuaciones anteriores

se deduce el comportamiento asintdtico de dichas funciones:
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» Cuando (1/X) tiende a infinito, la tangente hiperbdlica presente en la ecuaciones (39) y
(40) tiende a cero, y por tanto T; — T;41. Esto es cierto en todos lo pasos de la relacién de
recurrencia, de modo que todos los T; (incluido 77), se aproximan asintéticamente a T,
la transformada de resistividad del sustrato. Y ésta, de acuerdo con la ecuaciones (37) y
(38), vale p,,..

» Cuando (1/)) tiende a cero, la tangente hiperbdlica tiende a uno y de la ecuacién (39) se
deduce que T; — p,.Consecuentemente si (1/A) es pequeno, 71 — p;y.

2.5.3. Cilculo de la resistividad aparente para dispositivos simétricos

La relacién (29) proporciona el potencial en un punto de la superficie de un suelo estratificado
con inyeccién puntual de corriente. En el caso relativo a los S.E.V. hay que tener en cuenta
la presencia de dos fuentes de corriente (inyeccién-extraccién). La linealidad de la ecuacién
de Laplace permite calcular la diferencia de potencial medida entre electrodos situados en la
superficie, §V, utilizando el principio de superposicién:

oV (s)=2[V(s—b)—V(s+1)] (41)
donde V' viene dado por la expresion (29). Operando sobre esta expresion se tiene

2 _ b2 o]
pup () = 29155 / K1 () [Jo (s — Ab) — Jo (As -+ Ab)] dA,
0

82 _ b2 0o
pup (5) = 25" /0 L () [Jo (As — Ab) — Jo (As + A)] dA, (42)

donde
Ti (A) = p1 K1 (A),
es la transformada de resistividad en la primera capa. Introduciendo el factor de excentricidad,

¢ = —, esta ecuacién puede escribirse como
s

1—¢2

4c

Pap (8) = 25 /000 Ty (M) [Jo(As (L —¢)) — Jo (As (1 +c))]dA. (43)

Dicha expresién es valida para los dos principales tipos de dispositivos utilizados en la préc-

tica que son el Wenner y el Schlumberger. En el caso del dispositivo Wenner, la resistividad
1

aparente viene dada por la férmula (43), con el valor concreto de la excentricidad (¢ = §) En

el caso del dispositivo Schlumberger es posible simplificar dicha expresién, teniendo en cuenta
particularidades de dicho dispositivo, como se ve a continuacién.

Aproximaciones en el caso del dispositivo Schlumberger
En el caso del dispostivo Schlumberger se considera la distancia entre electrodos de medida,
2b, despreciable frente a la que existe entre electrodos de corriente. Se tiene, por tanto:

(32 - 62) s
-

4bs b—0 4_b (44)
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ov V(s+b)—V(s—b) 4V
< or > B 2b TN (45)
con lo cual - 2 oy
21rs
pup_sen (9 = K- = =2 (GL) (16)

donde V es el potencial deducido en el caso de un tnico punto de inyeccién (29). Utilizando en
las ecuaciones (46) y (29) la igualdad

dJo(x)
dx = J1 (:L’) y (47)
se obtiene ~
P et (5) = P15 /0 A (A) i (As) dA. (48)

Problemas de convergencia de dicha integral impropia aconsejan expresarla en funcién del nicleo
de Stefanescu, haciendo uso de la integral de Lipschitz (11), de modo que,

oL od [T 0 g (w) da (49)

V =
(r) 2mr 2w Jo

Derivando la relacién anterior y teniendo en cuenta (46), se obtiene:

Py sent (5) = o1+ 20157 /0 01 (\) Ji (As) dA. (50)

Finalmente la resistividad aparente Schlumberger puede expresarse en términos de la transfor-
mada de restistividad utilizando las relaciones (28) y (38):

Pap sont (5) = p1 + 52 /0 T ) — o) (As) A dA (51)

2.5.4. Calculo de la resistividad aparente para dispositivos simétricos utilizando la
teoria de filtros

Las relaciones entre las funciones de resitividad aparente y la funcién transformada de re-
sistividad para configuraciones de electrodos lineales y simétricas vienen dadas por la férmulas
(43) y (51), que es una simplificacién de la anterior. El uso de la escala logaritmica da a las
curvas una apariencia mgs regular, disminuyendo su contenido en frecuencias en todo el rango
de trabajo. Esta transformacion es ademés importante para, posteriormente, utilizar las técnicas
de tratamiento digital de la senal.

Como A tiene dimensién fisica de longitud, se definen las variables = e y como sigue:

z =Ins, (52)
1
=ln—=—1InA
y=In \ nA,
donde s representa el semiespaciado, con lo cual

As = eV, (53)
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Con estos cambios la resistividad aparente (43) se expresa:

1— C2 +o0o
Pap (T) = 50 /_ T(y) (Jo (1 —c)e*¥) = Jo (1 4¢)e"Y)) e Ydy. (54)

En el caso del dispositivo Schlumberger la expresién (51) se transforma en

+00
papfSchl (x) =P1 + / {T(y) - pl] Jl (ex—y) eQ(x—y)dy (55)

—o0
Si, en la expresion (54) se introduce la variable n = x — y se tiene:

1—¢2 [t 1—¢2
pop (@) == [T =) (=) e = R [(1+ M e dy = =T 4 ¥ (@), (50

donde la funcién ¥ se expresa en términos de la funcién de Bessel de orden cero, Jy.Esta relacion
indica que la resistividad aparente en un punto de medida x, puede ser considerada como la salida
de un filtro cuya entrada es la transformada de resistividad 1" y cuya respuesta impulsional viene
dada por la funcién ¥. La forma de esta funcién depende del problema en cuestién. La relacion
(56) serd utilizada para resolver el Problema Directo de los S.E.V: ”conocido un suelo,
dado por sus resistividades y espesores, determinar la resistividad aparente en un
punto de la superficie.
Para resolver el problema directo es necesario:

» calcular la respuesta impusional del sistema L.I.T, ¥ (x), es decir, los coeficientes del filtro.
Para ello como veremos es necesario utilizar funciones de prueba (pares I/O) para entrenar
el filtro.

» Determinar (por ejemplo mediante las relaciones de Pekeris) la entrada del sistema 7', o
transformada de resistividad, la cual depende del tipo de suelo bajo consideracién. En la
practica la transformada de resistividad se calcula para una muestra de abscisas A, que
permita calcular la resistividad aparente con el grado de precisién deseado.

Cabe resefiar que el mismo modo de proceder puede ser aplicado a la expresién (55) que
modela el problema directo en el caso de un dispositivo Schlumberger.

En este trabajo se han reproducido los resultados hasta aqui reseiados (Gosh, 1971a, b y
Koefoed, 1979) en lo referente al disefio y cdlculo de filtros a partir de funciones test. Para
ello se han programado las rutinas necesarias, que hacen uso de técnicas del tratamiento de la
sefial (transformadas de Fourier, transformadas Z, etc. .. ). Siendo éste un tema interesante como
objeto de investigacién, se ha observado que la longitud del filtro no afecta sensiblemente a la
solucién del problema directo.
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3. CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE PROBLEMAS
INVERSOS

3.1. Concepto de problema inverso

Bajo la denominacién de problemas inversos se ubica “la teoria matemdtica que describe
como puede derivarse informacion sobre un sistema fisico parametrizado a partir de datos ob-
servables, relaciones tedricas entre los pardmetros del modelo y los datos e informacion a priori”
(Moseegard y Tarantola, 1995)7

Esta definicién no es, naturalmente, la unica que aparece en los articulos referentes a este
tema, pero ha sido elegida frente a otras porque se caracteriza por una gran flexibilidad en el
sentido de que no sélo no restringe el procedimiento empleado para extraer informacién sobre el
sistema a partir de los datos medidos, sino que tampoco fija las caracteristicas que debe tener
la solucién de un problema inverso®.

Es, precisamente, el objetivo de este capitulo decidir cémo debiera formularse un problema
inverso (en particular el atinente a los S.E.V) y qué propiedades convendria que poseyese su
solucién. Por supuesto, para fijar lineas normativas respecto a esta cuestién hace falta asumir,
a priori, un concepto rector o criterio de valoracién. En el caso de este trabajo, dicho criterio
es la utilidad practica’. Por tanto, lo que en los parrafos siguientes se sugiere es un modo de
concretar la definicién citada al principio del capitulo, de forma que los resultados puedan ser
empleados para tomar decisiones de relevancia practica.

Cualquier problema inverso contiene los siguientes “elementos constituyentes” o bésicos:

1. Un conjunto de modelos

Es decir, una clase M de elementos matematicos -conjunto de funciones, de vectores, etc...-
que, se asume, describen el sistema desconocido o, al menos, los aspectos del mismo que se
busca conocer. En el caso de los S.E.V se utilizan vectores m € R>*~! siendo n el nimero
de capas del modelo conceptual.

Es importante comprender que una vez escogido Ml queda excluida la posibilidad de obten-
er cualquier solucién que no esté en M. Por tanto dicha eleccién condiciona de modo claro
la solucién. M depende del modelo conceptual fisico adoptado, con sus correspondientes
hipdétesis simplificadoras, asi como de otras restricciones adicionales que pueden correspon-
der a experiencia préctica relativa al tema.

Los elementos de M estén caracterizados por ciertos pardmetros. Por ejemplo, en el caso de
S.E.V aqui tratado son los valores de la resistividad y de espesor de las capas geoeléctricas.
Pero, como se verd, también estd justificado -e incluso es mds ventajoso- el uso de los
logaritmos de estas cantidades. Igualmente podria utilizarse la conductividad (en lugar de
su inverso, la resistividad).

"El texto literal es: “Inverse problem theory is the mathematical theory describing how information about
a parameterized physical system can be derived from observational data, theoretical relationships between model
parameters and data, and prior information”.

8En este articulo se aborda la resolucién de los problemas inversos en un marco bayesiano.

Otros criterios, mas matemadticos, se refieren a la unicidad de la solucién y a la robustez de la misma (esta-
bilidad).
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En S.E.V se utilizan pardmetros cuyos correlatos fisicos son el dénde (espesores) y el cudnto
(resistividades y/o conductividades). No obstante, podria optarse por parametrizar otras
propiedades interesantes del terreno como, por ejemplo, las distintas escalas de hetero-
geneidad!?.

La fisica o ley de comportamiento del problema

Esta se plasma en una expresion teérica que permita calcular las predicciones de observ-
ables asociadas a cada uno de los modelos presentes en la clase M elegida. El proceso
de cédlculo de dichas predicciones, para cada modelo, utilizando esta expresién tedrica se
denomina resolver el problema directo.

En el caso de S.E.V existe un funcional

F:McR*» ! R,

F depende del modelo de forma no lineal. Esta circunstancia da origen a bastantes compli-
caciones. Sin embargo, conocido un modelo m, el cdlculo de F (m) se efectia mediante la
aplicacién explicita de las reglas recurrentes de Pekeris. O sea, el problema directo posee
solucién analitica. En otros casos éste es mucho mds complejo ya que puede involucrar la
solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales.

Implicito en la expresién de F (o de cualquier otra formulacién matemética del problema
directo) se halla el modelo conceptual escogido con todas las hipétesis simplificadoras. La
aproximacién con que las mismas se den en cada caso préctico real es el factor que regula la
desviacion (espuria y persistente) de las predicciones respecto de las mediciones en campo.

Un conjunto de datos D

Al que pertenecen las medidas realizadas, asi como las predicciones obtenidas al resolver
el problema directo.

Estructura de los conjuntos de modelos M y de datos D

No es suficiente considerar la clase de los modelos como un “todo uno”. Si, supéngase, el
modelo “real” es m, € M (en el mejor de los casos) y m.s; € M es otro modelo postulado
como posible solucién, es natural preguntarse si hay mucha diferencia entre el estimado y
el real o, mds atn, si estdn “lejos” o “cerca”’. Otro tipo de averiguaciones podrian querer
llevarse a cabo respecto a ciertas caracteristicas de la solucién obtenida: por ejemplo,
caracterizar el grado de “rugosidad” (heterogeneidad) que tenga.

Idénticas preguntas podrfan hacerse respecto a los datos medidos dyps v a los calculados
degic = F (m)

Es preciso dotar a los conjuntos M y ID de relaciones y leyes de composicién interna y
externa con ciertas propiedades. Un ejemplo ilustrativo es definir la diferencia entre dos
modelos mediante el operador “sustraccién”. La construccién de normas y distancias, de
productos escalares, etc..., convierte a M y ID en espacios métricos. Si a las leyes definidas
en M y D se les atribuye significado fisico, es posible realizar juicios aplicados a la préactica
sobre las distintas partes de M y D.

10Esto es lo que se consigue cuando se trabaja en el dominio de la frecuencia.
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5. Un planteamiento del problema inverso

El planteamiento bésico del problema inverso se resume en la siguiente ecuacion:
F (m) =d, (57)

Es decir, obtenido d € D mediante medidas de campo y conocido F, determinar las m € M
que satisfacen la ecuacién (57). La formulacién del problema inverso (57), presenta varias
dificultades, que serdn ilustradas en capitulos posteriores. Aqui sélo se comentan breve-
mente.

En primer lugar, como F representa procesos fisicos simplificados (y, por tanto, incorrectos
en cierta medida), m se busca entre cierto conjunto restringido, y los datos observados
estdan afectados por errores de medida, se puede concluir que, conceptualmente al menos,
carece de sentido.plantear (57) como una igualdad. Por otro lado, parece que aparte de la
eleccién de M -que antecede al resto de operaciones- dicha ecuacién no permite introducir
otras informaciones disponibles acerca del modelo solucién.

Una versién mds adecuada serfa,

F (m) ~d, (58)

o sea, calcular los m €M tal que las predicciones F (m) estén “cerca” de d. Més que
un problema nico, esta formulacién representa una familia de posibles problemas. Cada
uno de ellos atribuye un significado cuantitativo diferente al signo ~ . Por ejemplo, un
planteamiento adscrito a la tipologfa indicada en (58) es el que identifica la solucién como
aquella que minimiza la norma (de cierto tipo) de la diferencia entre F (m) y d, es decir,
puede existir diferencia entre F (my,;) v d, pero ésta debe ser minima.

Como se observa, se sigue pretendiendo estimar un modelo solucién -aunque ahora haya al-
go més de flexibilidad en la definicién del planteamiento matemético del problema-. Varias
formulaciones posibles se analizan en capitulos posteriores. Este es el enfoque tradicional
o cldsico, si se quiere, del problema inverso.

Muchos problemas inversos en geofisica y, en particular los S.E.V, gozan !! de la propiedad
de que existen modelos m muy diferentes que satisfacen la ecuacién (58) de manera muy
razonable. Dichos modelos se denominan equivalentes dado que ajustan los datos medidos
con el mismo grado o nivel de tolerancia (calidad). Como los datos observados estén afec-
tados de error, el modelo finalmente estimado con uno u otro conjunto de medidas varia.
Fl inconveniente serio de este tipo de problemas es que la propagacién de los errores desde
las observaciones de partida hasta el modelo calculado genera una gran inestabilidad en
la solucién estimada. La naturaleza del planteamiento del problema inverso en S.E.V es
tal que la incertidumbre (en general razonablemente pequena en una campana cuidada de
adquisicién de datos) se amplifica notablemente y produce gran dispersién de las soluciones
obtenidas. En la practica es bastante comin observar que cuando se obtiene un modelo
utilizando un grupo de medidas y se considera otro grupo de medidas diferente (de la
misma calidad pero no exactamente iguales) se puede obtener una solucién radicalmente
distinta. Este tipo de situaciones son percibidas con un grado alto de desasosiego por parte
de la comunidad ingenieril pues, aparentemente al menos, permite un grado exagerado de

o sufren
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subjetividad en la eleccién de una solucién que, de otra parte, aparece como el resultado
impredecible de una “caja negra”.

Adquiere, por tanto, relevancia practica la cuestién que versa sobre los criterios utiliza-
dos para escoger entre las diferentes soluciones. Asimismo, una vez elegida una, deberia
estar acompainada por una medida de la incertidumbre de dicha estimacién, algin tipo de
valoracién de su distancia al modelo real (desconocido). La teoria de la propagacién de
errores, el andlisis de intervalos de confianza o los nicleos de resolucién son técnicas a las
cuales se recurre si el problema es lineal. Sin embargo, cuando el problema es no lineal, las
respuestas a este tipo de cuestiones s6lo pueden ser aproximadas y, cuando la no linealidad
es alta, éstas pueden dar lugar a resultados erréneos.

Parte de las errdticas fluctuaciones de la solucién pueden eliminarse incorporando informa-
cién “a priori”, esto es, complementaria a la contenida en los datos medidos. El proceso de
estabilizacion de las soluciones mediante el uso de informacién a priori se denomina reg-
ularizacién. Sin embargo, el grado de regularizacién sigue siendo una variable a decidir
en cada problema.

En un marco bayesiano, cada modelo solucién viene caracterizado por su probabilidad a
posteriori. Es ésta una medida de su compatibilidad con los datos observados y con la in-
formacién a priori. En este enfoque, el grado de regularizacién -que regula la intensidad y
el modo en que la informacién “ajena” a los datos influye en la solucién- queda especificada
en el paso inicial que consiste en asignar probabilidades a los diferentes modelos que se
consideran factibles. Esta asignacién de probabilidades “a priori” es, a la vez, el talén de
Aquiles del método y la causa de que su uso se haya extendido en geofisica. Efectivamente,
la definicién de “a prioris” adecuados no es un asunto simple y elecciones aparentemente
inofensivas pueden producir efectos sorprendentes (Scales and Tenorio, 2001). Por otro la-
do, con este sistema, la informacién a priori fluye por el problema con la misma naturalidad
con la que lo hacen los datos medidos facilitando su tratamiento.

A lo largo de este trabajo se analizan estos enfoques que conducen a la obtencién de una
solucién estimada. Se realiza también algin esfuerzo por introducirse en la “caja negra”
y determinar la importancia y significado fisico de todos los factores que influyenen el
proceso. Sin embargo, el decurso de la presentacién lleva a un nuevo tipo de planteamiento
que aparece como mucho mé&s natural, poderoso y adaptado a las necesidades précticas
ingenieriles que el cldsico recién mencionado.

El interés real de la interpretacion geofisica es lograr traducir datos e informa-
cién a priori en predicados sobre aquellas caracteristicas de la solucién sobre
las que se pueda fundamentar una toma de decisiones. Para determinar lo que debe
constar en el informe de resultados del intérprete geofisico hay que preguntarse por el tipo
de frases que espera encontrar la persona que debe tomar decisiones sobre, por ejemplo,
realizar o no un sondeo, o las actuaciones a emprender ante un problema medioambiental.
.Le es ttil a esta persona un informe en el que se le faciliten todos los pardmetros -en este
caso resistividades y espesores- del modelo estimado?. Si se le proporciona como resultado
tnico, el decisor entenderd que éste es el tinico posible. Tras lo dicho sobre las equivalencias
e inestabilidades, esto es erréneo. Por otra parte, este tipo de actitud presupone que lo
que importa para la toma de decisiones es el valor de los pardmetros. No obstante, esto
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podria no ser asi. La mayoria de las veces el interés real se centra en descubrir la presencia
de patrones interpretables en la estructura del subsuelo. Por ejemplo, la constatacién de
grandes contrastes localizados en varios sondeos indicativa -posiblemente- de la presencia
de un substrato rocoso, o de una intrusién salina. O bien, la observacién de que las resis-
tividades del suelo aumentan de cierta forma con la profundidad (més que el propio valor
de la resistividad). Es decir, los patrones y tendencias adquieren bastante importancia.
En la medida en que un mismo patrén -por ejemplo, altas resistividades a partir de cierta
profundidad- puede ser compartido por muchos modelos que, por lo demds, pueden ser
muy distintos, recorta el impacto de las mencionadas inestabilidades en la determinacién
de los pardmetros.

Ahora bien, si la toma de decisiones no se fundamenta estrictamente hablando en los va-
lores de los pardmetros sino de ciertas caracteristicas que dependen de ellos, debe ponerse
en cuestion la utilidad misma de estimar un modelo. Podria no ser necesario cumplir con
el ritual de presentar un modelo estimado en el informe final (aunque ello pudiese parecer
una dejacién de funciones) porque la caracteristica relevante fuese compartida por otros
modelos que no estarfan presentes en el informe y que ajustan los datos con igual calidad.

La toma de decisiones en condiciones de riesgo se fundamenta en la teoria de probabili-
dades. Lo interesante serfa disponer de una metodologia en la cual, los modelos que mejor
ajustasen los datos y menos se desviasen de lo indicado por experiencias de otro tipo apare-
ciesen como los mds probables. En este sentido, el marco bayesiano es una herramienta de
valor incalculable. La distribucién de probabilidades a posteriori hace precisamente eso:
atribuir a cada modelo una probabilidad en funcién de dichos criterios.

Si se conoce -0 se pudiera estimar- la distribucién de probabilidades “a posteriori”, se
podrian también identificar los conjuntos de modelos que con mayor probabilidad se pre-
sentarfan. Incluso, se podrian valorar las probabilidades relativas de que las soluciones
posibles tengan tal o cual caracteristica estructural (lo cual es mucho mds interesante).
Por ejemplo, si se estd interesado en cierta seminorma de la solucién, cabria obtener las
probabilidades con las que serfan observados distintos valores de dicha caracteristica. Como
este valor refleja una propiedad de interés, a saber: la heterogeneidad del suelo, seria posible
tomar decisiones que dependiesen del valor de dicha heterogeneidad -independientemente
de cuéles fuesen los valores particulares de los pardmetros de los modelos incluidos.

En este sentido, el conjunto de soluciones equivalentes deja de ser un problema que produz-
ca desorientacién, perplejidad y conclusiones equivocadas y pasa a ser la poblacién sobre la
que se hace la estadfstica necesaria para tomar decisiones y asumir riesgos. Si se asume este
concepto de solucién de un problema inverso, en las pdginas de los informes de resultados
debieran aparecer histogramas de valores representativos de propiedades interesantes del
suelo, de distribuciones marginales de algunos pardmetros de ciertas capas, matrices de
correlacion, etc...Este es el enfoque que se sigue en la caracterizacién del problema préactico
presentado en este trabajo.

La obtencién de una expresién explicita de la distribucién a posteriori es inviable en prob-
lemas no lineales y de gran nimero de pardmetros. Ademsds, la no linealidad suele dotar a
esta distribucién de propiedades nada habituales en los andlisis tedricos tradicionales, es
decir, multimodalidad, valores infinitos o excepcionalmente altos de algunos momentos, etc
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(Moseegard y Tarantola, 1995). Por ello es importante contar con un método que muestree
la regién “interesante” del espacio de modelos con una tasa proporcional al valor de la
probabilidad a posteriori en cada punto. De esta forma, un simple contaje de los modelos
muestreados permitird identificar las frecuencias relativas de apariciéon con las probabili-
dades a posteriori necesarias para tomar decisiones. Se ha demostrado que el método de
muestreo que posee las propiedades correctas para hacer esto es el método de “Metropolis-
Gibbs” (Moseegard y Tarantola, 1995). Este es un método que ha sido implementado en el
programa para ejecuciéon de S.A. En esta tesis también se valora la utilidad de los algorit-
mos genéticos para servir de método de muestreo. Con estas dos técnicas de optimizacién
global, se pueden obtener las muestras que permitan inferir los valores de probabilidad
requeridos.



Capitulo 4: El problema inverso lineal
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4. EL PROBLEMA INVERSO LINEAL

4.1. Motivacion para el estudio de los problemas lineales

Conviene precisar qué se entiende por problema inverso lineal. Se denominard problema
inverso lineal aquel que estd asociado a un problema directo lineal? (Parker, 1994). Esta defini-
cién incluye el caso en que el problema directo lineal se obtiene por linealizacién de un problema
directo original no lineal.

El objetivo de este trabajo es poder caracterizar modelos de terreno -que satisfagan las
hipétesis asumidas en la técnica de S.E.V- y tal que la operacién sobre ellos del funcional no
lineal del problema directo

F:Mc R*1 SR,

predigan unos datos que aproximen “lo suficiente” las observaciones medidas en el terreno.
Como se verd, la condicién de cercania entre las predicciones F (m) del funcional no lineal y
los datos medidos d que, de manera intuitiva y un tanto vaga, podria expresarse como

F(m)~d,

tiene otras formulaciones precisas y operativas que emplean el concepto de norma para medir
distancias entre F (m) y d en R®. En este sentido, la funcién

E(m) = |d—F (m)|y, :R* " - R"U{0}, (59)

donde Ny es cualquier tipo de norma definida sobre el conjunto de datos, tiene una importancia
central para el problema inverso porque se toma como una expresiéon del desajuste entre las
predicciones del modelo estimado y los datos medidos. En este sentido, tiene cierta légica definir
la solucién del problema inverso como el modelo m que minimiza [|[d — F (m)| , , es decir, que
“mejor” predice los datos, o también, elegir los modelos m para los que E (m) sea menor que
cierta tolerancia.

Se vera que, a veces, en torno a un problema existe conocimiento que, estrictamente hablando,
es “externo” al proceso de toma de datos (geofisicos) pero que, no obstante, informa sobre el tipo
de terreno -piénsese en datos de sondeos, informacion geoldgica, experiencias previas en terrenos
similares, etc. No solo serfa un derroche no utilizar esta informacién, sino que, como se justificard
a lo largo de este capitulo es esencial emplearia. En este caso, ademds de la norma del desajuste
convendrd que aparezcan otros términos adicionales -que también se expresan mediante normas-
que reflejen el grado de cumplimiento de dicha informacién denominada “a priori”. No obstante,
de cara a justificar el estudio en profundidad de problemas lineales en este trabajo, se resenia que,
la norma del desajuste, indicada mediante la expresién (59), aparece siempre, séla o en compaiia
de otros términos portadores de informacién adicional, en cualquier formulacién de un problema
inverso, ya que es la tnica via de entrada de la informacién contenida en las medidas d tomadas
en el campo.

Se enumeran aqui tres motivaciones para el estudio del problema lineal:

1. Se puede construir la solucién de un problema inverso no lineal resolviendo una secuencia
de problemas lineales.

12En rigor, aunque el problema directo sea lineal, el problema inverso asociado puede no serlo, dependiendo de
la formulacién escogida para éste tltimo.
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2.

El problema inverso lineal

Se pueden obtener soluciones equivalentes para el problema no lineal a través del estudio
de las equivalencias del problema linealizado.

La teorfa lineal puede utilizarse para realizar un andlisis aproximado de la estructura
y comportamiento de la solucién (andlisis de sensibilidad -model appraisal-, Scales and
Snieder, 2000).

A continuacidén se explicitan m&s detalladamente estas razones.

Contruccién de la soluciéon

Una de las estrategias para resolver el problema no lineal,

m = mi |ld = F (m)]], . (60)

consiste en sustituir este problema por una secuencia iterativa de problemas lineales cuyas
soluciones, se espera, converjan a la solucién del problema original (177). Supéngase, en-
tonces, que en el paso k-ésimo de dicha secuencia se ha llegado a un modelo my. A partir
del mismo, se tratard de determinar cudl es el modelo siguiente my, 1€l cual, en teoria, se
considera mas “cercano”a la solucién my,;.

El concepto de linealizacion del funcional F (m) es la idea clave en este momento. Como
se explicard en mas detalle en el capitulo siguiente, dedicado al problema no lineal, si en
el punto my, el funcional no lineal F () es diferenciable con continuidad, existe un entorno
0 (my) de my tal que, para todo modelo m que pertenezca a dicho entorno se puede
escribir'?:

F (m) = F (my) + dFpm, (Am) + o0 <\|Am||NM). (61)

Aqui, dFp,, (Am), es la aplicacién diferencial en my, cuya expresién en las bases canénicas
de My D es:

V'F1 (my,)
F (m) = F (my) + z m —my] + 0 (| Amylly, ) (62)
V'F, (my)
V!F (my)
donde JF = : recibe el nombre de matriz jacobiana de F en my, y juega
V'F (my,)

un papel fundamental tanto para hallar la solucién del problema como para analizar sus
caracteristicas.

Segun lo indicado por la expresién (187) si m estd tan “cerca” de my como para que
o (HAmkH NM) se pueda despreciar, entonces, sustituyendo en el problema (177) F (m)

por su aproximacion lineal (187) se obtiene my,1 como:

my 1 = mggin |[d —F (m)|y, = min : |F (my) —d + JF; (m —my)|y, - (63)

mk) meé(mk

13 Aligual que se define una norma en el espacio de datos, Np, debe hacerse también en el espacio de pardmetros,
Ny. Ambas, no tienen porqué coincidir.
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Cabe observar que este modelo pertenece a un entorno de mg y minimiza una “buena”
aproximacién local de la norma del desajuste.

Si se denota por di, = F (my,) —d el error de prediccién no lineal correspondiente al modelo
my, y por dgy = F (my) —d — JFymy, el cdlculo del modelo my 1 a partir del my se puede
formular de dos formas distintas:

» formulacién en incrementos (creeping)

Amg = min |dg+JFAmly ,

Am€6(0) (64)
my11 = my + Amy,
donde se ha tomado como incégnita Am = m — my.
» formulacién en el modelo (jumping)
my.; = min |dg+JF mH , 65
ket méed(my) ‘ & k Np ( )

en el que la incégnita es m.

Visto que se procede a construir la solucién del problema no lineal (177) mediante la
solucién iterativa del problemas linealizados como (64) 6 (189) es conveniente analizar
qué informacién contienen las soluciones de éstos tltimos, ver cémo se transmite ésta a
través del proceso numeérico, y cudles son los inconvenientes que presenta cada uno de estas
formulaciones.

2. Estudio de equivalencias

Supdngase que, de algtin modo, se ha llegado a la solucién del problema no lineal (177). En
este tipo de problemas, cuando existe solucién, la no unicidad suele ser una caracteristica
esencial. Dicho brevemente, suele haber otros modelos equivalentes al hallado en el sentido
de ajustar los datos “igual de bien” (o sea, con una cierta tolerancia). Serfa légico pensar
que, al menos algunas de estas soluciones equivalentes, estén en el entorno de la solucién
hallada. Nuevamente, un desarrollo lineal de F (m), esta vez en el entorno de la solucién
my,;, Nos permite considerar que:

||d —-F (m)HND = ||F (msol) —d + JFsq (m - msol)”ND : (66)

Esta expresién brinda un modo mucho més simplificado y rdpido, pero muy aproximado,
de analizar los modelos equivalentes al obtenido.

3. Valoracion de la solucién estimada

Dado que el andlisis de equivalencias puede abordarse, con buena aproximacién, usando
la simplificacién linealizada de (66) en lugar de manejar el funcional no lineal F (m), y
que mediante la solucién reiterada de las ecuaciones linealizadas del tipo (64) 6 (189) se
puede llegar a construir una solucién del problema no lineal, serfa interesante disponer de
una teoria consolidada -inexistente para el problema no lineal- que permita analizar estos
nuevos problemas. Esta teoria existe y estd bien desarrollada para los problemas inversos
lineales, como se detallard en capitulos posteriores.
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4.1.1. Un ejemplo de obtencién de soluciones equivalentes

A continuacién se aporta un ejemplo de linealizacién en el caso de un suelo con dos capas
geoeléctricas

mg, = (py,t1,p9) = (10,5,1).

En este caso se han tomado datos en tres puntos de la superficie con un semiespaciado de 1,5y 10
metros respectivamente. Se ha obtenido el vector correspondiente de medidas (en resistividades
aparentes): d =(di,da,ds) = (9.98, 8.75,5.22). En este ejemplo se supone que las medidas
estdn libres de error -por esta razén aparecen representadas en la figura 3 mediante estrellas
rojas exactamente superpuestas a la curva de resistividades aparentes predicha por el citado
modelo.

Curva de resistividades aparentes para el modelo real

w 10—% ‘ ‘ ‘ ‘
9
5 8 :
% 6l curva de predicciones del
2 [ / modelo verdadero.
E 4L  datos™medidos’
= sin error.
B 2r
(2]
q‘—) 0 | | L |

0 5 10 15 20 25

(AB/2)
Predicciones de los modelos modificados seleccionados.

%) 12 T T T T T T T T
[0}
5
5 10% R
g | %
8 s : f
©
i)
@ *
[0
4 4 | | | | | I | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Semiespaciado (AB/2)

Figura 3: Ejemplo sintético: a) Tres puntos de medida (sin error) sobre curva de resistividades
aparentes. b) Predicciones de tres modelos obtenidos por anélisis lineal, junto a las medidas sin
€rTor.

Para medir distancias en ), se ha empleado la norma euclidea (que es, con mucho, la més
corriente). Como los datos estén libres de error (para simplificar), el vector

d,,;, =F (msol) —d=0.
Por tanto la expresién (66) queda reducida a:

ld = F (m)][; = [JF s (m — mgg)], - (67)
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En la figura 4 se representan las curvas de nivel que delimitan los modelos para los que el
error lineal™ es del 5%,10%,25% y 50 % respectivamente, cuando se permite que varfen las
resistividades de la primera y de la segunda capa, pero se mantiene el espesor de la primera capa
igual al de la solucién.

Anadlisis lineal de equivalencias en el entorno de la solucién
3 T T T

21% error no lineal

Resistividad de la segunda capa

0
05+
zona nodlida
-1
8.5 10.5 1.5

ReS|st|V|dad de Ia primera capa

Figura 4: Distintas regiones de equivalencia lineal. Relacién de la estimacion del error lineal con
el no lineal.

La forma y amplitud de dichas elipses estd exclusivamente definida -tal como se vé en la
expresién (67)- por la matriz jacobiana JF, que, en este caso vale:

0.9977 0.0114 0.0036
JF; = | 0.8454 0.6158 0.2387 | . (68)
0.4330 1.2973 0.8270

La estructura de la matriz jacobiana -también llamada matriz de sensibilidad- se discutird a con-
tinuacién. Los factores que influyen en la forma y tamano que adquieren las zonas de equivalencia
lineal -en este caso elipses por permitir sélo la variacién de dos pardmetros- se especificardn en
detalle en el capitulo relativo al andlisis de equivalencias.

En la zona de equivalencia lineal inferior al 25 %, se han tomado tres modelos que aparecen
en la figura junto con sus errores no lineales respectivos. Las predicciones de dichos modelos en

Y4\ edido como desviacién cuadratica media relativa al valor del dato predicho més bajo. O sea, en la curva del
5% se cumple que:

HJFsol- (m5%_mSOZ)H2
P2

=0.05.




42 El problema inverso lineal

los puntos de medida se representan en la parte inferior de la figura 3, donde se observa que
casi se superponen a las predicciones del modelo verdadero (estrellas rojas). Se aprecia también
la buena correspondencia entre el error lineal predicho para ellos y el correspondiente error no
lineal. Este puede ser, por tanto, un método sencillo de conseguir modelos equivalentes utilizando
sélo informacién del problema linealizado. En la siguiente tabla se especifican las caracteristicas
de los modelos equivalentes:

modelos 1 2 3 Mol
resistividades | (10,1.5) | (9.5,1.1) | (10.4,0.9) | (10,1)

potencias ) 5 5) )
error no lineal 21% 17% 13% 0

Caracteristicas de los modelos mostrados en la figura 4.

4.2. Los espacios de datos y de modelos
4.2.1. Parametrizaciones

Se denomina parametrizacién, en el contexto de este trabajo, a la eleccién (adecuada) de las
variables en las que se formula el problema.

Como se verd en el capitulo destinado al problema no lineal, el andlisis de la existencia
de solucién es una tarea complicada. En la prictica se opta por un método constructivo de
dicha solucién (Parker, 1994), es decir, se emplean procedimientos numéricos que construyen
posibles soluciones y se comprueba si satisfacen los requisitos adecuados. A veces, un cambio
del espacio de modelos y/o de datos, puede permitir reformularlo como un problema lineal. Los
problemas que permiten esta posibilidad podrian denominarse intrinsecamente lineales. Siempre
es necesario prestar mucha atencién a los cambios realizados en la parametrizacién debido a que:

1. El error de prediccién o desajuste, considerado como variable aleatoria, se caracteriza por
una distribucién de probabilidades determinada. Al cambiar la parametrizacién se modifica
el tipo de distribucién de probabilidades y cambian por tanto las estimaciones obtenidas
a partir de las mismas (Menke, 1989). Por ejemplo, la media del desajuste con una nueva
parametrizacién podria no corresponderse con la media del desajuste en la parametrizacién
original.

2. Cambia la interpretacion fisica de los criterios (normas) estipulados para medir dicho error.

3. Se alteran todas las caracteristicas del proceso numérico de solucién que dependan de la
eleccion del tipo de datos y de modelos. Por ejemplo, la matriz de sensibilidad y, por lo
tanto, su nimero de condicién, etc...

4.2.2. El espacio de los datos

Resistividades aparentes y transformadas de resistividad

En un problema inverso, los datos son esenciales. En este caso, contienen la informacién
sobre el modelo de capas del terreno recabada a través de un proceso de medida. Para trabajar
con el problema inverso en S.E.V se puede optar, en principio, entre resistividades aparentes y
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transformadas de resistividad. Asimismo, para cada tipologia mencionada, pueden emplearse los
propios datos o bien, sus logaritmos en la base adecuada.

La resistividad aparente -abreviadamente p,, (x)- se obtiene a partir de las diferencias de
potencial medidas, de la intensidad de corriente introducida y de un factor geométrico. Puede
considerarse, pues, como el dato de campo. Tal como se ha visto en el capitulo dedicado
al tratamiento de la sefial, los valores de las resistividades aparentes se pueden obtener por
convolucion de un filtro h caracteristico del tipo de dispositivo (en este caso Schlumberger) con
una funcién denominada transformada de resistividad, representada por T (A). En la practica,
la convolucién se calcula empleando un conjunto discreto de valores del filtro y otro conjunto
de valores procedente del muestreo de T' (). Los puntos de muestreo se eligen de modo que el
error de discretizacion sea asumible. Por tanto:

n=n2

Pop (i, m) = (hxT) (zi;m) = > T (Ap,m) - h (2 — An). (69)

n=nl

La figura 5 representa las medidas de resistividad aparente en tres puntos de la superficie y los
valores de la transformada de resistividad asociados a cada una de ellas, por la relacién expresada
en (69).

Curva de campo Muestreo de T()\) para dato 1
12 12
\
F 5 y
\\
0 0 1 20 30 0 5 3 101 3 5
O[AB /2] m. In (1/3)
Muestreo de T()\) para dato 2 Muestreo de T()\) para dato 3
12 12
10 \\ 10 *ncn\.\
\\‘w *
— ¥ —_ \
\ S \
l§ 5 \\\ = 5 9
\\ \
0 0
5 3 101 3 5 5 -3 101 3 5 7 9 N

In (1/7) In (1/A)

Figura 5: Medidas de resistividad aparente en tres puntos de la superficie y muestras corres-
pondientes de la transformada de resistividad necesarias para la convolucién

En realidad, los datos que tienen interés practico son las resistividades aparentes, obtenidas
a partir de las medidas de campo. Para poder operar con transformadas de resistividad, éstas
debieran obtenerse por convolucién del conjunto de medidas de resistividad aparente con un



44 El problema inverso lineal

filtro adecuado (inverso de h). Como se observa en la figura 5, cada uno de los puntos de medida
de resistividades aparentes requiere, para ser calculado con cierta precisién por convolucién con
el filtro h, de un nimero elevado de valores muestreados sobre la funcién de transformadas de
resistividad 7" (\). La situacién seria la misma para el filtro inverso. Para calcular cada uno de
los valores de transformada de resistividad, con alguna exactitud, deberia utilizarse un amplio
conjunto de medidas de resistividad aparente obtenidas en el campo'®. En la practica esta
situacién es -generalmente- inviable.

No obstante, las transformadas de resistividad juegan un papel relevante en el cdlculo de las
resistividades aparentes y en el andlisis del problema y se han incluido en este capitulo como
tipo de dato para que el tratamiento sea completo.

Volviendo a la expresién (69), de ella se deduce que el vector de resistividades aparentes
puede expresarse en forma matricial como:

,=H-T,

donde H es la matriz del filtro y T es el vector que contiene las muestras de T (\) para el
conjunto de medidas. A continuacién se detalla cada uno de estos términos para el ejemplo
ilustrado en la figura 5. En él se han tomado tres medidas de resistividad aparente a 1.1,10 y 25
metros respectivamente, obteniéndose el vector de medidas p,, = (7.8,1.04, 1. 02)16. ElI terreno
subyacente queda representado por el vector my, = (10,5,1). La matriz H tiene en este caso
dimensiones (3,45), ya que son tres los puntos de medida y 45 las abscisas de cédlculo del filtro
h.

El empleo de uno u otro tipo de dato -p,,, 6 T- cambia los valores de la matriz de sensibilidad
JF;, mediante la relacién (regla de la cadena):

apap L, M i oT ()‘n m)
h(z LA (70)
om; nzgl om;

Esta expresion se detallard en la siguiente seccién al hablar de la estructura y propiedades de la
matriz de sensibilidad. No obstante, obsérvese que la inmensa mayoria de los elementos del filtro
poseen valores muy pequenos, hecho relevante para algunas propiedades de la matriz Jacobiana
JF,.

La influencia de la parametrizaciéon

En la literatura sobre problemas inversos suele suponerse que, el error en cada uno de los

datos- entendido como la diferencia (en cada punto de medida) entre el dato medido y el dato
predicho por el modelo verdadero- se distribuye segtin una ley normal.

Si los datos siguen una ley gaussiana deberia asumirse que pueden tomar valores positivos

y negativos. No obstante, tanto las resistividades aparentes medidas como las transformadas

de resistividad son, siempre, cantidades positivas!”.;Cémo pueden entonces los datos, siendo

15 Ademds, seria preferible que las medidas tomadas estuvieran equiespaciadas en una escala logaritmica.

16T as casi igualdad de los valores de las dos tltimas medidas se debe a que se ha alcanzado el comportamiento
asintético de la curva, reflejando la influencia dominante de la segunda (y tltima) capa (p, = 1).

1781 bien la lectura derivada de un circuito eléctrico puede subestimar la resistencia medida nunca proporcionars
una lectura negativa. En el peor de los casos serd nula.
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positivos, seguir una distribucién gaussiana?. Si las medidas siguiesen estrictamente una dis-
tribucién normal, tras un nimero suficientemente grande de experimentos deberia aparecer un
cierto porcentaje de datos negativos. Como esto es imposible, no cabe, estrictamente hablando
que ésta sea la distribucion de los datos (ni, por tanto, la de los errores).

Sin embargo, para los errores relativos que se consideran asumibles en la préactica -del orden
del 5%- (LaBrecque, 1993), la probabilidad de obtener datos negativos suponiendo que éstos
siguen una distribucién normal (ver apéndice-capitulo lineal) es 0.8 %. Visto este pequefio valor,
en la practica tiene sentido, si el andlisis estadistico de los datos no descarta esa hipdtesis, supon-
er que han sido generados mediante un proceso gaussiano. Para errores operativos mayores, el
porcentaje de datos negativos aumenta y, por tanto, seguir considerdndolos gaussianos impli-
carfa una sobreestimacidn del valor de su media y una subestimacion del valor de su desviacion
tipica. Esto es asi porque el proceso gaussiano debe ser tal que justifique la ausencia, tras un
nimero determinado de medidas, de valores negativos, lo que conduce a que la media adquiera
un valor mayor del que realmente posee. Por la misma razén, la desviacién tipica se reduce,
representando el hecho de que las medidas estdn mds préximas unas a otras.

Para ejemplificar los efectos que tienen las reparametrizaciones, a continuacién se expone el
efecto producido por una transformacion logaritmica de los datos -muy empleada en la préctica-
sobre la estimacion de la media poblacional de la distribucién de datos.

Al ser los datos positivos estd bien definida la transformacién dj,g = log (d) . Se supone que
los datos provienen de una distribucién normal. Resolver el problema inverso mediante un ajuste
por minimos cuadrados sobre d (datos sin transformar)

my = min ||F(m) —d],,

implica determinar un modelo, denotado por my, que identifica F (my) con la media muestral
(aritmética) de los datos

j=N
F(mya7) = 57 3 dy (@), ()
i 53

ya que en caso de normalidad, la media muestral es el mejor estimador de la media poblacional.
Supdngase que tras la transformacion logaritmica, el método de minimos cuadrados trata de
encontrar un modelo, denotado por mygg

mj, = min |[log F (m) —logd]|, .

Esto supone identificar logF (my,g,2;) con la media aritmética de los logaritmos de los datos,
es decir:

1 °C
logF (mlog,xi) = N (JC) Z log dj (JTZ) = log N\/ dldg e dN. (72)

J=1

Por lo tanto F (my,g,2;) = Vdyds - - - dn que es la media geométrica de los datos originales. Asi
pues my y myjge SON diferentes!®.

'8 Ambos modelos, m, y mjeg, tienden a ser iguales si N (x;) — oo en cada punto de muestreo ;.
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La conveniencia de aplicar una transformacién logaritmica a los datos

En la seccién precedente se ha visto que el modelo estimado serd diferente dependiendo de
la parametrizaciéon adoptada. La valoracién de la repercusién de la eleccién sigue dos lineas de
razonamiento diferentes, mencionadas en los apartados 1 y 2 de la introduccién a esta seccién
(vease 4.2.1).

1. El sentido fisico de la definicién del error

En relacién a la interpretacién “fisica”, supéngase, para fijar ideas, que se trabaja con
resistividades aparentes y sin transformacién logaritmica. Se conocen los valores de las
medidas, libres de error, di,y da,"?, en dos puntos de la superficie 21y x2. Por ejemplo
diy = 1y dg, = 100 respectivamente. Imaginese que la realizacién de dos medidas con
error, di, y doo, ha producido como resultados di, =5 y dg, = 104.

Si, provisionalmente, se adopta la norma euclidea para medir errores, el proceso algoritmico
de solucién del problema inverso intentard calcular el modelo que minimice la expresion:

D = (dip — di (m))? + (dzo — d (m))?, (73)
con la esperanza de hallar un modelo m cuyas predicciones d; (m) y da (m) se parezcan

“suficientemente” a los valores medidos 5 y 104, respectivamente.

En este caso, la medida en el primer punto es errénea en un 500 % mientras que la del
segundo punto lo es sélo en un 4 %. Sin embargo,

(dlo - dlv)2 = (d20 - d2v)2 = 16.

Es decir: jlos dos parecen tener el mismo error!. O sea, afirmar que el error absoluto es 4,
no informa sobre la calidad de la solucién.

La formulacién del error en términos absolutos tiene, ademds, el inconveniente adicional
de que su valor depende de las unidades. Por ejemplo, si en lugar de ohmios-metro, se
expresan los resultados en miliohmios-metro, [d1, — dlv]2 = 16,10° y el error pasarfa de 4
a 4000. Naturalmente esto no es deseable.

La importancia que una equivocacién supone, aparece cuando se compara la magnitud
de dicho error con la magnitud de lo que se habria obtenido sin error, esto es, cuando se
consideran errores relativos. En términos del error relativo, el funcional a minimizar en el

ejemplo anterior serfa:

2 2

D _ dlo dl (m) n dgo dg (m) ' (74)
dlv d2v

Si m fuese el modelo verdadero, el primer término es 16 y el segundo 16 - 1074

Asi pues, la formulacién en términos de errores relativos tiene la virtud de identificar la
importancia real de una discrepancia. Ademéds es adimensional y, por tanto, invariante
frente a un cambio de unidades.

19El subindice v en dy, indica que el i — ésimo dato es verdadero, o sea, habria sido obtenido mediante un
proceso sin error. El subindice o alude a un dato realmente observado y, por tanto, sujeto a error.
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Tanto con ésta como con la anterior expresion (73) del desajuste , ambos sumandos estén
igualmente ponderados en el cdlculo de la solucién del problema inverso. El método “de-
tecta” que el error en el primer término es inasumible -lo cual estd bien, porque es cierto-
y tratard entonces de rebajar su valor a toda costa, alin a expensas de incrementar el valor
del segundo. Esto ya no es deseable. Un método adecuado deberfa distinguir cudndo una
alta discrepancia relativa se debe a una mala prediccién de una buena medida -en cuyo caso
hay que reducir esa discrepancia- y cudndo ese alto valor se debe a una buena prediccién
pero a una medida andmala. En este caso, no hay que intentar aprorimar la prediccion a
dicha medida errénea. No obstante, esto ya no depende del uso de los errores relativos en la
definicién del funcional a minimizar. Se consigue introduciendo una ponderacién adicional
en cada uno de los términos del desajuste.

Como inconveniente de la formulacién (74) cabe citar que no se dispone de los valores de
los datos medidos sin error. Sin transformar el espacio de datos hay dos alternativas para
solventar este problema. Una consiste en sustituir los valores verdaderos di, o ds, por las
predicciones del propio modelo. Esto es:

Dyt = <7d1" T (drilgm))z - <7d20 . (drilgm)>2. (75)

Aunque seria lo correcto, al proceder asi se complican los cédlculos de las matrices de
sensibilidad, con el consiguiente coste en tiempo. Otro modo de salvar la situacién es
utilizar los valores observados como denominador:

D— (dlo —ddl (m)>2 N <d20 —diz (m)>2 (76)

lo

Si bien es simple la correccién a incluir en el cédlculo de las matrices jacobianas, esta
formulacién tiene la desventaja de que, si se repite la toma de datos, cambia la importancia
de los errores (porque cambian las medidas).

Todas estas consideraciones hacen ver la importancia de la presencia de los errores relativos
en la formulacion del desajuste y, también, las dificultades que se encuentran al realizar
esta tarea sin transformar el espacio de datos.

Si se opta por cambiar el espacio de datos mediante una transformacién logaritmica, en los
puntos de medida x; y 3 se obtendran los datos medidos dlloo = log(dio) vy deOOg = log(dao),
respectivamente. Entonces:

2 2 e do do
D — (o5 — o () 4 (o — % ()" L 1og? 0 pog2 o _

di (m) dy (m) -
77

y, para pequeios errores relativos, este funcional es aproximadamente igual que D,¢;.

2. Las dificultades numéricas del problema, relevantes en particular cuando se aborda la
solucién del problema inverso mediante métodos de optimizacién local. Esto es asi porque
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el cambio de parametrizacién en el espacio de datos influye en la matriz jacobiana en cada
iteracién. Aunque la estructura detallada de dicha matriz se examinard posteriormente,
es necesario precisar en este momento que, si hay s puntos de medida y n pardmetros

desconocidos, serd una matriz JF € M (s,n). La fila i-ésima de JF contiene el vector

gradiente de la prediccién del funcional en el punto de medida i-ésimo. Denotando F; def

F (z;,m), se tiene

JF; = V'F (z;,m) (

OF, OF; 8E>

omy’ Omy’ 7 Om,,

En el caso en que el espacio de datos sea logaritmico, la fila i-ésima de la nueva matriz
jacobiana serd

JFles — <8log(Fi) dlog (F;) alog(F¢)> _

omy = Ome 7 Om,
1 (0R OF  OR
 F;\Omy 0ms’ ' 0my, /)’

Por lo tanto, todos los términos de la fila i-ésima quedan divididos por el valor de la predic-
cién funcional en el punto i-ésimo. Si, en este punto, los valores fuesen altos, se reduciria
considerablemente el valor de los elementos de la matriz de sensibilidad, empeorando sus
propiedades numeéricas. No obstante, en el caso de valores bajos, el efecto seria el opuesto
y, por lo tanto, beneficioso.

En el ejemplo de las figuras 3 y 5 donde el vector de datos es d = (9.98,8.75,5.22) y el modelo

de terreno es my, = (10,5, 1), se presenta la matriz jacobiana con transformacién logaritmica y
sin ella en el espacio de datos y sus nimeros de condicién:

datos naturales datos logaritmicos
[ 0.998 0.011 0.0036 ] [ 0.0434 0.0005 0.0002 ]
JF 0.8454 0.6158 0.2387 0.0422 0.0308 0.0119
| 0.433  1.2973 0.8270 | | 0.0365 0.1092 0.0696 |
Cond (JF) 19.05 28.71

Se aprecia como en este caso el mimero de condicién de la matriz de sensibilidad es mayor

en el caso logaritmico. Un nimero de condicién grande perjudica la estabilidad numérica de la
solucién de un problema del tipo:

min ||ds+ kaHN]D ,

méed(my)
0

sl o Al
donde

Jk = JFk, dJ = do - kak
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4.2.3. El espacio de modelos y su parametrizacién

Ademds de las cuestiones anteriormente mencionadas para valorar la influencia de una
reparametrizacién en el espacio de datos, al hablar del espacio de modelos es necesario hac-
er precisiones sobre:

1. La eleccién de la magnitud fisica: conductividad .vs. resistividad.
2. El orden en que se disponen los pardmetros caracteristicos de cada capa.

3. Razones para el empleo de una parametrizacién logaritmica.

En el planteamiento de este trabajo se ha escogido la resistividad porque para resolver el
problema directo se emplea la teoria de filtros, que hace uso de esta parametrizacion.

En cuanto al orden en que se disponen los pardmetros de cada capa en el vector que carac-
teriza al modelo, se han valorado dos posibilidades:

= en la primera, la resistividad y la potencia de cada capa ocupan lugares consecutivos. Asi,
m = (1017 tlv P2, t27 T pn)

= En la segunda primero se colocan las resistividades de las capas y después los espesores de
todas ellas. De esta otra forma, m = (py, pg, -+, Py b1, b2y - tn_1).

Se ha escogido la primera opcién, bdsicamente por dos motivos. Como se verd después, el
término JF;; de la matriz de sensibilidad puede interpretarse como una medida de la influencia
que un cambio en el pardmetro j-ésimo tiene en el valor del dato i-ésimo. Convendria pues, que
se encuentre agrupada, en dicha matriz, la informacién que compete a los dos pardmetros de la
misma capa. En la segunda formulacién, estos valores se encontrarfan espacialmente separados.
Por otro lado, la influencia de una capa sobre un dato no depende a veces del cambio de un
pardmetro (independientemente del otro), sino del cambio de cierta combinacién de los dos
pardmetros de dicho estrato?’. Es mucho mas facil localizar este hecho en la matriz jacobiana si
la informacién atinente a los dos pardmetros de la misma capa estd agrupada.

A continuacién se exponen razones que justificarfan el empleo de log (m) en lugar de m:

= si se utiliza m, habria que excluir explicitamente del proceso de bisqueda de solucién
la posibilidad de hallar potencias o resistividades negativas. Es decir, hay que incorporar
siempre la restriccién?! m > 0. Si se elimina la posibilidad de resistividades nulas o de espe-
sores nulos (reemplazdndolos por valores pequenos) la transformacién logarftmica my,, =
log (m), estd bien definida y convierte el intervalo (0, 00) en (—o0, 00), transforméndose el
problema inverso en uno sin restricciones.

20En particular, las reglas de equivalencia de Maillet (1947) indican la relevancia de las combinaciones — y t;p;

denominadas, respectivamente, conductancia longitudinal y resistencia transversal. Se analizardn posteriolrmente
en el capitulo dedicado al anélisis de las equivalencias.

21En ocasiones esta condicién se impone estipulando un espacio de busqueda cuyo extremo inferior sea estric-
tamente positivo.
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= Por otro lado, los valores de resistividad presentes simultdneamente en un terreno real
pueden diferenciarse en varios 6rdenes de magnitud. Es un grave problema conseguir operar
con cantidades como 10° y 1075 a la vez. El empleo de logaritmos convierte el problema
en la operacion con los exponentes, de diferencias manifiestamente menores (entre 5y —5
en este caso).

= Algunas reglas empiricas de equivalencia estdn formuladas en términos de la diferencia de
valor relativo entre los pardmetros del modelo. Ya se ha visto al hablar de los datos, como
los logaritmos pueden considerarse buenas aproximaciones de dichos errores.

» En su trabajo pionero sobre equivalencias en un suelo de tres capas, Maillet (1947) con-
sidera dos casos diferentes:

1. capa intermedia de resistividad manifiestamente inferior a la resistividad de la capa
subyacente. En este caso podra ser sustituida por otra capa que mantenga constante
el ratio ¢; = L} (conductancia longitudinal) de la capa.

(2

2. Capa intermedia de resistividad notablemente superior a la resistividad de la capa

subyacente. La sustitucién por la capa equivalente exige que ésta mantenga constante
el producto r; = p;t; (resistencia transversal).
La idea, que serd desarrollada en mds detalle en el apartado destinado a las equiva-
lencias, es la siguiente: si se parte de un modelo mg solucién de un problema inverso
y Amyg es una modificacién del mismo, en la que se supone -por simplicidad- que
s6lo han variado las componentes relativas a la capa i-ésima, se plantea la siguiente
pregunta: jcémo se reconoce si se ha llegado a una situacién equivalente?.

Bajo una parametrizacién natural, necesariamente hay que contar con los dos vectores mg
y Amyg. Sumando, se obtendria la situacién final. La formulacién en logaritmos, por otro lado,
permite identificar directamente esta situacién de equivalencia a partir inicamente del vector
Amy. En efecto, si mg = (pq,t1, py, t2, p3) es un suelo de tres capas, utilizando logaritmos se
tiene que:
my o = (log py,log t1,log py,log tz,log p3) .

Por lo tanto

+ A to + At
Amgog = <10gpl,logt1,logp2 p P2 log = - 2,logp3>-
2

Se analiza ahora cémo se reflejan las condiciones de equivalencia mencionadas con anterior-
idad (véase casos 1y 2) en la estructura de Amygjo, :esto va en equivalencias

oSy ty  to+ At
2 2 2

~ ) (78)
p2 P2t Apy
se presenta una de las situaciones contempladas como equivalentes. La relacién (264) im-
plica
A t A to + At
log <m . _2) 0= log 2T 8P L, 2T A (79)
to+ Aty po P2 t2

es decir, la cuasi-igualdad de dos términos consecutivos (de la misma capa) en Amygjog.
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2. Sipy>p3y
(t2 + Atz) (p2 + Apg) = pota, (80)

entonces se estd ante el segundo de los casos de equivalencia. La relacién (266) implica

Ats) . A A A
(t2 + Ata) . (py + P2)20:>10gp2+ p2:—logt2+ t2’

lo
8 pa-t2 P2 l2

(81)

es decir, los dos términos consecutivos (de la misma capa) en Amgig poseen casi el mismo
valor absoluto pero con signo contrario.

Por lo tanto tras calcular Amyj,s hay que observar si se cumple alguna de las condiciones
(265 6 267) .
Naturalmente la reparametrizacién puede resultar desventajosa en algunos casos:

1. la transformacién logaritmica en el espacio de parametros, al igual que en el espacio de
datos, cambia también los valores de la matriz de sensibilidad. La columna j-ésima de la
nueva matriz jacobiana es:

OF,  0F OF )_ - (am OF, 6F3>

_— ., =
8mj 8mj 8mj

JF)o) =
(IF1og); (8logmj’810gmj’ " dlogm;

2. Desde un punto de vista probabilistico, la reparametrizacién cambia la distribucién de

probabilidades de los modelos alrededor de la solucién??.

4.3. La matriz jacobiana

La matriz jacobiana establece la relacion lineal entre el espacio de datos D y el de modelos
M. También denominada matriz de sensibilidad, proviene -recuérdense las expresiénes (186) y
(187), de la linealizacién del funcional F (m) en el entorno de un punto my, segin la expresion:

V'Fi (my,)
F (m) =F (my) + : (m —my) + o ([|Amyl]). (82)
VtF s (mk)

Los datos obtenidos en la prictica son las resistividades aparentes, por lo tanto se identifica
F (m) con p,,(m). Si se conviene en denotar a la medida i-ésima como pj, y se toman los
valores de resistividades y espesores como pardametros del modelo, la fila i-ésima de la matriz de
sensibilidad serd el vector

op, ap,, ap,, ap,, ap.,
JF; = ( E(my), —= (my), - = (my,) L (my), (mk)>- (83)

8p1 ’ atl ’ 8pn_1 ’ 8tn_1

Obsérvese que

ai
JF%k:ﬂ(mk), k=1,...,n—1,
Oty

2 . .. . . <, . . . .

22En la modelizacién es frecuente otorgar, a priori y en funcién de la experiencia, a unos modelos mas “credi-
bilidad” que a otros. Las distribuciones de probabilidad son la herramienta matemadtica que permite cuantificar
este hecho.
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es decir, representa -en aproximacion de primer orden- la influencia que un “pequeno” cambio

en el espesor de la capa k-ésima tiene en el valor del dato pflp def Pap (x;) . Por su parte, las

columnas de lugar impar, cuyos términos son de la forma J F?kH parak =1,--- ,n—1, contienen
informacién andloga respecto al efecto de una “pequena” modificacién de la resistividad de la
capa k-ésima sobre la medida pép. Por esta razon, a la matriz JF (-) se la denomina matriz de
sensibilidad: sus términos miden cudn sensible es un dato a una pequena modificacién de cada
uno de los pardmetros. Para calcular de forma efectiva la matriz jacobiana se utiliza la expresion

ya mencionada:
n=n2

pap (Tim) = > T (An) - h(zi = M), (84)
n=nl
que indica que la resistividad aparente pép se puede obtener como una combinacién lineal de
muestras de T (),;) cuyos coeficientes provienen del muestreo de la funcién filtro h. La expre-
sién (84) permite obtener la siguiente relacién entre las matrices jacobianas de resistividades
aparentes J, y de transformadas de resistividad Jr

J H-Jr. (85)

p(m,n) =

H € M (s, k) es una matriz que contiene los valores del filtro empleado en la convolucién (siendo
k es el nimero de puntos empleados para calcularla) y Jp posee expresién analitica recurrente
basada en las relaciones de Pekeris. Como la mayor parte de los elementos de H tienen un valor
muy pequeno (Ghosh, 1970), el efecto que tiene multiplicar la matriz Jr por la matriz H suele
ser empeorar el condicionamiento de la misma. Asi pues, numéricamente, la matriz Jp estd mejor
condicionada.

4.3.1. Obtencién de J,
La matriz de sensibilidad J, puede calcularse por distintas vias:

» numéricamente mediante algin esquema de diferencias finitas?3.

» A partir de la expresién (85) cuyo cdlculo se detalla a continuacién.

Las derivadas de la transformada de resistividad respecto a los pardmetros del modelo son
(Johansen, 1975 y Koefoed, 1977):

5~ Lt
T m P, A (86)
Ot <1 T tanh (A, ) ) 2 cosh(Aty,)’
m+1—
i1 | oTmst
tanh(Aty,) (1 + O o tanh(/\tm)>
me - pmt h(;;m) 2 ' (87)
m an m
(17 )

23 Este es el método que utilizan por defecto los programas de optimizacién de Matlab.
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Para calcular las derivadas de la transformada de resistividad de la capa m-ésima respecto a los
pardmetros de la k-ésima capa hay que tener en cuenta que:

oT,, 0, si k< m,
o= Il 0wy Ok s (88)
OT g1 0T y2 Oty -
0, si k< m,
%ﬂ =8 T s 0T (89)
Pr OTmy1 0Trmy2  Opy’ -

Obsérvese que la transformada de resistividad de una capa no depende de los pardmetros aso-
ciados a las capas superiores. Para evaluar dichas expresiones hace falta determinar primero las

m

derivadas del tipo 3 , es decir, de la transformada de resistividad de una capa respecto a la
m+1

transformada de resistividad de la capa inferior. Dicha derivada puede calcularse directamente
a partir de las relaciones de recurrencia de Pekeris:

. 1 — tanh?(\t,,
a? _ tan (}f\t)\t) N (90)
m+1 <1 T tanh( m))

4.3.2. Interpretacidn fisica de Jr

Cada una de las filas de la matriz J7 contiene el resultado de derivar la transformada de
resistividad respecto a todos los pardmetros del suelo dispuestos de acuerdo con lo indicado en
el parrafo anterior, en un sélo punto (un tnico valor de la variable X). Recuérdese que cuando

X aumenta, el espaciado interelectrédico también aumenta y viceversa. Asi pues, valores de A

pequenos se corresponden con valores grandes del semiespaciado interelectrédico
Los puntos en los que se ha calculado la transformada de resistividad tienen por abscisa

y = In(<) . La primera fila de Jp corresponde a la menor abscisa y la tltima fila a la mayor de

ellas. Por tanto, “al aumentar el niimero de fila se observa lo que ocurre para mayores
distancias entre los electrodos de corriente, o sea, a profundidades de investigacién
mayores”.

Considerada individualmente la fila —ésima, su columna j—ésima representa la sensibilidad
de la transformada de resistividad en el punto y; a los cambios en el pardmetro m;. Mds conc-
retamente, si j = 2k — 1 el pardmetro m; es la resistividad de la capa k-ésima. Cuando j = 2k,
el pardmetro m; es el espesor de la misma capa.

Debido al orden escogido para el vector de pardmetros, al aumentar el indice j y progresar
hacia la derecha a lo largo de la fila escogida, aparecerdn las sensibiliades de la tranformada de
resistividad respecto a los pardmetros de capas cada vez mds profundas. Asi pues, “al aumentar
el nimero de columna se observa la dependencia respecto de capas mas profundas”.

4.3.3. La estructura de la matriz de sensibilidad

El niimero de filas de la matriz es igual al nimero de puntos en los que se quiere calcular
la transformada de resistividad de la primera capa, lo cual depende del nimero de ciclos log-
arftmicos sobre los que se extiende y del nimero de intervalos en los que se divide cada ciclo



54 El problema inverso lineal

logaritmico. El nimero de columnas es igual al doble del nimero de capas (incluida la tltima)
menos uno.

El vector de pardmetros es un vector columna que comienza por los pardmetros de la primera
capa y finaliza por los de la ultima. Dentro de una capa, primero aparece en el vector de
pardmetros la resistividad y después el espesor. Esta ordenacién condiciona la estructura de las
columnas en la matriz jacobiana. Estas se organizan por parejas. Las dos primeras columnas,
representan las derivadas respecto a los pardmetros de la primera capa; las dos siguientes las
derivadas respecto a los pardmetros de la segunda capa y asi consecutivamente hasta llegar a
la dltima columna. Esta, contiene las derivadas respecto a la resistividad de la tltima capa. No
hay ninguna columna adicional reservada para la derivada respecto al espesor de dicha capa,
sencillamente porque este espesor, en el método de S.E.V, se considera infinito.

4.4. Distancia y norma. Definiciones y repercusiéon de su eleccion

En el presente trabajo hay dos conjuntos esenciales: el espacio de los datos I C R?® y el
espacio de los modelos M ¢ R?~1. Es bésico disponer, en el espacio de datos, de una forma
precisa de “medir” la diferencia entre los datos observados en el campo y las predicciones del
método de cdlculo. Se verd, ademds, que pueden existir distintos modelos de terreno -elementos
de M- cuyas predicciones “disten” de los datos observados aproximadamente lo mismo. Aunque
los datos admitan ambos modelos como igual de buenos o equivalentes, puede que se disponga de
informacién externa -relativa al valor de algin pardmetro o de alguna caracteristica estructural-
que, tomada como informacién de referencia, aconseje descartar los modelos que se “alejen
demasiado” del comportamiento de referencia.

El concepto matematico que permite “medir” la cercania (o lejanfa) entre dos elementos
de un conjunto -por ejemplo el de datos, D, o el de modelos M- se denomina, acertadamente,
distancia.

Una distancia definida en un conjunto genérico C, es una aplicacién d : C — Rt U {0} que
satisface los siguiente requisitos:

1. d(x,y) >0 para todox,y eCyd(x,y) =0 x=y.

2. d(x,y)=d(y,x).

3. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).

En un conjunto, por ejemplo en el espacio de datos ID, sin dotarlo de la nocién de métrica o
distancia, cabe hablar de la diferencia entre las predicciones correspondientes a un modelo y los
datos observados. Sin embargo no puede darse el paso siguiente que decide si las predicciones
estdn “lejos” o “cerca” de las medidas. Para eso hace falta dotar al conjunto ) de una métrica o
distancia d. Con ella, cada vez que se hace referencia a ) se considera realmente el par (D, d),
y se tiene por tanto una medida de la distancia entre predicciones y observaciones.

La idea de métrica o distancia es muy general. Una métrica predica algo de cada par de
elementos de un conjunto. jPero no dice nada de un elemento considerado de forma aisladal.
En un espacio métrico no existe, por ejemplo, nada parecido al concepto de “longitud” de un
elemento. El instrumento matemédtico que permite incorporar esta idea se denomina norma.
Cuando en un conjunto se define una de estas normas, de cada elemento se puede decir algo
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que, intuitivamente, corresponderia a afirmar que es “grande” o “pequeno”’. En términos més
estrictos, una norma definida en un conjunto C' es una aplicacion

N:CcCcR"—RTU{0},
que cumple las siguientes propiedades:

1. N(x)>0paratodoxeCy N (x)=0«<x=0.
2. N(Ax)=|\-N (x).
3. N(x+y)<N(x)+N(y).

Lo interesante es que si un conjunto es normado (es decir, se ha definido en él una norma)
siempre puede construirse una definicién de distancia entre dos elementos del conjunto, derivada
de la norma elegida. Basta definir la distancia entre dos elementos x e y de C' como d (x,y) =
N (x —y). Por lo tanto, con el s6lo concepto de norma se dispone simultdneamente de una
forma de medir “distancias” y “tamanos”. En el caso de los S.E.V tanto el espacio de datos
como el de modelos son espacios vectoriales de dimensién finita. En este tipo de espacios, hay
varias posibilidades de definicién de normas. Una familia muy importante, que se utilizard en
exclusiva, es la simbolizada mediante N = ||-| , con p = 1,2,3,---. Su expresién es:

=n 1/p
1], = (Z in’) - (91)
=1

Segun la norma [, la distancia entre dos elementos x e y se calcularfa como:

i=n 1/p
d(x,y)=N((x-y)=x-yl, = (Z\fcz’—yilp> : (92)

=1

Volviendo al ejemplo anterior en que los datos observados son d, = (1,100).y los predichos
son.d, = (5,104), para cada valor de p se obtiene una medida de la distancia entre predicciones
y observaciones. La diversidad de valores para la distancia es, simplemente, una manifestacion
del hecho, a veces mal comprendido, de que los niimeros no sustituyen a la persona que modeliza
en la toma de decisiones. En los epigrafes siguientes se intentardn suministrar los criterios de
eleccién a través de la exposicién razonada del significado de cada tipo de norma.

4.5. Influencia del tipo de norma en el espacio de los datos

4.5.1. Construccion de un modelo matemadatico de las medidas. Las distribuciones
de probabilidad

Para poder dar un sentido a las operaciones que se realizan sobre los datos medidos es
preciso disponer de una representacion matemaética adecuada de los mismos, esto es, un modelo
matemdtico de los datos. Este modelo suele suponer la consideracién del proceso de medida en
cada punto como un proceso aleatorio que genera una variable aleatoria-la medida en dicho
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punto. El proceso de medir en un punto de la superficie del terreno quedaria representado
matema&ticamente, pues, mediante una distribucién de probabilidades.

Todas las metodologias de resolucién del problema inverso consideran que esta distribucién
de probabilidades tiene, al menos, los dos momentos de primer y segundo orden, es decir: poseen
media y varianza. La media se considera como la medida que se obtendria en ese punto si
no hubiese ningin tipo de perturbacién aleatoria en la medida. Por lo tanto, la media serfa la
prediccién sobre el suelo real.

La dispersién inevitable de las medidas sujetas a perturbacién, suele medirse mediante la
varianza. Se supone que esta dispersion es integramente debida a las caracteristicas fluctuantes
e imprevisibles del proceso de medida en si mismo y, por tanto, que no contiene informacién
sobre la estructura del suelo.

Si se considera a la media de la distribucién como lo que, se podria decir, se mediria sobre el
suelo “verdadero”, tiene sentido denominar error de una medida a la diferencia entre el valor de
la misma (considerada como una realizacién de una variable aleatoria) y el valor de la media de
la poblacién. Por tanto, el error es también una variable aleatoria del mismo tipo que la variable
aleatoria dato, con media nula y la misma varianza.

4.5.2. La familia de las Gaussianas generalizadas

Se ha mencionado ya anteriormente que es usual suponer que la variable aleatoria que mod-
eliza el dato en un punto?® -y la de los errores- sigue una distribucién normal®®. Sin embargo, no
es éste el inico modelo de aleatoriedad posible. En principio, cabe suponer distintas funciones de
distribucién. En particular, existe una familia extraordinariamente interesante de cuyo andlisis
se extraerdn las consecuencias del uso de diferentes normas para la medicién de distancias en el
espacio de datos. Se trata de la familia de las distribuciones gaussianas generalizadas. Sus miem-
bros se caracterizan por su centro g, un coeficiente de dispersién o, y un pardmetro numérico,
p. Su expresion es:

pl_% —1 |z —zo|P

P = Lo (50 (93)

1

20, (73) p  (op)
donde I' () es la funcién gamma y el pardmetro de dispersién o, tiene por expresion:
+oo

0 = [ le—al p(o)de (94)

—0o0

Esta familia contiene algunos miembros ilustres, conocidos con nombres més familiares debido a
su importancia y frecuente uso. Por ejemplo, el valor p = 1 caracteriza a la distribucién laplaciana
o doble-exponencial. El miembro con p = 2 es, sencillamente, la distribucién gaussiana. Para
p = o0 se recupera la distribucién uniforme en el intervalo [z¢g — 0, To + 0xo). En la figura
6 se representan los miembros de esta familia con centro xyp = 0 y 0, = 1, correspondientes a
p=1,2,4y 20 respectivamente.

24En adelante, salvo cuando por el contexto no esté claro y por simplicidad, la palabra dato hars referencia
tanto a los propios datos como a la variable aleatoria que los modeliza.

5 Con las debidas limitaciones mencionadas en dicho epigrafe y relacionadas con la magnitud de la varianza.
La normalidad de la distribucién viene sugerida por la ley de los grandes nimeros en caso de que las variables
aleatorias que modelizan las fluctuaciones se combinen de forma aditiva y sean suficientes en nimero.
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Exponenciales gaussianas generalizadas
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Figura 6: Familia de Gaussianas generalizadas.

En la figura se observa que los miembros que tienen una p menor, tienen colas mayores. Es
decir, asignan mayor probabilidad a sucesos m&s distantes del centro. Si se acuerda en calificar
a una realizacién de la variable aleatoria dato como andmala si le corresponde una probabilidad
muy baja, a la vista de la figura 6 parece apropiado afirmar que segtin qué miembro de la familia
se considere, el dato serd o né anémalo. A la misma distancia del centro comin, el dato z = 2.5
no serd anémalo para la distribucién exponencial (p = 1) y si lo serd para las distribuciones con
p = 1,2 y, por supuesto, 20. La misma idea, contemplada desde un dngulo diferente, consiste
en tomar una realizacién posible de la medida, p.ej. x = 30 y estipular que debe suceder con
cierta probabilidad -en el ejemplo ilustrado en la figura 7 ésta es del 5 %- atribuirle a priori
una de las distribuciones de la familia y preguntarse dénde tiene ésta su centro. El resultado
puede visualizarse en la figura 7. Se han vuelto a considerar las distribuciones con p =1,2,4 y
20. Al pardametro de dispersién o), se le ha atribuido el valor arbitrario de 1. Se ha resaltado el
punto de coordenadas (30,0.05) comun a todas las graficas. Claramente se aprecia cémo se ha
producido un desplazamiento relativo entre ellas. La distribucién exponencial (p = 1) es la que
mantiene su centro més alejado del punto z = 30. La normal (p = 2) debe acercarse un poco
mds al mismo y la misma tendencia, aumentada, persiste en el caso p = 4. Para p = 20, que
se pretende considerar una buena aproximacién de la norma uniforme, la grafica ha precisado
desplazarse hasta situar su extremo superior sobre dicho punto.

La relevante conclusién que se extrae es que, para poder atribuirse la realizacién de un dato
con cierta probabilidad (no considerarlo anémalo), el centro de una distribucién con valor de p
mayor debe acercarse méds a dicho dato que una distribucién con un valor de p més pequeno.
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Gaussianas generalizadas con G(30,p)=0.05
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Figura 7: Forma de las diferentes Gaussianas generalizadas que asignan una probabilidad del
5% al suceso x = 30.

4.5.3. Estimacién de los parametros de la distribucién de datos. La méxima verosimil-
itud

Al introducir las distribuciones como modelos matema&ticos de los datos medidos, se men-
cionaba el hecho de que se considera la media de la poblacién como la prediccién sobre el
suelo real (incégnita en un problema inverso). Ya que esta media poblacional informa sobre la
estructura del terreno, conviene calcularla.

Sin embargo, en cada punto de medida sélo se dispone-como maximo y en casos excepcionales-
de un nimero finito de datos. Por tanto, la media poblacional no puede conocerse con certeza y
es preciso conformarse con estimarla a partir de los datos muestrales.

Como es imposible que unos cuantos datos (medidas realizadas en un mismo punto de la
superficie) contengan toda la informacién sobre la poblacién, hay que suministrar un criterio de
estimacion que aporte la informacién faltante. Es ampliamente utilizado el criterio denominado
de mdzima verosimilitud®S. Para utilizar este criterio, previamente se asume a priori un tipo de
distribucion, o sea, se fija el pardmetro p de la familia de gaussianas generalizadas. Es a la hora
de calcular los pardmetros restantes de esta distribucién -media y varianza- cuando se aplica
el criterio de méxima verosimilitud. Este criterio dice, basicamente, que cuando ocurre algo,
ocurre lo mds probable. Por lo tanto, se escogerdn la media y la varianza que identifiquen a

20La verosimilitud es un concepto que aparece en el contexto de la estimacién bayesiana. Aunque en este trabajo
no se adopta el marco bayesiano, se irdn introduciendo los conceptos correspondientes donde sea pertinente.
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una distribucién concreta para la que los datos ocurridos sean los de maxima probabilidad (la
moda de la distribucién).

La necesidad de estimar y el uso del criterio de méxima verosimilitud proporcionan el enlace
entre la distribucién de los datos y la definicién de la norma.

Supdngase que, mediante la repeticién de N medidas sobre el mismo punto de la superficie,
x;, se ha obtenido el vector de medidas d; = (d; (;),dz2 (z;),---dn (zi)). Se hipotetiza que su
modelo matemdtico es una distribucién aleatoria de la familia de las gaussianas generalizadas.
Las distintas repeticiones se supondrdan -por simplicidad- independientes. Se pretende utilizar
el criterio de maxima verosimilitud para estimar la media de la poblacién p,. En principio, se
supondrd conocida la dispersién o,

Utilizar méxima verosimilitud (m.v) significa admitir que la probabilidad de ocurrencia de
d; es mdaxima. Por tanto el problema a resolver es:

j=N
, R indep. , R
max fp (div“pa%) = max H o (djvﬂp7‘7p) J
Hp Hp j=1
AP
j=N i oy Lld Ly
max H Ip (dj,,up,ap) = N, max H e P (op) _
Poi=1 2UpF (5) Fp 7j=1
- P o (P
1 Loz |4 = iy 1 iz |di =y
1
=L mix (e P77 (op)" =P " vmax|e & (@)
20,1 —) oy 20,1 (%) ity
Pero la solucién de:
Jj=
, - Z ‘dj [Lp P
max e J=1 ,
iy
es equivalente a:
j=
min di — | . 95
o | 2 14 =iy %)
7j=1
Si se recuerda la expresién (91) para la norma, ||Hlp , el estimador fi,, de la media poblacional

buscado es -segin la recién citada exprexién (95), el que minimiza Hd—,&pr y, por tanto,
P

Hd—ﬂlep. La interpretaciéon que se expone es la siguiente: dado el vector de medidas d;, mod-

elizado mediante la distribucién f), la estimacién por m.v. de la media poblacional 1, es el valor
ft, que “menos dista de las medidas tomadas” seguin la distancia inducida por la norma
[Ill;, (correspondiente al mismo valor p)*".

2TEste es el punto de confluencia de las visiones determinista y probabilista de un problema de optimizacién
(estimacion).
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4.5.4. Casos particulares relevantes: distribucién normal y exponencial

En el caso de la distribucién gaussiana (p = 2) la estimacién de maxima verosimilitud de
la media poblacional, fi5, es solucién del problema de minimizacién:

j=N

fiz = min Y (dj — fip)” (96)
Mo
7j=1
Esto ocurre para
1IN

o=y 2= (97)

]:

es decir, que la estimaciéon de m.v. de la media poblacional es la media muestral.

Cuando, en la posicién x;, sélo hay un dato medido, la media coincide con él. Por tanto,
¢l mismo es la estimacién de m.v. de la media poblacional. Cuando se han tomado dos datos,
la media muestral filtra las fluctuaciones de ambos y da una mejor estimacién de la media
poblacional que en el caso anterior. Supéngase que se dispone de un tercer punto de medida 3,
cuyo dato muy distante de los anteriores (p.ej., un error del operador) y se acepta dicho dato
como una realizacién legitima de la distribucién gaussiana que modeliza el proceso de medida.
Es decir, si se admite dicho dato como una medida m&s sin nada cualitativamente diferente, el
valor de d3 participa de pleno derecho en el cédlculo de la nueva media muestral. Esto produce
una desviacién considerable -y espuria o ficticia- de la misma respecto a los valores anteriores.

Como fi5 = d y la media muestral d es tan extraordinariamente sensible a los datos anémalos,
siempre que éstos estén presentes y no se reconozcan como tales, fi5 serd una mala estimacién
de la media poblacional py. Este comportamiento puede explicarse intuitivamente recurriendo
nuevamente a las figuras 6 y 7. En ellas se aprecia como las colas de la distribucién gaussiana son
relativamente cortas. Por ello, para maximizar la probabilidad de ocurrencia de los tres datos
tomados en x3, que es el producto

f2(d(x3),f19,0.05) = fao(d1) - f2(d2) - fa(d3),

la probabilidad del nuevo dato fa (d3) no puede tomar un valor demasiado bajo, lo cual obliga a
la curva de la distribucién gaussiana a acercarse bastante al nuevo punto, tal como se ilustraba
en la figura 7, produciendo una desviacién notable de su centro respecto al caso anterior.
=N
La equivalencia de los problemas méx fs (d;, fig, 02) y min Jz (d; — fiy)? serd importante en
Ha M2 j=1
lo sucesivo. En particular afirmar que i, se calcula mz’m’mizaZldo la norma euclidea es equiav-
lente a decir que ji5 estima la media de la poblacién gaussiana que atribuye la méxima prob-
abilidad justamente a los datos ocurridos. Por tanto, la minimizacién de la norma euclidea es
una operacién cuyo resultado puede ser bastante erréneo en caso de haber datos efectivamente
anémalos, o sea, no procedentes de una distribucién gaussiana.
En cuanto a la distribucién exponencial (p = 1) el estimador fi;de la media poblacional
1y es segun la expresion (95) particularizada para p = 1, la siguiente:

i=N

ju=min Y |dj = inl, (98)
1 j=1



El problema inverso lineal 61

Si se resuelve este problema, se obtiene como respuesta que ji; es la mediana muestral. En el
caso de una unica medida tomada en z1, la mediana muestral coincide con ella. Se vuelve a tener
la distribucién centrada en el dato dy (z1). En el lugar de abscisa x2 se han tomado dos medidas
representables mediante el vector d (z2) = (d; (z2) ,d2 (x2)). Ahora no hay punto central. ;A qué
corresponde, pués, la mediana muestral?. Se puede ver la respuesta intuitivamente si se piensa
que se trata de minimizar la suma

Ey = |dy (x2) — fig| + |d2 (22) — f11].

Para fijar ideas considérese que dj (z2) < da (x2). La longitud del intervalo [d; (z2) ,da (x2)] es,
por tanto, [ = dy (z2) — dj (z2).

Si, tentativamente, se colocase [i; a la izda (resp.dcha) de d; (x2) (resp. de da (z2)) el valor
de Ej serfa By = |+ 2(dy — f1;), (resp. E1 = [ + 2(f1; — d2)). Esta no puede ser la solucién
puesto que se puede disminuir ain el valor de F; haciéndolo coincidir con cualquiera de los dos
extremos del intervalo, en cuyo caso E1 = I.

Pero, ;qué ocurriria si fi; perteneciese al intervalo [dy (z2),d2 (x2)]. En ese caso

Ey=(fn—di)+(d2— 1) =do—dr =1

Es decir que cualquier fi; € [dy (z2),d2 (2)] minimiza la norma referida en (98) y es estimador
de méxima verosimilitud de la media p; de la poblacién exponencial. Por lo tanto, la solucién
no es tinica®®. En caso de que el nimero de puntos sea par, el intervalo de soluciones es el
comprendido entre los dos puntos centrales.

En el tercer lugar de toma de toma de datos, x3, el comportamiento del estimador fi; en
presencia del dato extranio ds (xs), es identificarse con la mediana, esto es, con el dato central,
jindependientemente de lo desviado que esté el nuevo dato!.

Asi pues, cuando la distribucion de la que proceden los datos es exponencial, el estimador
f1yde la media de la poblacién se obtiene minimizando la norma (98), lo que da como resultado la
mediana muestral. Este estimador es extraordinariamente estable o robusto frente a la presencia
de valores anémalos, en el sentido de que, incluso cuando un pequeno nimero de éstos estd en
la muestra, estima bien la media p,. Este comportamiento puede justificarse apelando -como
se hizo a propésito del comentario de la figura 7- a la menor necesidad que tiene este tipo de
distribucién de acercarse a un dato para asumirlo con cierta probabilidad.

Sin embargo lo realmente interesante es que el estimador ji; también es un buen estimador
de la media de la poblacién incluso cuando ésta no es exponencial, por ejemplo en el caso de una
distribucién normal (Parker, 1994). Ademas, a diferencia del estimador m.v [i5, media muestral,
es mucho menos sensible a medidas anémalas.

4.5.5. El caso de varios puntos de medida

Cuando se lleva a la préctica el trabajo de campo de un S.E.V, la aplastante mayoria de las
veces s6lo se toma un dato en cada abscisa de medida (con cada apertura de electrodos). Si los
datos d (x;) con i = 1,2, - - - n se considerasen realizaciones independientes de variables aleatorias

*8La norma [[Il;, es la tinica, de entre todas las normas ||-||, que presenta esta no unicidad. Como se observa
aqui, puede hacerse coincidir con uno de los vértices -reduciendo a cero el error de uno de los puntos de medida.
Esta es una propiedad general comentada en Menke (1989).
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con el mismo tipo de funcién de distribucién -por ejemplo exponencial o gaussiana- pero con
(posiblemente) distintos valores de p y o, el estimador de m.v de la media de la poblacién
coincidiria, en cada abscisa de medida, con el dato tomado.

Pero los datos no dependen solamente del proceso de medida, que es el que introduce aleato-
riedad, sino también de la estructura del suelo. En particular la media de la distribucién contiene
la informacién sobre el terreno. Dicho de otro modo, el vector de medias, ademdas de maximizar
la probabilidad de que ocurran precisamente esos datos debe representar una prediccion viable
sobre alguno de los suelos admitidos como posibles.

Si el vector de datos es d = (d(z1),d(x2), - ,d(xs)), un vector de medias p = d maxi-
mizarfa siempre la probabilidad de dichas medidas. Pero podria no existir ningin suelo admitido
capaz de generar una prediccién F (m,x) = p. Por lo tanto, estas medias quedarian invalidadas
como estimador compatible con un suelo razonable.

Como ejemplo ilustrativo considérese un suelo con una sola capa de resistividad desconocida.
Supéngase que sobre dicho suelo, tras tomar medidas en dos puntos distintos, se obtiene el
vector de datos d = (10.2,9.8), resultante de la estructura del suelo y de la accién de un ruido
que se asume gaussiano e independiente para cada medida. Consideradas como una pareja de
datos procedentes de dos distribuciones normales, el vector fi,, estimador de m.v. de medias es:
fto = (10.2,9.8). Por tratarse de un terreno homogéneo, F (m,x) = p en todo punto de la
superficie. Como, ademds, también debe ser F (m, x) = fi, (x), resulta que el vector fi5 (x) tiene
que ser constante con x. Por lo tanto fi, = (10.2,9.8) es incompatible con la clase supuesta de
modelos homogéneos. No obstante, el estimador fi, compatible con el tipo de suelo estipulado
se puede calcular sistemdticamente si en la expresion:

L = (di— >
Mg = min Z “om ) (99)
i=1 v

se sustituye [ por su relacién con un modelo m perteneciente al conjunto de modelos admisibles,

es decir: i = F (m,x). Por lo tanto se trata de resolver el problema?’:

iy = mfnf <C“L(m’x>>2. (100)

O
i—1 12

En el caso considerado, al ser el suelo homogéneo, F (m,x) = p. Al derivar respecto a p, se
encuentra que:

== =2+ T (101)
R A Y

Esta expresion es una media aritmética ponderada de los datos d; y de. Si se toman los valores
a% y 0’% en la forma usual para las varianzas, como una medida de la dispersion de las variables

aleatorias de las que proceden d; y dy alrededor de la media respectiva, la expresién (101) se
2

o . . .
2—22 tiende hacia la unidad cuando o3 crece o
o1+ 035

bien cuando o2 decrece. En el primer caso la dispersién de la variable aleatoria que genera la

interpreta de la siguiente manera: el factor

29En ambas expresiones, a diferencia de en (95) o de (96) se incluye la desviacién tipica porque ésta puede
depender del lugar de medida. En las referencias citadas se consideraban sélo los datos tomados sobre el mismo
punto de medida.
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segunda medida es tan grande (al menos mucho més que la dispersion de la primera medida)
que se asume que es bastante probable que haya ocurrido un dato lejano al valor medio. Por lo
tanto no es razonable aproximar la estimacién de la media i, al segundo de los datos da, lo cual
se consigue porque su peso toma un valor muy bajo. Simultdneamente, es mucho més razonable
aproximar la estimacion de la media a d; -que procede de una distribucién con dispersién mucho
m&s pequena- lo cual se logra si se observa como su coeficiente de ponderacién tiende a uno
en esas circunstancias. Este método se conoce también con el nombre de minimos cuadrados
sopesados.

4.6. Normas en el espacio de modelos e informacién a priori

En el ambito de la resolucién de problemas inversos es frecuente utilizar el concepto de
informacién a priori. En el contexto de los S.E.V, y en particular en este trabajo, se considerard
a priori toda informacién que, introducida en el proceso de resolucién de un problema, influya
en su solucién final y aporte informacién adicional no contenida en los datos procedentes de las
medidas de campo (comunmente denominados “duros”).

Esta definicién es bastante amplia. Conviene concretar algunas de las posibilidades que
incluye y que, a veces, no son consideradas como a priori o, simplemente, se ignoran, y que
sin embargo son consideradas en este trabajo.

1. Informacién de tipo 1

Es informacién sobre la que se admite “cierto grado de certeza”, relativa a los pardmetros
geoeléctricos del terreno que se pretenden calcular. A esta clase pertenece por ejemplo,
el admitir que una determinada resistividad (o espesor) de alguna(as) capas tomen val-
ores fijados o que pueden variar en un rango de determinada amplitud. Esta informacién
procede, normalmente, de experiencias previas sobre terrenos similares, de datos que, con
otras técnicas se han obtenido sobre el mismo terreno (por ejemplo sondeos mecdnicos) o,
simplemente puede pretender plasmar la “intuicién experta” de trabajadores experimenta-
dos en dreas relacionadas. Normalmente esta acepcién es la mds comunmente comprendida
como informacién a priori.

2. Informacién numeérica o de tipo 2

Es la informacién introducida (a veces de modo implicito) cuando se opta por una u otra
formulacién matemédtica y numérica del problema.

El camino utilizado para resolver el problema a partir de los datos y la informacién “tipo1”
no es tnico. De hecho, no hay problema hasta que no se escoja una formulacién de entre las
distintas existentes. Esto se analizard posteriormente pero cabe ilustrarlo con lo expuesto
hasta este momento. FEn el ejemplo que se visualiza en la figura 77, la informacién tipol!
atinente al terreno serfa su clasificacién como homogéneo®” m =p. Otra informacién, tam-
bién de tipol, relativa a las medidas consiste en su adscripcién -antes de la confirmacion
mediante andlisis estadistico de los datos®!- a cierto tipo de distribucién y, también, hipote-

30Previamente, la persona que modeliza, ha considerado oportuno adoptar un modelo estratificado de capas
geoeléctricas y admitir como plausibles todas las hipétesis que se precisan para la derivacién del funcional F.

31 Debido a la escasez de los mismos en las campaiias normales, rara vez permite la estadistica aceptar o descartar
las hipétesis sobre la distribucién que modela las medidas, incluso a posteriori.
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tizar el valor de los pardmetros de dispersién o1 y o3, es decir, los pesos de ponderacién
de cada dato.

Si el problema se formula como:
p=F (m,x)=d=(10.2,9.8) (102)

no tiene solucién.

Si, considerando (y fijando) la informacion tipol mencionada se decide plantear el problema
como uno de minimizacién, resulta:

=8 o 2
T— <L(mx)> ' (103)
p

Si, debido a las incertidumbres en o1 y o2, calcular el minimo en (103) fuese demasiado
aventurado -si 01 y 02 no son los correctos se obtendria una p,,;, equivocada y se descar-
tarian otras p que quizds fuesen mds adecuadas- la prudencia aconsejaria, quizas, sustituir
el problema (103) por el siguiente:

1=s L 2
hallar p : Z (ch_p) < T2 (104)
i=1

042

La ecuacién (104) tiene una interpretaciéon geométrica. Si por simplicidad se toman sélo
dos puntos de medida, para facilitar la comprension, la expresién

— d; — p; 2 2
S (HE) =T

i=1

es la ecuacion de una elipse de semiejes 017" y 02T respectivamente, en el espacio {p;, ps}-
Como el suelo es homogéneo y la resistividad es un pardmetro positivo, puede interpretarse
la solucién de (104) como las intersecciones de dicha elipse con la bisectriz del primer
cuadrante (en caso de igualdad) y como el intervalo comprendido entre los susodichos
puntos en caso de desigualdad. Se observa en la figura 7?7 que este problema puede no
tener solucién, tener una o tener infinitas, dependiendo de cudles sean los datos d, las
desviaciones tipicas o1 y o9, v la tolerancia especificada T72.

Por lo tanto, la eleccién de la formulacién del problema es, en si misma una informacion
“a priori” de bastante relevancia en la solucién final. Esta tipologia se designard, en este
trabajo, como de tipo 2.

Otras formas de informacién “a priori”de tipo 2 incluyen, por ejemplo:

a) La eleccién de la norma. La influencia de este apartado puede apreciarse revisando
lo mencionado en el apartado de “normas y espacio de datos” en cuanto al modo de
considerar los datos anémalos, a la generacién de no unicidad en las estimaciones (caso
de la norma [;) y a la robustez (disminucién de la inestabilidad) en las estimaciones.
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b) El problema de interés en S.E.V es no lineal. Su solucién se aborda normalmente a
través de un proceso iterativo. El camino recorrido por los resultados de cada iteracién
hasta el fin del proceso-que, se espera, produzca una solucién-depende, por ejemplo,
del tipo de algoritmo empleado, de la semilla inicial, de los criterios de convergencia
estipulados, de las medidas algoritmicas tomadas para evitar inestabilidades excesivas
(regularizacion), etc. Toda esta informacion debe ser suministrada por la persona que
modela antes de haber interpretado los datos, siendo por tanto informacién a priori.

3. Informacién tentativa o de tipo 3

El objetivo iltimo de la realizacién de inversién, en particular en S.E.V, suele ser la toma
de decisiones. Cada decisién conlleva un cierto riesgo de equivocacién, con el consiguiente
coste. Por lo tanto, puede tener sentido pedir a un programa que ofrezca como solucién,
por ejemplo, un tipo de terreno extraordinariamente improbable desde el punto de vista
de la experiencia anterior. No se trata de informacién basada en la experiencia o en datos
medidos. Podria denominarse “informacién tentativa”. Lo esencial es que, desde el punto
de vista del problema, es a priori en el sentido de la definicién. Se la denomina aqui, de
tipo 3.

Estas tres tipologias de informacién “a priori”aparecerdn frecuentemente en las argumenta-
ciones posteriores.

4.6.1. Una formulacién matematica para la informacién a priori

La informacién a priori de tipos 1 y 3, pueden incorporarse en la formulacién del problema
de la siguientes dos formas:

1. Estipulando que m € S, donde S es un determinado subconjunto del espacio de modelos.

2. Especificando informacion relativa al tamano de ciertas caracteristicas de los modelos
aceptables. Por ejemplo, limitar los modelos vélidos a aquellos cuya longitud sea menor
que cierto umbral. Con este fin, segiin lo dicho al definir los conceptos de distancia y norma,
se empleardn distintos ejemplos de normas sobre el espacio de modelos.

A continuacién se eexplica mds detalladamente la primera de las opciones. El andlisis del
segundo punto se postpone hasta que se hayan descrito las herramientas adecuadas (descom-
posicién en valores singulares, etc).

Se recuerda que el subsuelo, en la aplicacién de la técnica de los S.E.V, queda dividido en
un nimero finito de capas geoeléctricas horizontales, isétropas y homogéneas. Cada una de las
k capas, excepto la tltima, queda determinada por sus pardmetros de resistividad eléctrica y
espesor. La ultima capa, al suponerse infinito su espesor, queda determinada completamente por
su resistividad eléctrica. Asi pues, el subsuelo de un experimento de modelacién en S.E.V queda
perfectamente especificado mediante n = 2k — 1 pardmetros, donde k es el niimero de capas
geoeléctricas distintas.

Con vistas a la caracterizaciéon de la informacién a priori y, mds tarde, al estudio de los
modelos linealmente equivalentes a uno dado, es conveniente considerar esta n-upla de nimeros
reales desde una perspectiva doble. Por un lado, como elemento del espacio vectorial R y, por



66 El problema inverso lineal

otra parte, como un punto del espacio afin M asociado a dicho espacio vectorial. Asi pues, todo
modelo de subsuelo quedard representado como un punto del espacio afin M asociado al espacio
vectorial R™. Esta caracterizaciéon permitird utilizar conceptos geométricos como las variedades
lineales y las hipercuddricas.

A veces, el conocimiento que ya se tiene del subsuelo a partir de experiencias anteriores u
otras mediciones -informacién tipo 1, pero también ocurre con la de tipo 3-, sugiere que ciertos
pardmetros satisfacen algunas restricciones en sus valores. Para establecerlas, en este estudio se
han considerado relevantes para la préactica dos tipos de criterios:

n Fijar los valores de pardmetros de ciertas capas geoeléctricas: este caso se presenta, por
ejemplo, cuando dichos pardmetros han sido determinados mediante experiencias de labo-
ratorio a partir de testigos de sondeos en la zona, o por trabajos anteriores en afloramientos
de las capas geoeléctricas aludidas.

En el proceso numérico pertinente, se permitird que varien nuevamente todos los pardme-
tros excepto los de las capas citadas en este apartado, que permanecen inalteradas.

s Fijar las ratios entre dos pardmetros distintos: caso que se da, por ejemplo, cuando a
partir de estudios de geologia de campo puede estimarse de manera aproximada la razén
entre las potencias de dos capas de comportamiento geoeléctrico diferenciado. También
podrian querer buscarse los modelos que mantengan entre dos de sus capas un determinado
contraste de resistividades.

Caracterizacion matematica de las restricciones
Se considera el subsuelo modelado por un punto m de un espacio afin M. Este punto for-
ma parte de una variedad lineal de ecuacion:

m =i+ W, (105)

siendo my un punto (fijo) del espacio de modelos M y W es un subespacio vectorial de R"
(espacio de pardmetros) cuya dimensién es p:

p=2k—1—-ny—n,=n—ns—ny, (106)

donde ny es el nimero de pardmetros fijados a priori y n, es el nimero de restricciones de
proporcionalidad. Esta formulacién permite expresar simultdneamente los dos criterios anteriores
de forma adecuada, es decir, reducir el nimero de grados de libertad del problema inverso fijando
a la vez valores de pardmetros del modelo y las razones entre los mismos.

Para precisar cémo se construyen tanto el punto fijo 7 como los vectores del subespacio W
es necesario especificar el tipo de parametrizacién por la que se ha optado, tanto en el espacio
de modelos como en el espacio de datos: bien los valores de la resistividad y del espesor de las
capas geoeléctricas, o bien sus logaritmos. A pesar de que en este trabajo se privilegia més la
parametrizacién logaritmica, también se analiza cudl serfa la estructura de my y de W en el caso
de que los pardmetros fuesen los propios valores de resistividad y de espesor.

1. Caso I: coordenadas naturales
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En este caso el punto fijo m contiene toda la informacién referente a los pardametros fijados,
y sdlo contiene esa informacion.
Si my € M se expresase en la base canénica de R sus coordenadas serfan:

mf:(m}, m?, mi’c, e m?), (107)

donde:

] m} es nula si esta coordenada corresponde a un pardmetro libre, y

. m? es un valor predeterminado, si se trata de una coordenada que representa a un pardmetro

figo.

Se busca ahora expresar un pardmetro como combinacién lineal de los pardmetros restantes.
Esta amplia formulacién matemédtica permitird acomodar fdcilmente, como caso particular, la
situacién de proporcionalidad entre dos pardmetros del mismo tipo (resistividades o espesores),
que parece la unica circunstancia fisicamente plausible. Esta informacién queda incorporada en
la estructura del subespacio vectorial W. Para tal fin, es necesario imponer condiciones a los
vectores del espacio de pardmetros, mediante la introduccién de una aplicacién lineal:

C:R" — R",
cuya imagen es el subespacio W C R™ :
W =1ImC.

En el caso en que no existiesen restricciones de ningiin tipo, my = 0 y la aplicacién C serfa
la identidad, es decir, el problema conservaria todos sus grados de libertad (W = R"). En
la practica la aplicacién C se representa mediante su matriz C € M(n,n), referida a la base
canénica del espacio de pardmetros. Asi pues:

m,, = Cmy, (108)
donde:

= m,, € W representa a un terreno que ha incorporado ya las relaciones de proporcionalidad,
y

= m; € R” representa a un terreno sin ningin tipo de restricciones.

Por lo tanto m!, = C'm;, siendo C la i-ésima fila de la matriz C. Esto permite expresar el
pardmetro m;, como combinacién lineal de las coordenadas del vector m;. La estructura de la
matriz C es como sigue:

» C' =0, si el i—ésimo pardmetro estd fijado. Toda la informacién en este caso estd en my
y m,, es irrelevante.

» C' = ¢! (vector i-¢simo de la base canénica de de R"), si el pardmetro representado por
la coordenada i-ésima puede variar libremente,
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» Cl=(d, ¢, d - ,c, ) donde c§~ =X (j=1,..,n), si m}, = Nymi,. Es decir, cé

representa el coeficiente de proporcionalidad entre los pardmetros i-ésimo (miv) y j-ésimo

(m%,) Si no hubiese relacién entre ambos pardmetros, resultarfa ser ¢; = 0.

A modo de ejemplo, considérese un subsuelo de dos capas, representado por el vector:

my = (p1, t1, pa )- (109)

Se desearfa, por ejemplo, comenzar una bisqueda de modelos equivalentes que dejasen inalterado
el valor del espesor de la primera capa -t1- en 10 metros y que especificasen que la resistividad de
la segunda capa y la de la primera no varien de forma independiente, sino siguiendo una razon
conocida, py = 100p;, 0 sea )\i{’ = 100, permitiendo pues, en este caso, que p; varfe libremente.

El punto representativo del subsuelo buscado, m, tiene como vector asociado en R3 a m que,
siguiendo las reglas enunciadas anteriormente, se expresa:

0 1 00 Py
m=my;+m,=my+Cm;=| 10 | + 0 00 t1 |- (110)
0 100 0 0 Py

Cabe observar que la dimensién del subespacio W calculada de acuerdo con la expresion (106)
coincide con el rango de la matriz C, como hemos anteriormente explicado.

El conjunto de modelos admisibles queda representado en la figura 8 mediante la linea azul. El
punto de color verde es el punto fijo. Los segmentos rojos permiten comprobar que la pendiente
es 100.

2. Caso II: coordenadas logaritmicas

También en este caso puede expresarse el punto representativo del modelo de un terreno
siguiendo la estructura sugerida en (105). Pero, en este caso, las coordenadas del vector asociado
al punto fijo, my, difieren de las del caso anterior. Asimismo, tampoco pueden, en este caso,
expresarse relaciones generales de combinacién lineal entre los pardmetros (no logaritmicos);
s6lo cabe expresar relaciones de multiplicidad entre dos pardmetros (no logaritmicos) del mismo
tipo, debido a las propiedades de la funcién logaritmica’?.

A continuacién se analiza el modo de obtener las coordenadas del vector asociado al punto

fijo my y la estructura de los vectores pertenecientes al subespacio vectorial W.

» Construccién del punto fijo m;

El punto fijo contiene en este caso informacién tanto de los pardmetros cuyo valor esta
predeterminado, como relativa a los pardmetros cuya ratio se estipula. Seguidamente se
analiza en detalle esta circunstancia.

Las coordenadas de m; en la base canénica de R™ se obtienen por suma de dos vectores
de R™:
my =my; + myo.

El primero, myq, contiene informacién de los pardmetros fijados a priori; es decir:

32log% =loga — logb.



El problema inverso lineal 69

Conjunto de suelos con t1=10 y p2=100p1

100

80

60

P2

40

20

Figura 8: Expresiéon de la informacién apriori en coordenadas naturales.

° m?l = 0, si el pardmetro i-ésimo es libre,

° mécl = Ingc, si el pardmetro i-ésimo se fija en el valor c.
El segundo vector, mys, posee la siguiente estructura:

° mzcz = 0, si el ¢-ésimo pardmetro se considera que varia libremente o, por contra, es
un pardmetro ya fijado en my;.

° m?Q = In /\;-, si existe una relacién de proporcionalidad entre los pardmetros (no
logaritmicos) m" y m/’, tal que m" = )\;mj, donde se asume que m/ varia libremente

s Construccién del subespacio vectorial W

La manera de operar es andloga al primer caso. No obstante, aqui la aplicacién lineal
C solo informa de las parejas de pardmetros que estdn relacionadas, pero no contiene
ninguna informacién cuantitativa de dichas proporcionalidades, ya que esta informacién
estd presente en el vector myo.

La estructura de la matriz C es como sigue:

e C' =0, si el i-ésimo pardmetro est4 fijado.

e C' = el si el pardmetro representado por la coordenada i-ésima puede variar libre-

mente. En este caso m?z =0.
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e C'=(d, &, d - ,cﬁL)dondecézl(jzl,---,n)simiuz)\;»m{U.Esdecir,

; . . , ., . i o, . 7
¢; vale la unidad si los pardmetros i-ésimo (mw) y j-ésimo (m

En caso contrario el valor de c;- es cero.

A modo de ejemplo se resuelve ahora el caso propuesto anteriormente:

t1 = 10m,
ps = 100p; <= log p; = log 100 + log py,

con lo cual:
0 0
my=my +myp = | logl0 | +( 0 ,
0 log 100
100 log py
m,=Cm;=|( 0 0 0 log t1
1 00 log p,

) estan relacionados.

(111)

(112)

(113)

La figura 9 representa graficamente esta variedad lineal unidimensional en un espacio
tridimensional donde los ejes son log p;, logt; y logp,, respectivamente. Se puede ver
c6mo pasa por el punto xg = (0,log 10, log 100). Aunque no es facil de apreciar en la vista

ofrecida la recta tiene, en estos ejes, una pendiente unidad.

Conjunto de suelos cont,=10y p,=100 p,. Coordenadas logaritmicas.

10 .

I
I
I
I
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I
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L
I
I
|
L
|
I
I
I
L

Figura 9: Expresion de la informacién a priori en coordenadas logaritmicas.
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Se ha representado también, en la figura 10, el caso que considera los modelos para los

cuales la tinica restriccién es mantener la razén 22 constante e igual a 100. Se dispone
P1
ahora de un grado més de libertad que en el caso anterior y, por lo tanto, los modelos

admisibles se sitian sobre un plano.El punto fijo resulta ser:

modelos de terreno con py=100p. Coordenadas logaritmicas.

Figura 10: Coordenadas logarftmicas. Restriccién bidimensional.

0 0
my=my +mp=1| 0 |+ | O
0 log 100

y la direccién de la variedad lineal la indicada por:

1 00 log py
m,=Cm;=|( 0 1 0 log t1 ,
1 00 log psy

donde se observa claramente que el nimero de columnas linealmente independientes es 2
y, por lo tanto, 7 (C') = 2. Se trata, pues, de un plano.

3. Caso III: Resistividades y/o espesores variando en un intervalo dado
Se puede utilizar la relacién formal anterior, es decir:

m’ = mj} + m,, = m} + Cmy, (114)
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para obligar a las resistividades y/o espesores de algunas capas (o de todas) a permanecer dentro
del rango comprendido entre los extremos de un intervalo del espacio de modelos. El superindice
r indica que el modelo no pertenecerd, en realidad, al espacio de modelos original M sino a otro
distinto M" obtenido mediante una reparametrizacién de M.

La informacién a priori en este caso es del tipo:

m € [mmfm mmax] ,m €M, (115)

donde my,;, representa el extremo inferior del intervalo m-dimensional y my s, representa el
extremo superior del mismo. Las coordenadas de cualquier m admisible cumplen:

mt <my <miPi=1,2,---n.

Cuando el espacio de pardmetros es cualquiera de los considerados en los dos casos anteriores
(casos I y II ) no parece posible representar informacién a priori del tipo indicado por (115)
empleando la formulacién sugerida en (114). La idea entonces consiste en obtener un nuevo
espacio de parametros M" distinto de M, encontrando una funcién que transforme el intervalo
Ing = [Mpin, My 4] en todo M". De este modo, cualquier punto del nuevo espacio M", sin
restricciones, corresponderia, de forma automdtica, a un terreno cuyo punto representativo en
el espacio original M posee resistividades y espesores que se mantienen dentro de los limites
estipulados a priori por el intervalo I;.

A modo de ejemplo, considérese un suelo de tres capas de resistividades p;y p,, siendo el
espesor de la primera capa. Debe ser posible considerar las siguientes restricciones:

P < py < o, 5™ < py < pB P <ty <1 (116)

Si el espacio de pardmetros estuviese constituido por los valores de la resistividad y el espesor, el
cumplimiento de las restricciones (116) impedirfa-por definicién- el movimiento libre por todo el
espacio. En un espacio de pardmetros logaritmico, como el explicado en el caso II, el movimiento
libre por el mismo serfa imposible por idénticas razones. Basta ver que, las restricciones indicadas
en (116) quedan transformadas, al tomar logaritmos, en:

log pf'™ < logpy < log pP"™,

log p3™ < logpy < log pp™™,
log P < logt; < log ¢™éx,

FEn este trabajo se sugiere cémo definir la transformacion del espacio de pardmetros para llevar
a cabo la reparametrizacién adecuada al objetivo mencionado.

La siguiente funcién logaritmica, ya utilizada por Mouiane y Pedersen (1977) en otro con-
texto, resulta adecuada para definir la reparametrizacion:
m — m™" m; —m

L:1 R" :ml =1 =ln— —
M_) m (m) nmmax_m mmﬂX_mi

donde:
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es la regién paralelepipédica en el espacio de parametros original. A continuacién se caracteriza
mds detenidamente la accién de esta funcidn.
Se parte del hecho de que tanto m;™™ como m;"** son no negativos®?. Ademas, m > mn,
min
. mz - i , o .
, el cociente - serd positivo
mlr'nax —my
y, por tanto, apto como argumento de la funcién logaritmica. En estas condiciones existird m?.
Expuesto de otro modo, sélo tiene sentido esta transformacién cuando los pardmetros del suelo
cumplen estrictamente las restricciones.
i entonces mlL
i — 400. Esto significa que, con m; variando en el rango especificado por las restricciones,
miL recorre R sin restricciones.
Es posible, ademds, introducir m;™ = 0, o sea, especificar explicitamente que la resistividad y
el espesor han de ser estrictamente positivos. Sin embargo, no es posible eliminar la cota superior
m;*** del intervalo. No obstante, en caso de no querer acotar superiormente los pardmetros del

terreno, bastarfa introducir un nimero suficientemente elevado como valor de m***.

max

Por tanto, sélo mientras se verifique que m;™ < m; < m;

Por otro lado, si m; — m — —o00, mientras que, cuando m; — mj",

~

Por lo tanto, podria considerarse como nuevo espacio de pardmetros la imagen de la aplicacién
L definida en (117). Los elementos de este espacio, denominados m?’, pueden ser nuevamente
transformados, de forma univoca, a elementos del espacio natural mediante la aplicacién inversa
L71:R"™ — I, donde:

max | mZL min
m="L"'(m"):m= UL N j_ em—i; UL (119)

La transformacién L presenta dos inconvenientes:

= la mayor parte del espacio imagen de la transformacién corresponde a valores del parametro
muy préximos a los extremos del intervalo pero no a los propios extremos. Nunca podrd
obtenerse, exactamente, un modelo en los extremos del intervalo. Cabe resefiar que es
posible aproximarlos con precisién suficiente;

s la introduccién de restricciones de proporcionalidad en el esquema propuesto por la expre-
sién (105).

Supéngase, para fijar ideas, que se desea mantener el pardmetro m; proporcional a m; con
constante de proporcionalidad )\f Asi pues: m; = )\g - m;. Si la proporcionalidad debe manten-
erse, necesariamente que m?‘f“ = )\Z . m;nfn y también que m?léx = )\i mzna‘x O sea, no puede
especificarse el rango de variacién del pardmetro dependiente m;, sin tener en cuenta el del
parametro independiente m;.

En caso de encontrar un modo de solventar estas dificultades es preciso tener en cuenta que
el requisito de que m €Iy, se puede querer establecer por razones independientes de las que
motiven la restricciéon de proporcionalidad del tipo m; = )\Z - m;. Cabe, por tanto, la posibilidad

de incompatibilidades que hay que comprobar®?. Para ilustrar este punto considérese el siguiente

33 fisicamente no tendria sentido que lo fueran ya que representan a resistividades y espesores.
34Es decir son dos informaciones a priori de procedencia independiente y, como reflejan circunstancias intuidas
0, a lo sumo estimadas con cierto incertidumbre, pueden darse incompatibilidades.
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ejemplo. En la figura 11, se trabaja sobre un terreno de dos capas en el cual el espesor se ha
fijado en el valor ¢; = 10.
Las restricciones que se establecen sobre p;y p, son las siguientes:

= 1 < p; <10, 1 < py < 10. Regidén rectangular representada con borde negro en la figura.

= Se contemplan tres casos de proporcionalidad entre py v py:

e py = 3 p;(segmento azul).
e py =1 pi(segmento verde oscuro).

e py, =15 p;(segmento magenta).

Relacidn entre espacio de bdsgueda y restricciones de proporcionalidad

14 |:|2=15 |:|,1 =7 |3.1 -

Figura 11: Relacién entre intervalo de bisqueda y restricciones de proporcionalidad.

En el caso p, = 3 pq, se observa cémo los puntos que forman la porcién de segmento azul
incluidos en el interior de la regién rectangular negra, son modelos admisibles que cumplen los
dos tipos de restricciéon al mismo tiempo. En realidad, para buscar estos modelos, en lugar de
explorar el rectdngulo negro grande, bastaria explorar el rectdngulo reducido -incluido en el
primero- representado con fondo azul claro. Ningtin modelo fuera de este “rectdngulo reducido”
podria, nunca, ser candidato a cumplir la restriccién de proporcionalidad. Se ha disenado un
programa, denominado “trans intervalo.m” que localiza la regién reducida compatible, en caso
de que exista.

Otra nueva regiéon “compatible” reducida, en este caso de fondo verde, se obtiene para la

restriccion py = 3 P También en este caso hay modelos que satisfacen simultdneamente los
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dos modos de restricciéon. El caso py = 15p;, representado por los modelos de la recta color
magenta, muestra claramente que ningin modelo puede satisfacer simultdneamente ambos tipos
de restriccién. No hay interseccién entre la recta y el rectdngulo negro.

Supéngase que se intenta emplear la parametrizacién indicada en (117). La relacién, en el
espacio reparametrizado, entre las imagenes L (m;) y L (m;) de los pardmetros m; y m; que, en
el espacio original M, guardan la proporcién,

—\J
m; = >‘i mj,
es: . A
i T . J »yymin
L def m; — mt Aimg — Aym); L
m; = L(m;) = log ————— =log ———— — =1L (mj) =mj.
m; et —my A my — A;mj

Como se ve, las relaciones de proporcionalidad en el espacio de pardametros "natural"se convierten
en identidades en el nuevo espacio, perdiéndose todo rastro de la constante de proporcionalidad.

Este inconveniente puede solventarse redefiniendo la funcién L, de forma que numerador
y denominador no operen del mismo modo sobre el factor A]. En este trabajo, se propone la

funcion:
min

La (m;) = log (ms — mp™)” (120)

donde 0 < o < 1.

Funciones de reparametrizacion logaritmica sobre parametro resistivo
10 T T T T

gl LOFI0GL (00 0)" / (PP ]
pmin=1 ‘
|
|

prrax=10

Lp

20 . ‘ i
41 ‘ i
6 i

-8 i

Figura 12: Parametrizacién logaritmica para diferentes valores de .
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Con la nueva funcién L, no cambia el espacio imagen de la transformacién®®, y tampoco
lo hacen los comportamientos en los extremos. Como se verd a continuacion, se estipulan sin
inconvenientes las restricciones de igualdad y, en lo referente a las de proporcionalidad, no se
pierde la constante )\g puesto que, si m; = )\g- mj, se sigue que:

7 J J pppmin
d m; — min @ (Alm]—)\imj )
e L ) = tog LI, IV AT
m;"% —my )\Z-mj X—)\Z-m]‘
N
(mj_mz’nm> J ol
= (a—1)log X +m;.

= (o —1)log A/ +log ~————~
J M

Lo interesante de esta expresién es que se trata de una relacién afin, formulable mediante expre-
siones del tipo (114). Luego se vera en detalle esta posibilidad y se ilustrard mediante un ejemplo.
El valor de « se puede elegir con diversas consideraciones.Una, importante y pragmadtica, puede
ser facilitar el célculo de la transformacién inversa L;!. Como a > 0, la funcién L, (m;) es

estrictamente creciente en el intervalo [m?‘m, mmax], asi que la ecuacién

7
min)a
ml = log :

donde mlL es conocido y m; la incégnita, tendrd solucién tnica en [m?“n, mf‘ax]. Para hallarla
. . . L
de la forma menos costosa, es conveniente tomar o = 0,5. En este caso si se denomina 5 = €™

resulta ,
mln
3

(mapx — ;)

m; —m

B2 =
y m; es solucién de la siguiente ecuacién de segundo grado:

2
2,2 2, mé 2 4 {
32m? — (1 +28 m;.naX) m; + 3 (m;.m) + it = (121)
que tiene siempre dos soluciones, pero hay una sola en el intervalo [m?m,m?a"] -que es la
correcta-. Por tanto, basta resolver la ecuacién y tomar la menor3% de sus dos raices.
La informacién a priori que se puede estipular mediante esta reparametrizacion es la siguiente:

» Construccién del punto fijo?” ﬁLJI?‘*

El punto fijo contiene informacién, al igual que en el caso de la reparametrizacién loga-
rftmica simple, tanto de los pardmetros cuyo valor estd predeterminado como de aquellos

35Respecto al caso a = 1.
36Que la rafz mayor queda descartada se comprueba facilmente observando la expresién explicita de las solu-
ciones: )
m; = mP + g,
donde se ha llamado A al discriminante de la ecuacién. Evidentemente, la dnica solucién que cumple m; < mPa*
es la menor.

3TEn lo sucesivo, para abreviar, se denotard m’> como m®.
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que guardan relacién de proporcionalidad. Las coordenadas de m? en la base candnica de
R™ se siguen calculando sumando dos vectores de R":

o o o
mf = mfl + mf2.
El vector mj'él, sigue almacenando la informacién de los pardmetros fijados a priori, o sea:

o m?"f = 0, si el parametro i-ésimo es libre,
7 «
(ci — m?‘m)
max
m; — C;

e m¥l=1lo cuando el pardmetro i-ési fij 1 valor ¢;
W = log , pardmetro i-ésimo se fija en el valor ¢;.

El vector mf,, tiene la siguiente estructura:

ol . .o, . . . , .
° myy = 0, si el 7-ésimo pardmetro se considera que varia libremente o, por contra, es
un pardametro fijado previamente en m‘;él.

. m‘;f’; = (a—1)log )\;'», en caso en que los pardmetros (no logarftmicos) m' y m/

cumplan la relacién m' = A;m/, variando m/ libremente.

= Construccién del subespacio vectorial W,

La aplicacién lineal C es idéntica a la del caso logaritmico normal ya mencionado antes.
No obstante, se detalla aqui nuevamente:

e C' =0, si el i—ésimo pardmetro est4 fijado.

o Cl = el si el pardmetro representado por la coordenada i—ésima puede variar libre-

mente. En este caso m?’; =

.Ci:(cip Cé; C;i"w T c%)dondeczzl(jzlu7n)751m§u:A;mgU Es
: ;
w

decir, ¢ vale la unidad si los pardmetros ¢—ésimo (m ) y j—ésimo (mj) estdn

relacionados. En caso contrario el valor de c} €s cero.

Como ejemplo ilustrativo, se plantea la formulacién de la misma informacién a priori del
caso logarftmico anterior, es decir:

t1 = 10m, (122)
p3 = 100p; <= log p3 = log 100 + log py,
Pero, anadiendo ademsds las siguientes restricciones:
1<p; <2, 1< py <300,
Si se toma o = 0.5 entonces
0 0
m§ =m$, +mf, = [ log W07 | 1 [ o , (123)

0 (0,5 — 1) log 100
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1 00 log p¢
m; =Cymj =1 0 0 0 logty |. (124)
1 00 log p3

En resumen, con la expresién (117) o la modificada (120) es posible imponer, en un proceso
de optimizacién, por ejemplo, restricciones del tipo (118) sélamente, o bien-en el segundo
caso (120), complementadas con la especificacién ciertos pardmetros y de relaciones de
proporcionalidad entre otros.

En la figura 13 se observa la posicién del minimo de la funcién que cumple las restricciones
en relacién a la del minimo global. Se ve cémo en el caso de @ = 0.5 el método es capaz
de hallar el punto que, ademds de cumplir las restricciones de intervalo, pertenece a la
restriccién unidimensional.

Relacian entre minimo global y restringido a un intervalo
T T T T

il

a 2 4 a] g P, 10 12 14 16 13 20

Relacidn entre minimo global con y sin restricciones de intervalo y proporcionalidad

20 : . : ; =

\)

2 [10,10]

i
Dr> = ——— . /
0 2

4 a] g 10 12 14 16 13 20

\

Figura 13: Diferencia entre un caso de optimizacion sin restricciones y otro con restricciones de
intervalo y proporcionalidad.

La aparicién de la nueva constante « = 0.5 tampoco introduce demasiadas dificultades
en el cdlculo de la matriz jacobiana ya que segin la regla de la cadena:

8T . 8T ) 8mz
omr — Om; OmF
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or . . . : S

I son derivadas ya calculadas para la matriz jacobiana relativa a la parametrizacién
m;

natural y

8mi 1

omF ~ [ 0.5 L1 ‘
m; —mMin - pmax .

(3 (2

4.7. Clasificaciéon motivada de los sistemas lineales

En los epigrafes anteriores se ha justificado la necesidad de tratar con operadores lineales.
Para resolver un problema inverso, aunque sea no lineal, es frecuente (aunque no estrictamente
necesario) tener que resolver iterativamente varios problemas inversos lineales®®. En principio,
cada uno de ellos podria ser planteado de la forma:

Jp-x=h, (125)

donde x representa bien a m o bien Amy Jp € M (s,n).
Los sistemas lineales pueden ser clasificados en funcién del cardinal del conjunto de soluciones
que admiten, en:

= Compatible y determinado: admite una y sélo una solucién.
= Compatible e indeterminado: admite soluciones, pero en nimero infinito.

= Incompatible: No admite solucién.

Hay, tradicionalmente, cierta tendencia a establecer relacién univoca entre cada uno de estos
grupos y entre el niimero de ecuaciones -s- y el niimero de incégnitas -n-. En términos generales
no hay relacion univoca entre la compatibilidad o incompatibilidad de un sistema y el nimero
de ecuaciones e incégnitas. No obstante, se sefiala que:

= Si s =n, en caso de que ninguna ecuacién pueda expresarse como combinacién lineal de las
restantes y que el cumplimiento de ninguna de ellas sea incompatible con el cumplimiento
de alguna de las demads, el sistema es, también, compatible y determinado.

Si s = n, no obstante, la satisfaccién de alguna de las s ecuaciones puede impedir el
cumplimiento de alguna otra. En este caso, el sistema es incompatible y no hay solucion
del problema (125).

Cabe también considerar la situacién donde no habiendo incompatibilidad, alguna de las
ecuaciones es redundante. Por ejemplo, una de ellas es proporcional a otra. Las dos con-
tendrian la misma informacién y bastaria considerar sélo una de ellas en cuyo caso, real-
mente, habria menos ecuaciones que incégnitas. El sistema (125) podria satisfacerse de
forma exacta por infinidad de soluciones. Seria, por tanto, compatible e indeterminado.

Puede también darse el caso mixto.

38 Obtenidos por linealizacién del problema no lineal. Alternativas a esta estrategia la ofrecen los métodos de
optimizacién global como simulated annealing o los algoritmos genéticos.
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= Si s < n, es decir, hay menos ecuaciones que incégnitas y no hay incompatibilidades ni
ecuaciones redundantes en el sentido aclarado en el parrafo anterior, hay infinitas solu-
ctones y el sistema aludido es compatible e indeterminado.

No obstante, alguna de las ecuaciones puede ser incompatible con las deméds. Entonces no
habria solucién posible y se tendria el caso incompatible nuevamente.

No hay forma de que un sistema asi sea compatible y determinado.

= Sis > n, el nimero de ecuaciones es mayor que el de incégnitas. Si alguna de las ecuaciones
es incompatible con alguna de las restantes s — 1, el sistema es incompatible. Esta es, en
verdad, la situacion mds problable en la realidad. No obstante, podria ocurrir que todas las
s—mn ecuaciones en exceso fuesen redundantes, es decir, no aportasen informacioén adicional.
Por tanto podrfan suprimirse y el sistema serfa equivalente a uno de igual nidmero de
ecuaciones que de incégnitas y estarfa sujeto a la discusién precedente.

Cabe notar la posibilidad de que el nimero de ecuaciones redundantes sea mayor que s —n,
en cuyo caso habria infinitas soluciones -siempre en ausencia de incompatibilidad-.

Tras estos razonamientos se observa que la clasificacién atendiendo al nimero de soluciones
es un tanto rigida en el sentido de que o bien no hay ninguna solucién, o hay una tnica o
hay infinitas. Pero no es posible, en principio, que haya un nimero finito (mayor que uno) de
soluciones. Si bien cuando se habla de la resolucion numérica del sistema (125) la situacion,
en términos matemdticos, no cambia, hay que incluir un matiz muy importante. El miembro
derecho -el vector de datos b- procede, en general, de mediciones fisicas sujetas a error. Por
tanto, hay incertidumbre en el valor de sus componentes. Para un valor determinado de dicha
incertidumbre®? habria infinitos vectores de datos posibles y, por tanto, las soluciones fisica
y numéricamente buscadas provendrian de la solucién, exacta, de infinitos problemas del tipo
(125). Es esperable que ellas mismas sean, por tanto, infinitas?0.

Un aspecto relevante es que, como se supone que la variacién del vector de datos se debe al
azar, todos los datos (vectores) obtenidos son representantes legitimos de la medida. Por ello, las
distintas soluciones exactas obtenidas son, todas, soluciones igualmente legitimas. Si, en lugar
de hacer hincapié en las diferencias entre ellas, se piensa que responden a la misma situacién
fisica subyacente, cabria pensar en el conjunto de soluciones como la solucién del problema. En
este sentido, la solucién ya no tendria cardcter puntual -un punto en el espacio de modelos- sino
que quedarfa caracterizada por una determinada regién de dicho espacio.

39Por ejemplo la varianza de su modelo estadistico.
40N6tese que no es obligado que, por el hecho de resolver infinitos sistemas de ecuaciones, se obtengan infinitas
soluciones distintas. Por ejemplo, el sistema:

r—+y
rt+y =

tiene infinitas soluciones. Sin embargo, si se perturba ligeramente el vector de datos, el sistema resultante:

r+y = 2
r+y = 2,001,

es incompatible, o sea, no aporta ninguna nueva solucién.
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4.7.1. Sistema determinado

Se puede ejemplificar esta situacién utilizando el caso, ya presentado anteriormente de un
terreno con dos capas de resistividades respectivas (10,1) y cuya primera capa tiene un es-
pesor de 5. Las medidas de resistividad aparente se adquieren en tres puntos de la superficie
cuyos semiespaciados interelectrédicos (%) quedan indicados en el vector s = (1.1, 10, 10.5)
. Las resistividades aparentes medidas son p,, = (9.98, 5.1708, 4.7967). Estos datos han si-
do obtenidos simulando un proceso de medida con errores gaussianos de media cero y error
cuadratico medio*!-relativo-del uno por mil. La matriz Jz en el modelo citado es:

0.9977 0.0114 0.0036
Jrp = 04330 1.2973 0.8270 | . (126)
0.3967 1.2942 0.8736

Se ha simulado la repeticién del experimento de medida 1500 veces. Los experimentos simulados
estdn afectados por errores que, se asume, siguen una distribucién gaussiana de media 0 y
desviacién tipica ¢ = 0.0019*2. En cada ocasién se ha resuelto el problema:

F (m) = b, (127)

mediante linealizacién de F, operador no lineal del problema directo, en un entorno de mgy =
(10,5,1). Esto conduce a la formulacién:

Jrx =D, (128)

donde se ha escogido como incégnita el modelo, x = m. El vector de datos b tiene por expresion,
por tanto:
b:pm—F(mo)—l—JF-mg. (129)

La figura 14 representa los datos medidos -procedentes de la primera de las experiencias afectadas
por error- representados sobre la curva de resistividades aparentes simulada sin error.

Posteriormente, la resolucién del sistema (128) mediante eliminacién gaussiana, permite la
obtencién de 1500 modelos que conforman una muestra del conjunto solucién. La figura 15 ofrece
distintas vistas de la nube de modelos resultante. Un punto rojo en el centro de la nube, repre-
senta la solucion exacta del sistema no perturbado. El resto de los puntos quedan representados
en color azul o verde.

El uso de estos dos colores lo motiva la parametrizacion elegida. No se emplea la parametri-
zacion logaritmica en el espacio de modelos. Se trabaja sobre los propios pardmetros-resistividad
y espesor-. Ahora bien, para mostrar integramente la forma de la nube de puntos resultante no
se han incluido las restricciones de positividad que requiere el vector x. Por ello, como soluciones
se obtienen tanto modelos aceptables del terreno -todos los pardmetros positivos- coloreados de
azul como modelos inaceptables de terreno -con algin pardmetro negativo- coloreados de verde.
Los cortes realizados paralelamente a los planos coordenados sobre la nube de puntos, facilitan
la apreciacién de la forma de la nube. Se observa que es un elipsoide con una gran excentricidad

"Vease apéndice (3)
12 Correspondiente a un error cuadratico medio de 0.001.
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Datos medidos. Ruido gaussiano. E.C.M (rel.) de uno por mil

AB/2
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Figura 14: Datos con ECM del 0.1 %
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Figura 15: Nube de modelos equivalentes

con ECM=0.1%.
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-uno de los ejes es mucho méds grande que los otros dos-. La presencia de errores en los datos
parece provocar una dispersién mucho mayor en unas direcciones que en otras. Se destaca que
pequenos errores en los datos provocan grandes variaciones respecto a la solucién obtenida sin
error en los datos. Se concluye, por lo tanto, que:

» existe gran inestabilidad en la determinacién de las soluciones exactas del sistema;
= la inestabilidad no es de la misma magnitud en distintas direcciones del espacio de modelos;

= esta situacion es intrinseca al proceso de inversién cuando se emplean medidas reales -con
error-y métodos numeéricos.

Esta inestabilidad se produce por el hecho de tratar de resolver el sistema con datos erré-
neos. De hecho, se han pretendido reproducir exactamente estos datos erréneos. La exigencia de
perseguir los datos con exactitud -apartdndose de aquellos libres de error- ha supuesto grandes
desviaciones en las soluciones correspondientes. Parece intuitivo que si no se intentase resolver
exactamente un sistema con segundo miembro erréneo, las inestabilidades en las soluciones po-
drian ser menores. Aparte, no tiene sentido reproducir exactamente un dato del que se ya sabe
que es falso. Por todo ello, la formulacién

Jprx = Db, (130)
debe quedar sustituido por otra mas coherente
Jpx ~ b, (131)

donde se aclarard méds adelante como interpretar estrictamente el simbolo ~.

En la figura 16 puede verse otra razén en apoyo de la formulacién (131) y en detrimento de la
(130). En la parte superior se representa el nimero de modelos en funcién de su error no lineal.
Se puede observar que, aunque todos ellos resuelven exactamente el sistema lineal, ninguno
resuelve exactamente el problema no lineal, lo cual después de todo, es lo que se pretende.

En la parte inferior de la citada figura se adjuntan dos histogramas que representan a los
modelos (sobre 1500) agrupados en funcién del valor de la norma o de la seminorma. La norma
es la euclidea del vector de pardmetros solucién y la seminorma es la norma del vector s = Lx.
Como matriz L se ha tomado, en este caso la siguiente:

L=11, 0,-1],

que valora la diferencia entre las resistividades de la primera y de la segunda capa.

Estos histogramas podrian ser utilizados para investigar la estructura interna del conjunto
de soluciones, ofreciendo la posibilidad de, por ejemplo, cuantificar la probabilidad de obtener
una solucién cuya norma esté entre 5 y 13.

Se ha procedido a repetir la experiencia con un ECM de un 1 %. En este caso se observa que
la dispersién de las soluciones ha aumentado considerablemente, dado que la nube se extiende
de modo que muchas de las soluciones son no vélidas. En la figuras 17, 18 y 19 se ilustran estos
hechos.

Si, en lugar de considerar tres puntos de medida, se considerasen sélo los dos iltimos em-
plazamientos de los electrodos, lo cual serfa equivalente a conservar solamente las dos iltimas
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Dato medido .vs. prediccion no lineal Dato real .vs. prediccion no lineal
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Figura 16: Diferentes histogramas de la nube de modelos equivalentes con ECM=0,1 %

Datos medidos. Ruido gaussiano. E.C.M (rel.) del 1%
11 . T T T

AB/2

Figura 17: Datos con ECM del 1%
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Nube de modelos equivalentes con ECM del 1%

Figura 18: Nube de modelos equivalentes con ECM del 1%
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Figura 19: Diferentes histogramas de la nube de modelos equivalentes con ECM=1 %
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filas de JF y se optase por mantener invariable el valor del espesor de la primera capa, t; = 5,
la nueva matriz J7 es:

g _ [ 04330 0.8270
F=10.3967 0.8736 |’

v las componentes del nuevo vector de datos se calculan segiin la expresion:
b =b;—Jp(i,2)t1, i = 1,2, (132)
con lo cual

, [ 5.1668
b= [4.8471 ]

El nuevo sistema restringido®? tendrfa la siguiente expresién:
pm =D,
que, explicitamente, se escribe:

0.4330 0.8270 ] [ m ] _ [ 5.1668 ] ' (133)

0.3967 0.8736 P2 4.8471

El nimero de condicién de J% es 35.68, es decir, bastante alto, lo cual explica la inestabilidad
del sistema. En la figura 20 se representan los dos primeros puntos medidos y su situacién. En
la figura 21, se representa la nube de soluciones.

Medidas en dos puntos muy proximos

0 5 10 15 20 25
AB/2

Figura 20: Datos reducidos con error ECM=0,1 %.

43Se denomina restringido puesto que se mantiene fijo el valor del espesor de la primera capa. Las variables son,
por lo tanto p; y ps.
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Figura 21: Nube de modelos equivalentes con ECM=0,1 %.

Sobre 100 realizaciones diferentes se aprecia la gran dispersion existente respecto a la solucién
del problema no perturbado -indicada con punto rojo-. Asimismo aparece claramente ilustrado
el hecho de que la dispersién no es la misma en todas direcciones, sino claramente mayor en
la direccién, aproximada, de la diagonal del segundo y cuarto cuadrante. Este hecho guarda
relacién con el denominado rango numérico de la matriz (véase el apéndice relativo al capitulo
lineal, donde se analiza en el contexto geométrico de interseccién de dos rectas) y se entiende
mejor utilizando la descomposicién en valores singulares que se presentard en breve.

4.7.2. Sistema subdeterminado

Se analizard ahora el comportamiento de las soluciones en el caso en que los puntos de medida
sean sdlo dos, situados a corta distancia uno de otro. El terreno sobre el que se lleva a cabo
la experiencia tiene, como antes, dos capas caracterizadas por idéntico vector de pardmetros,
a saber: mg = (1.1,10,10.5). Si las medidas no hubiesen sido afectadas por error alguno, las
resistividades aparentes quedarian reflejadas en el vector:

b, = (5.22, 4.84).

Sin embargo, para simular lo que ocurriria en una situacién real, donde existirian diferencias
aleatorias entre las distintas repeticiones de la misma medida, se ha supuesto que el vector
medida estd afectado por un ruido aleatorio gaussiano de media nula y de desviacién tipica
o = 0.0125, correspondiente a un error cuadritico medio en el vector de medidas del 1 %.En
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total, el niimero de experiencias simuladas ha sido de 200%4.
Observando atentamente la matriz jacobiana®

| 04330 1.2973 0.8270

T =1 03067 12042 0.8736 |’ (134)
del problema representado mediante el sistema:
Jpm =b, (135)

puede apreciarse que:

= los coeficientes de las dos filas son distintos y no proporcionales -es decir, una fila no es
proporcional a la otra. Esto significa que las dos ecuaciones en (135), son diferentes. Por
tanto, el rango de Jr es dos;

= el nimero de incégnitas es tres. Uno de los pardmetros, pues, puede variar libremente sin
influir en el resultado;

= a pesar de que los coeficientes sean distintos, puede decirse que casi son iguales. Entendida
cada una de las ecuaciones en (135) como la ecuacién de un plano en el el espacio tridimen-
sional, ambos son casi paralelos. Como, ademads, el vector de datos b contiene dos medidas
muy proximas en superficie, habra, en general, poca diferencia entre los valores de sus dos
coordenadas. Por eso, los planos serdn casi coincidentes. Si lo fuesen completamente, su
interseccién serfa un plano. Como no lo son completamente su interseccién serd, estricta-
mente hablando, siempre una recta -con un grado de libertad, coherente con el hecho de
que un pardmetro varie libremente-. Sin embargo, dado que los planos estdn muy préox-
imos, una pequeina incertidumbre en su situacién relativa puede generar gran confusién
en la posicién real de la recta de interseccién. La situacién de ésta podrd barrer zonas
relativamente grandes de un plano, aproxim#dndose a lo que ocurre en el caso de planos
coincidentes, situacién que ocurre, recuérdese, cuando las dos filas de Jp -ampliadas con
b- son idénticas, siendo el rango de J g igual a uno.

Es decir que, “numéricamente hablando” la situacién es, en cierto modo, intermedia entre
el rango dos y el rango uno.

La figura 22, sitia los dos puntos de medida. Obsérvese la cercania de los mismos lo cual
motiva el comentario del epigrafe precedente.

La figura 23 representa las soluciones del sistema (135) cuando el segundo miembro ha sido
perturbado de la forma comentada.

La recta azul indica la direccién del nicleo de Jp. Si un punto fuese capaz de solventar (135)
exactamente -por ejemplo el suelo real mg representado mediante un punto rojo- cualquier otro

4 El hecho de que, en diferentes ejemplos, se simulen distinto niimero de repeticiones (en un caso 1500, en éste
200, etc) se debe a que se ha debido condicionar la cantidad de modelos representados a la consecucién de la
nitidez adecuada en la representacion de la figura correspondiente. Es decir, tomando como ejemplo esta figura,
la representacién de 1500 modelos ‘velaba’ considerablemente la parte central de la nube de soluciones.

45 préestese atencion al hecho de que, dado que los puntos de medida actuales son los dos dltimos puntos de la
terna del ejercicio anterior, las filas de la nueva matriz en [134] son idénticas a las dos dltimas filas de la matriz
jacobiana en [126]
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Figura 22: Caso en que las medidas estdn tomadas en dos puntos cercanos

Soluciones del sistema de norma minima. Sistema subdeterminado
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Figura 23: Soluciones del sistema de norma minima
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punto obtenido a partir de éste desplazdndose en la direccién indicada por la recta azul, seria
una solucién capaz también de predecir exactamente los datos medidos. Sobre esta ilustracion,
parece importante comentar que:

= El hecho de que el sistema sea compatible y subdeterminado se concreta visualmente en
la existencia del conjunto de modelos de terreno representados por la direccién de la recta
azul. Nétese que dicha recta no es paralela a ninguno de los ejes coordenados. Por lo tanto,
el paso de un punto de ella -por ejemplo my- a otro cualquiera implica la modificacién
simultdnea de los valores de todos los pardmetros. Es decir, introduciendo ciertos cambios
a la vez en los valores de las resistividades y espesores de todas las capas se llega a una
prediccién idéntica.
El uso matizado de la expresién “ciertos cambios” se debe a que, como se ve en la figura,
para obtener a partir de un modelo solucién otra solucién equivalente la modificacién debe
tener lugar en la direccion de la recta y no de forma arbitraria. Por tanto, los cambios
en los parametros deben ser proporcionales a los cosenos directores de la recta
en cuestion. O sea:

Ap; = Acosag = 0.6799\, (136)
At1 = MAcosag = —0.5419),
Apy = Acosas = 0.4940\.

Podria resumirse lo expuesto indicando que lo que influye en la prediccién de los datos
en un sistema subdeterminado no es la modificacién libre de uno de los pardmetros, sino
la modificacién de cierta combinacién lineal de los incrementos*® de los pardmetros. En
este ejemplo se ha supuesto que se dispone de una herramienta que permita, a partir de
la formulacién del problema (135) determinar qué combinaciones de pardmetros (en este
caso lineales) afectan y cudles son irrelevantes en el célculo del error de prediccién de los
datos.

s Una vez obtenida una solucién -que en este caso reduce el desajuste a cero porque se
trata de un sistema compatible- se ha visto que pueden modificarse sus pardametros de la
forma indicada en (136) y obtener un terreno equivalente. Esta posibilidad tiene un aspecto
negativo y también una lectura positiva. Para ilustrar el lado negativo imaginese obtenida
-por algin procedimiento- la solucién verdadera mg. Se insiste en que se conoce que es
verdadera, por ejemplo porque se tiene acceso a un corte geolégico en un talud y se ha
visto que asi es en la realidad. Si la persona que esté resolviendo el sistema desconociese
este hecho, podria estar tentada de escoger, en lugar de la solucién mgy cualquiera otra
de sus equivalentes hallada cambiando los pardmetros de mg de la forma indicada en

40F] nicleo de J# es, en este caso, el vector:
v = (0.6799,—0.5419,0 .4940)
Por lo tanto, puede escribirse que, si m; es una solucién exacta del sistema:
m=mi + A\v

también lo es.
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(136). No obstante correcta desde el punto de vista matemdtico, esta nueva solucién ha
introducido caracteristicas ficticias que falsean la geologia, en este ejemplo. La nueva
solucién incorpora lo que se denominan artefactos matemdticos sin correlato geolégico real.

Dado que en un problema real no se conoce el terreno verdadero my -pues es precisamente el
conocimiento que se persigue- no es facil reconocer cudndo una solucién matematicamente
correcta contiene artefactos. Esta dificultad se presenta, siempre, cuando al menos una
parte del problema estd subdeterminada en el sentido de que infinitas soluciones de “igual
calidad” son posibles. Se ve, pues, la importancia que cobra disponer de una herramienta
que permita discernir qué parte de un problema, si es que hay alguna, estd subdeterminada.
La descomposicién en valores singulares responde a esta necesidad.

El aspecto positivo de esta situacién es el siguiente: imaginese que el terreno real sobre el
que se realiza la experiencia no es mg aunque este hecho se desconoce. Piénsese que se ha
resuelto el problema (135) y que se ha obtenido como solucién, precisamente my. En la
misma zona se han llevado a cabo algunos sondeos casi a nivel de superficie y, tras ensayos
de laboratorio sobre varias muestras, se ha concluido que la resistividad superficial no es
inferior a 11 £ - m. Justamente el hecho de que el problema esté subdeterminado permite
calcular, a partir de la solucién matemadtica obtenida mg -inconsistente con la experiencia
citada- una nueva soluciéon compatible con los resultados de laboratorio. La nueva solucion
my, cumple:

2 10 + 0.6799X
mg,; = mg + Av = t1 = 5 —0.5419A . (137)
0o 1+ 0.4940)

De la primera ecuacién en (137) se obtiene A = 1.4708. Con este valor se calculan t1 y p,.
Por tanto,
mg, = (20,4.2,1.73) .

En consecuencia, en un problema subdeterminado pueden utilizarse los grados
de libertad existentes para satisfacer la informacién a priori. Sobre la marcha se
menciona que lo interesante es emplear esta informacién para conseguir reducir la incer-
tidumbre en la parte subdeterminada del problema y que esta informacién “no afecte” a la
otra parte del problema, que es la encargada de reproducir -en este caso exactamente- el
valor de las medidas.

El efecto de la informaciéon a priori modificando la parte del problema perfectamente
determinada por los datos -puede servir de ejemplo el caso compatible, determinado y con
medidas libres de error, ilustrado antes- produciria una desviacién o sesgo en la solucién
que se traduciria en una diferente capacidad para predecir las medidas. En el ejemplo
compatible y determinado del primer caso, cuando la solucién se determina sélo a partir
de los datos, el error de prediccién es nulo (es decir, el sistema se resuelve exactamente).
Si se modificase alguno de los pardmetros de esta solucién en el sentido de satisfacer mejor
alguna informacién a priori, la prediccién del sistema serfa distinta y, por tanto, siendo las
medidas las mismas, el desacuerdo con ellas serfa mayor que antes -donde era nulo-.

= Una vez identificada la direccién v en la que, como se ha visto, pueden aparecer artefactos,
la figura 23 muestra lo que ocurre cuando se pretende resolver el sistema (135) con la
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condicién de que -si los datos estuviesen libres de error- no apareciesen artefactos. O sea,
que si las medidas no estdn afectadas por perturbaciones aleatorias se recupere el suelo
verdadero my.

Lo sorprendente es lo que ocurre cuando el sistema se resuelve con medidas afectadas
por errores aleatorios. Se observa que una pequena perturbacion en los datos -el error
cuadrético medio de la perturbacion aleatoria es del 1 %- produce una gran modificacién
en las soluciones halladas. En la figura 23, el pardmetro p, puede variar en mds de un
400 % y el pardmetro p; hasta un 40 %. Si “el dato” es interpretado como la realizacién de
una variable aleatoria (debido a la incertidumbre que pesa sobre su valor), “la solucién”
ya no es puntual, sino una regién (una nube de puntos).

La “nube” estd en un plano perpendicular a la recta azul. Las soluciones halladas no
tienen componentes en la direcciéon de dicha recta. La “incertidumbre” introducida por el
ruido aleatorio en el vector de datos ha sido transmitida a la solucién lo suficiente como
para que la “nube” solucién tenga un tamafno considerable. Sin embargo, el tamafio de la
“nube” -que en realidad es un elipsoide- es mucho mayor en una direccién que en las otras
dos. La disparidad es tal que la “nube” casi se percibe visualmente como un segmento
perpendicular a la recta azul. Esto tiene su explicacién.

Como ya se habia sugerido, el extraordinario parecido de las dos filas de la matriz jacobiana,
proveniente de la cercania de los puntos de medida, es un hecho relevante. Mientras no sean
iguales (rango 2), la interseccién de los dos planos que las representan geométricamente
es una recta que refleja la existencia de un grado de libertad. Perpendicularmente a dicha
recta -la recta azul- el tamano de la regién solucién es nulo.

En el caso en que las dos ecuaciones sean coincidentes (rango 1), las soluciones se sitian
en un plano. Este queda definido por la propia recta azul més otra recta, perpendicular
a ella, que contiene las componentes de las soluciones en la direccién perpendicular a la
anterior.

Al no ser iguales, pero extraordinariamente parecidas, la incertidumbre en el dato produce
un efecto extrano. La direccién azul, que no depende del dato sigue siendo la misma. Pero
en la parte de la solucién completamente determinada por el dato -y perpendicular a la
recta azul- ésta se difumina convirtiéndose en una especie de segmento. Se trata de una
situacion intermedia entre las dos anteriores: la “rectilinea” (rango 2) y la “plana” (rango
1) en la cual el segmento aludido se “extenderia” hasta alcanzar la condicién de recta.

En esta circunstancia, las soluciones estarian comprendidas en una banda plana de tamano
infinito en la direccién indicada por la recta azul y limitada en anchura en la direccién del
“segmento”.

El hecho de que una pequena perturbacién en los datos pueda generar semejante desviacién
de la solucién del problema (?7) respecto a la solucién verdadera es algo no deseable. Se
ha visto que la informacién a priori puede ser utilizada para fijar las partes de la solucién
no afectadas por los datos -esto es, para decidir su situacién sobre la recta azul-.Ahora
bien: ;podria utilizarse, también, la informacién a priori para reducir la gran variabilidad
inducida en las soluciones por nimios cambios en las medidas?. Se verd que esto si es
posible. El precio que hay que pagar es que, al ser la solucién que incorpora la informacién
a priori distinta de la dictada exclusivamente por los datos, cambia la discrepancia con éstos
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-aumentando-. ;Es mejor una solucién alejada de los conocimientos geoldgicos previos y
que cumpla estrictamente con los datos medidos o una més aproximada a dicha informacién
pero menos acorde con los datos medidos?. Esta pregunta es una de las razones por las
que puede hablarse del “arte de modelizar”.

» Finalmente en el caso de un sistema puramente subdeterminado?” cabe utilizar un tipo
de informacién a priori numérica, como es la bisqueda de la solucién de norma euclidea
minima (o solucién natural):

Imarfly =, min bl (138)

Este es un problema de optimizacién con restricciones y puede ser resuelto mediante la
técnica de multiplicadores de Lagrange. Una manera mds directa de abordar el proble-
ma es mediante técnicas del dlgebra lineal. Hemos visto que las soluciones del sistema
subdeterminado pertenecen a la variedad lineal

m=m"+kerJp,

donde m* es cualquier solucién particular del sistema lineal compatible subdimensiona-
do. La solucién de norma minima geométricamente corresponde al punto de dicha var-
iedad lineal que ademds se encuentra en el subespacio ortogonal a su subespacio director
[keer = ImJH :

myy € (kerJp)t < (ker Jp)t = Im J%,

por lo tanto:
myy =I5y, (139)

donde J%. € M(n, s) e y € R®. Como ademés se tiene:
Jrmpyy = b,

se debe verificar
JpJpy =b, (140)

sistema que recibe el apelativo de ecuaciones normales del problema de norma
minima. Si el problema es puramente subdimensionado entonces se verifica

rgJpJt: = rgJp = s,
con lo cual la matriz JpJ% es regular y se tiene:
-1
y={JrJ%) b

myy =I5 (Jp3%) b, (141)

es decir, existe una tinica solucién de norma minima.

TEl rango de la matriz del sistema coincide con el niimero de datos (ecuaciones).
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4.7.3. Sistema sobredimensionado o sobredeterminado

Una nueva situacion se produce cuando el nimero de ecuaciones que condicionan los pardamet-
ros del terreno -coindicente con el nimero de medidas realizadas- es mayor que el nimero de
ecuaciones®®. Para ejemplificar este caso, se presenta un experimento simulado en el cual se han
llevado a cabo medidas en tres puntos diferentes de la superficie, bien distanciados entre si, con
semiespaciados electrédicos dados por el vector:

s =(1,8,30),

sobre el mismo terreno de dos capas de los ejemplos anteriores, mg = (10,5,1). A fin de reducir
a dos el nimero de pardmetros desconocidos, se supondra conocido y fijo el espesor de la primera
capa geoeléctrica t1 = 5. Si las medidas realizadas estuviesen libres de error, las resistividades
aparentes serian:

Pap = (9.989,6.633,1.154) .

Con el fin de simular lo mds aproximadamente posible la realidad, han sido obtenidos 300
vectores de medidas sintéticas afectadas por un ruido gaussiano de media nula y desviacion
tipica ¢ = 0.094, que permite obtener datos con un error cuadrético medio (relativo) del 5 %.
Uno cualquiera de estos tripletes es, por ejemplo:

b %= (10.15,6.97,1.097),

m

y queda representado en la figura (Ifigl7datosl) junto con la curva de resistividades aparentes
sin error. Asumiendo, como se ha dicho que t; = 5 siempre, el problema que se plantea es:

Jym=b (142)

donde
b=p”—F(mg)+JIp-mg—t;-Ip(:2), (143)

siendo, Jr (:,2) la segunda columna de la matriz jacobiana Jp original. El sistema (142) a
resolver seria, pues:

0.9983 0.0027 10.1455
0.5952  0.6062 [ A1 } = | 6.8952 |. (144)
0.0049 1.1033 | L 72 1.0953

La figura 24 presenta las tres rectas que traducen geométricamente cada una de las ecuaciones
de dicho sistema en el plano (p;, py). Inmediatamente salta a la vista que las tres rectas no se
cortan en un punto. Por lo tanto, no existe solucién del problema (142). Es otra forma de
decir que existen incompatibilidades entre las tres ecuaciones.

Sin embargo, recordando que el segundo miembro de (144) es una medida errénea y lo
comentado en el caso del sistema determinado, lo que en realidad no existe es un suelo que
prediga exactamente datos erréneos. Es decir, son los errores de los datos los que introducen
incompatibilidad en las ecuaciones®®.No parece, nuevamente, razonable exigir el ajuste perfecto
y cobra nuevamente sentido reformular el problema (142) como:

Jrm~b. (145)

48 Naturalmente se supone que todas las ecuaciones aportan informacién no contenida ya en las restantes, o sea
y 7 )

que no hay ninguna ecuacién redundante.
9Fn realidad, si los datos fuesen exactos -esto es libres de error- las tres rectas se cortarfan en el mismo punto.
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Modelos solucién del sistema sobredeterminado (e.c.m=5%)
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Figura 24: Modelos equivalentes en el caso sobredeterminado con error del 5 %.

1, Qué sentido debe darse al signo ~7. Una vez obtenidas las medidas, cabe plantearse qué terreno
permite unas predicciones més préximas a las mismas. La idea de proximidad exige la utilizacién
del concepto de distancia y, por lo tanto, el uso de las normas. Asi pues, el problema (145) podria
ser sustituido por

~ P
mg, = min HJFm — bH , p=1,2,3,...00. (146)
mecR2 p

Los criterios para elegir la norma p se han comentado en el apartado correspondiente. Se hardn
los razonamientos en el caso p = 2. En esta situacién, my, cumple las denominadas ecuaciones
normales del problema de minimos cuadrados:

(E}EF) m,,; = Jbb. (147)

En el caso anteriormente analizado, la solucién del sistema se ha representado en la figura
24 como un punto rojo que, como se observa, no pertenece a ninguna de las tres rectas. Esto
significa que dicho punto no cumple ninguna de las tres ecuaciones exactamente. Sin embargo,
de alguna manera, es el que mejor predice las tres medidas.

,,Cudl es la solucién del sistema cuando se perturba el dato b?. Cada uno de los puntos azules
representa la solucién de las ecuaciones normales en el caso de un sistema perturbado con el ruido
gaussiano antes mencionado®’. Se vuelve a encontrar un fenémeno conocido: las perturbaciones
en los datos producen dispersién de los puntos solucién. En este caso en particular, como el

08¢ ha resuclto el sistema [147] mediante el método de eliminacién gaussiana. Posteriormente se ha resuelto el
problema de minimizacién utilizando una descomposicién QR, teéricamente més estable. No hay diferencias en
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nimero de condicién de j}jp es 1,716 es relativamente préximo a la unidad, la nube de puntos
no es muy grande. No obstante, las desviaciones de algunos pardmetros respecto a la solucién
puede ser del 30 %.

Es decir, también en el caso de minimizacién de un problema sobredeterminado la solucién,
siendo tnica, es inestable. ;Podria reducirse esta inestabilidad?. A esta pregunta se responderd
afirmativamente, utilizando la informacién a priori en un proceso denominado regularizacion.
No obstante, la nueva solucién obtenida producird un desajuste con los datos medidos que ya
no serd minimo.

La figura 77 representa el mismo caso cuando las dos dltimas medidas se toman en puntos
mucho mas préximos. Puede observarse como las rectas representativas de dichas ecuaciones se
“parecen” mucho mads entre si que en el caso anterior. Esto motiva que la nube de soluciones
cambie de orientacién. Como consecuencia del parecido entre las dos tltimas filas, el nimero de
condicién de Jr ha aumentado a 1,71 mientras que el de J}J F vale ahora 2.95. La nube de
puntos es ligeramente mayor en este caso.

Modelos solucién del sistema sobredeterminado (e.c.m = 5%)
3.5F T T T T T T T T =

Figura 25: Soluciones equivalentes con ecm=>5% en el caso sobredeterminado con ecuaciones
“casi” redundantes.

El planteamiento del sistema (145) como problema de minimizacién (146) realizado en el
caso de un sistema sobredeterminado puede emplearse para uno determinado. En este caso, la
solucién de minimos cuadrados podra reducir la discrepancia con los datos a cero. Las tres rectas

los resultados en este caso. Podria deberse a que la diferencia entre el niimero de condicién de la matriz jacobiana
(que es de 1,31) y el de la matriz J%Jr -de 1,71-, es muy reducida y los sistemas bastante estables -por ser su
nimero de condicién préximo a uno.
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se cortan en un sélo punto que es la solucién tanto del sistema de ecuaciones como del problema
de minimizacion.

En el caso subdeterminado el problema tiene dos partes. Una, no condicionada por las
medidas -son las componentes de la solucién en el nicleo de Jg - que es a la que se debe el
nombre de subdeterminado. Esta parte de la solucién puede variar libremente. La otra parte del
problema transmite a la solucién la informacién de los datos. Dada una solucién -en el sentido
de minimos cuadrados- de esta segunda parte, cualquier otro modelo obtenido sumdndole la
componente del nicleo produce, exactamente el mismo desajuste.

Aqui, debe introducirse la informacién a priori para elegir una de ellas. Un tipo de demanda,
muy frecuente, consiste en solicitar la solucién que tenga la norma minima. Esto, fisicamente,
equivale a interesarse por el terreno que tiene las resistividades més bajas en todas las capas y
que, ademds, tiene las capas mds delgadas y el sustrato mds cerca de la superficie. Para que la
norma sea minima, bastaria que las componentes de la solucién en el nicleo tomasen el valor
nulo.

» Interpretacién geométrica del sistema de minimos cuadrados

La figura 26 muestra la interpretacién geométrica del sistema de minimos cuadrados de
un sistema lineal Jg - x = d. En realidad, el método consiste en determinar la proyec-
cién (ortogonal) p del vector de datos d sobre el subespacio ImJF y en resolver el sis-
tema lineal Jg-x;3 = p. Por lo tanto por génesis, las ecuaciones normales del sistema de
minimos cuadrados siempre son un sistema compatible, dicho de otro modo, dado que
JLb € Im J&JF sea cual sea el vector de datos d, es decir en general dicho sistema admite
infinitas soluciones. Si ademds la matriz del sistema, JtF, es completa en rango, entonces
la solucién de minimos cuadrados es tnica y el sistema original recibe el apelativo de
puramente sobredeterminado.

ker JFt

Im JF p =Py ;p(d)=JFJFJF)! JFtd

Figura 26: Interpretacién geométrica de la solucién de minimos cuadrados

4.8. La descomposicién en valores singulares

En los problemas anteriores se ha tenido la oportunidad de visualizar cémo pequenas varia-
ciones en los datos de un problema lineal -planteado como sistema o, de forma mds amplia,
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como problema de minimizacién- suponen la introduccién de cambios relativamente grandes en
la solucién del sistema. El conjunto de soluciones sigue, a pesar de su aleatoriedad, un patrén
caracteristico. En las figuras anteriores se ha comprobado que la regién en la que se hallan estos
modelos parece un elipsoide cuyos ejes no son todos iguales. La orientacién y tamano parecen,
ademds, tener que ver con lo cerca que estén las filas del jacobiano de ser linealmente dependi-
entes. Geométricamente, la asimetria del elipsoide, asi como el tamano de su eje mayor, crece
cuando las rectas que representan algunas de las filas del jacobiano tienden a parecerse. Resul-
tarfa interesante disponer de una herramienta que permitiese explicar, de manera sistemadtica,
por qué esta regién tiene forma de elipsoide, con qué estd relacionada la orientacién de los ejes
del mismo y qué afecta a su tamano. Serfa recomendable que tal herramienta sugiriese claves de
céomo reducir la variabilidad observada y cudles son los cambios que se producen cuando esto
ocurre.

Por otro lado, en un problema real, es posible que haya una parte del modelo que esté
subdeterminada, es decir, que no se vea afectada por las medidas tomadas. Convendria poder
identificarla de manera sistemdtica. Se ha visto cémo puede atribuirse valor a esta parte in-
determinada utilizando la informacién a priori. Y, aun méds, ayudaria, dentro de la parte del
modelo que si esté determinada -o sobredeterminada- por los datos, poder identificar compo-
nentes diferentes del modelo en funcién del grado en que estan determinadas (o influyen en) las
medidas.

El uso de la informacién a priori se ha venido sugiriendo que pudiese, también, ser utilizado
para reducir la inestabilidad indeseable que surge cuando las medidas tienen error (o sea, siempre
en la practica). Esta herramienta buscada permitiria analizar cémo esto es posible y qué es lo
que cambia en cada caso.

El objeto matemético que permite llevar a cabo estas tareas se denomina descomposicién
en valores singulares de la matriz JF. A continuacion se presentan la filosofia y los detalles
del mismo:

Filosofia de la descomposicién

Considérese el problema lineal presentado en la forma -més general- de problema de opti-
mizacién:

min | JFx —d||,, (148)

donde x representa bien m o bien Am. Supéngase que, para fijar ideas, JF € M (s,n).

JF es la matriz de una aplicacién lineal J : R®™ — R™, del espacio de modelos R" en
el espacio de datos R?, referida a la base candnica de ambos espacios. La descomposicién en
valores singulares de Jp proporciona, en primer lugar, dos bases ortonormadas de vectores: una,
{vi},i =1,2,---n, en el espacio de modelos y otra {u;},i = 1,2,---s en el de datos con una
serie de caracteristicas de gran utilidad para los propdsitos enunciados en el parrafo anterior.

Los vectores u; hasta el n-ésimo estan relacionados con su correspondiente v;, mediante un
escalar 0;. La terna (u;,0;,v;) se caracteriza por las relaciones:

JFVZ‘ = o;U44, (149)

JFuZ = 0;Vj.
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Esto significa que la matriz JF se vuelve diagonal®® en estas dos bases. De la imagen por JF de
la componente de un modelo (o incremento de modelo) cualquiera x, en la direccién indicada
por v;, puede decirse -analizando la expresién (149)- que:

= estd en el subespacio del espacio de datos generado por la u; correspondiente.

= Esla propia componente del modelo sobre v; amplificada por el factor o;, véase la expresion
(151).

A la luz de la relacién(149), la descomposicién en valores singulares podria decirse que
desagrega o compartimenta los espacios de modelos y de datos en subespacios mutuamente per-
pendiculares, numerados mediante un subindice ¢. La informacién relativa al modelo contenida
en el subespacio i-ésimo (generado por v;), influye y es influida dnica y exclusivamente por el
contenido informativo que las medidas poseen en el subespacio i-ésimo (generado por u;) del
espacio de datos.

De la misma forma, supéngase que un vector de medidas d pueda ser escrito como suma
de la medida libre de perturbaciones d, y de un vector de errores e. Si dicho error afectase
solo (o, sobre todo) a las componentes que el vector de datos tiene en los subespacios generados
por algunas u;, dicho error afectaria sélo (resp. fundamentalmente) a las componentes que la
solucién posee sobre las v; correspondientes del espacio de modelos. Es decir, podria conocerse
en qué direcciones -caracterizadas por los vectores v;- del espacio de modelos, la transmisién del
error ocurrido en las componentes u; de los datos produce més difuminacién o menos.

Los escalares g;,7 = 1,2, - - - n, denominados valores singulares, son no negativos -pueden ser
cero- y se presentan siempre en orden decreciente con el valor de 1.

Los vectores u; y v; se denominan vectores singulares a la izquierda y a la derecha, respec-
tivamente.

Dado que el sistema {v;} ,7 = 1,2,---n es una base del espacio de modelos, cualquier modelo
(o incremento) x puede expresarse en dicha base como:

i=n

x:Z(x-vi)V,-. (150)

=1

Utilizando la propiedad (149) la imagen por JF de este modelo x es:

JFX:Z(X-VZ')JFVZ‘ = Zai (x - v;) . (151)
i=1 i=1

Segin distintos autores (Hansen, 1998, Hanke, 2002), p.ej.- los vectores u; y v; tienen, en general,
la propiedad de hacerse més oscilantes a medida que aumenta el indice 4. Por lo tanto, expresar un
modelo cualquiera x o un dato d, en sus bases respectivas, {v;} y {u;}, pudiera ser considerado
como una descomposicién en componentes de distintas frecuencias. O sea, las componentes de x
(resp. d) en la direccién de un v; (resp. u;) de indice ¢ bajo describirfan las partes estructurales del

SLJF es, en general, una matriz rectangular de dimensiones (s,m). No puede, por tanto, estrictamente hablando,
diagonalizarse. No obstante se utiliza esta palabra para aludir al hecho de que se consigue expresar esta matriz
en funcién de otra, 3, »), cuyos elementos de subindice i # j son siempre nulos.
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modelo (resp. del vector de datos), es decir, serian las componentes de baja frecuencia. Asimismo,
las componentes de x (resp. d) en la direccién de un v; (resp. u;) de indice ¢ alto describirian
los detalles del modelo (resp. del vector de medidas). Estas tltimas serfan las componentes de
alta frecuencia.

En los problemas relacionados con el método de S.E.V los valores singulares se hacen pe-
quenios rédpidamente y de manera continua con i. Esto significa, segin la expresién (151) y lo
recientemente dicho que las componentes de alta frecuencia -las componentes més de detalle-
del modelo son amortiguadas o suavizadas, ya que su imagen se obtiene multiplicdndolas por
valores o; pequenos. Visto a la inversa, se obtiene la confirmacién de un fenémeno conocido a
partir de las graficas de los ejemplos anteriores, a saber: Las componentes de alta frecuencia
de las medidas se transmiten a las partes correspondientes de la solucién amplificindose. Es
decir, los detalles introducidos en los datos por el azar en las medidas se corresponden amplias
variaciones en las partes correspondientes de la solucién.

En un anslisis posterior se confirmars el papel amortiguador o amplificador de las ;. No
obstante, para la formulacién tradicional en S.E.V se refutard el creciente comportamiento os-
cilante atribuido a las u; y v; a medida que aumenta 1.

La expresién matricial de la descomposicion en valores singulares (d.v.s) de la matriz JF es:

t
Vi
t
v
J = UEVt = [u17 ug, - um] Z(rvr) O(Tivn*’r) 2 , (152)
O(mfr,r) O(mfr,nfr) :
Vt

n

donde la matriz ¥,y es una matriz diagonal formada por los valores singulares no nulos en
orden decreciente. Es decir:

cpr 0 O
Z(r,r): 0o . 0 ; 01202 2+ 2 0. (153)
0 0 o,

Los términos restantes de la diagonal de la matriz 3 son nulos.

En (152) quedan relacionados los subespacios N (JF) = {v,11,Vyy2, - vy}, nicleo de JF,
y {41,042, uy}. Como la descomposicién en valores singulares dada por la expresion
(152), relaciona univocamente y de forma exclusiva cada subespacio unidimensional generado por
{vi},i=1,2,---n, con otro subespacio unidimensional del espacio de datos {u;},i=1,2,---s,
a través de un factor de proporcionalidad o;, resulta que pueden suprimirse del problema las
partes de los espacios de datos y de pardmetros vinculadas a través de valores singulares nulos,
sin que nada se vea afectado.

Supéngase que el problema a resolver sea sobredeterminado (s > n). Si, en la matriz JF, el
nimero de columnas (o filas) linealmente dependientes es menor que n, el rango de JF, r (JF),
cumple estrictamente que:

r(J)=r<n.

En este caso se pueden suprimir los subespacios generados por:

1. a) {upy1,up49, - uy}, porque ningin modelo tiene nada que ver con estos datos al no
estar en la imagen de JF.
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2. {u,y1,u,49,---u,}, porque, al corresponder a valores singulares nulos, no pertenecen
tampoco a la imagen de JF.

3. {vri1,Vry2, - Vy}, forman el nicleo del operador JF y, por tanto, no influyen en los
datos.

Asi pues, cuando el rango del operador JF es r y la matriz es deficiente en rango, basta sélo
considerar los valores singulares no nulos y sus correspondientes subespacios para representar a

la matriz JF. Por tanto,
i=r(JF)

JF=JF, = > owvl
=1

Si se considera, por tanto, la solucién al problema sobredeterminado (o determinado),
min || JFx —d||,.
X

La descomposicién en valores singulares simplifica notablemente los célculos algebraicos en las
ecuaciones normales correspondientes, obteniéndose al resolverlas que:

xme = V [ (5'5) 7 | Uta (154)
La matriz AT =V [(EtE)_l Et] U? se denomina matriz pseudoinversa. Por tanto,

xme = Afd (155)

En el caso subdeterminado o mixto, la solucién de norma minima del problema (148) conduce
a la misma férmula que, desarrollada, es:

i=r
utd
Xme = E o V;.
i=1

4.9. La estructura geométrica de las inestabilidades

Las expresiones obtenidas sirven para aclarar la estructura que siguen las inestabilidades del
problema de minimos cuadrados y, por tanto, el patrén geométrico de la nube de soluciones.

Considérese primero el hecho de que, dado que la solucién x,,. se relaciona linealmente con
el vector de datos d mediante la expresiéon (155) y éste estd afectado de error estadistico, la
propia X,,. puede considerarse como una variable aleatoria. Al vector de datos hipotéticamente
libre de error, d,, le corresponde la solucién “verdadera”:

x, = Afd,. (156)

Una medida de cémo el error del dato contamina la solucién viene dada por el error cuadrdtico
medio definido como:
2
ECM = B {|xme = %o/l }
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Como matriz de ponderacién se utiliza la inversa de la covarianza de la variable aleatoria X,
yva que la magnitud de la dispersién de la solucién en distintas direcciones del espacio de modelos
serd, en general, diferente y por tanto los errores deben ser valorados de acuerdo a las distintas
capacidades de variacién.

El error cuadrético medio se puede reescribir como:

ECM = E{||% =[5 } + B {|Ixme — %l }

El primer término es se conoce como sesgo de la estimacién. En el caso en que los errores de los
datos tengan un promedio nulo, debido a (155) y a (156) el sesgo también lo es.

El segundo término es una varianza ponderada para cuyo cédlculo se precisa conocer la matriz
C, de covarianza de la solucién en el espacio de modelos. En el caso general de problema mixto
de rango r < n, supéngase -por simplicidad- que los errores de los datos estdn incorrelados y
tienen la misma varianza 0(21. Entonces:

t
0V (Xme) = B { (Xme = %) (Xme = x,)'} = Alcov (d) (A1),
utilizando la d.v.s la expresién se transforma en:
cov (Xme) = V, (042, %) VL.

Se puede representar mds intuitivamente en forma matricial como:

2 t
71 o Vi
o v}
_ 2
00 (Xie) = (V1,2 1v,) |
t
o4 v
o2 r

Puede verse céomo la propagaciéon del error del dato es mucho mayor en la direccién de las v;
asociadas a los valores singulares o; mds pequenos. El efecto amplificador de éstos pequenos
valores es muy grande pues no sélo aparecen en el denominador de los términos de la matriz de
covarianza, sino que lo hacen al cuadrado.

Siempre que en un problema existan valores singulares o; pequenios, habrd grandes variaciones
en la solucion y las direcciones de mdaxrima inestabilidad -a lo largo de las cuales la nube de
soluciones es mds alargada- tienen por vectores directores asociados las v; correspondientes a
dichos valores.

En el decurso del capitulo, las distorsiones geométricas de las nubes solucién han aparecido
como consecuencia de la eleccién de dos (0 mas) puntos de medida muy préximos. Esto aseguraba
la obtencién de dos filas de la matriz jacobiana muy parecidas y, por tanto, la aparicién de valores
singulares pequenos indicativos de la cuasi-dependencia lineal del sistema. Sin embargo, en el
problema de S.E.V, la aparicién de valores singulares pequenos es una caracteristica intrinseca del
mismo. Para ilustrar este punto se ha tomado como ejemplo un suelo de 5 capas de resistividades
representadas por el vector (10,20, 1,50,2) y espesores dados por (5,5,5,5). Se ha cuidado de
que las abscisas superficiales de medida estuviesen regularmente repartidas, para tratar de evitar
la posibilidad de recoger datos cuasi-redundantes. La curva de resistividades aparentes con las
medidas puede verse en la figura (27) y la curva de los valores singulares del problema en la
figura (28). Se observa que es una curva rapidamente decreciente.
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Curva de resistividades aparentes
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Figura 27: Datos medidos sobre curva de resistividades aparentes.

Curva de valores singulares. Resistividades y potencias. 4 capas.
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Figura 28: Curva de valores singulares
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4.10. Clasificacién de los problemas discretos lineales

A veces, la elecciéon de una parametrizacién desacertada en el espacio de modelos puede
conducir a un mal condicionamiento de la matriz del sistema lineal a resolver. Pero en ocasiones,
como es el caso en los S.E.V, la matriz del sistema estd correctamente mal condicionada’?, siendo
esta propiedad parte de la formulacién del problema.

Dentro de los problemas inversos discretos mal condicionados, la literatura ha venido distin-
guiendo entre dos tipologias diferentes, segin su modo de evolucionar hacia el caso continuo (Hansen,
1998, Hanke, 2002) :

» Sistemas denominados deficientes (numéricamente) en rango: caracterizados por la
presencia de un grupo de valores singulares pequenos claramente distanciados de otro grupo
de valores singulares mayores. Los métodos empleados para remediar las inestabilidades
bésicamente actian sobre el grupo de valores singulares pequenos.

s Sistemas denominados tradicionalmente mal planteados: caracterizados porque los val-
ores singulares evolucionan, sin solucién de continuidad, desde los valores grandes a los
valores pequenios. No es posible definir dos grupos.

Si bien tiene sentido mantener esta distincién, puesto que (en general) requieren tratamientos
diferentes, en este trabajo se ha considerado mds consistente y clarificador renunciar al uso
del término mal planteado para los sistemas discretos que muestran un continuo de valores
singulares. La razén es doble:

= Por un lado, preservar idéntico el significado del término “mal planteamiento” en el caso
continuo y en el caso discreto.

= Incluir el hecho de que, por discretizacién de problemas continuos “mal planteados” se
puede llegar a sistemas discretos deficientes (numéricamente) en rango.

Hadamard, a principios de siglo (Hadamard, 1923), caracterizaba a un problema continuo
mal planteado como aquel que cumplia alguna de estas tres propiedades: carecer de solucién;
poseer infinitas soluciones o contar con la presencia de discontinuidades en la evolucién de la
solucién del problema en funcién de los datos del mismo. Esta iltima propiedad se refiere al
hecho de que variaciones arbitrariamente pequenas en los datos del problema puedan producir
cambios arbitrariamente grandes en la solucién del mismo.

En un problema discretizado queda descartada tercera posibilidad. Por tanto, sensu estricto,
debiera llamarse problema mal planteado sdlo a aquellos problemas discretos que no tengan
solucion o tengan infinitas.

Respecto a aquellos casos que tienen solucién inica, cabe la posibilidad de que su matriz de
coeficientes esté bien condicionada o no lo esté. Y es en este segundo caso donde se recupera la
distincién (tradicional) entre sistemas con dos grupos bien diferenciados de valores singulares y
sistemas en los que esto no ocurre. A estos ltimos se alude mediante la expresién “sistemas de
valores singulares no agrupados”. La clasificacién puede ilustrarse asi:

52Ge recuerda que el nimero de condicién de una matriz se puede calcular como el cociente entre el valor singular
mayor y el mas pequeno.
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Sin solucién
Mal planteados : .
Infinitas soluciones
Problemas discretos lineales Bien condicionados

Bien planteados v.s.agrupados

Mal condicionados {
v.s. no agrupados

El problema de S.E.V discreto pertenece al grupo denominado “v.s. no agrupados” aunque
pueda asimilarse -sobre todo en discretizaciones de bajo nimero de pardmetros- al caso “v.s.
agrupados”.

4.11. Concepto de regularizacién

Entre las patologias hasta aqui descritas se encuentra la no existencia de solucién, la presencia
de infinitas soluciones y la inestabilidad.

Bajo la denominacién de regularizacién se agrupan una serie de procedimientos para in-
corporar informacién adicional, modificando el problema, de forma que exista una solucién del
nuevo problema transformado la cual debe ser, ademads, mds estable. La regularizacién pues, o
bien elimina o bien amortigua la influencia que en la solucién tiene la parte de la misma “con-
taminada” por los errores de los datos o del procedimiento numérico. El modo de filtrar estas
partes indeseadas de la solucién depende del método de regularizacién elegido.

Son de gran utilidad, por tanto, herramientas numéricas que permiten identificar y segregar
dichas componentes. Por ejemplo, la ya comentada descomposicion en valores singulares (d.v.s)
o su extension, denominada descomposicion generalizada en valores singulares (d.g.v.s) que se
describira posteriormente.

4.12. La informacién a priori: otro modo de expresién

Se ha visto que es posible especificar caracteristicas de la solucién exigiendo su pertenencia a
ciertos conjuntos geométricos. Sin embargo, a veces se dispone de estimaciones razonables sobre
las magnitudes de ciertas propiedades de la solucién. Por ejemplo puede hablarse de soluciones
mds o menos “rugosas’ o “heterogéneas”; de perfiles geoeléctricos que globalmente sean més o
menos resistivos o de restricciones en la profundidad del sustrato rocoso -y, por tanto, en la
suma de las potencias de las capas superiores-.

Las normas (o seminormas) adquieren nuevamente protagonismo para expresar matemati-
camente estas propiedades fisicas del terreno solucién sobre las que se desea tener cierto grado
de control. Una vez escogida la propiedad de interés (rugosidad, resistividad global, etc...) las
normas permiten medir el “tamarnio” de la solucién de acuerdo con aquella. Se hablara pues, abre-
viadamente, de tamarnio de la solucién, sobreentendiéndose que se refiere, en realidad, al tamano
de ciertas caracteristicas suyas. Una formulacién suficientemente general para los propdsitos de
este trabajo es la siguiente:

€ (m) = ||L (m — m")]| (157)

p Y
donde m*representa alguna estimacién disponible a priori, p es el indicativo del tipo de norma
(en este trabajo se considera fundamentalmente que p = 2 y se reflexionard, mas adelante, sobre
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el caso p=1) y L (m,n), con 7 < n, es una matriz de rango 7. Se aportan algunos ejemplos
ilustrativos:

1. Se pretende tomar control sobre las variaciones de resistividad entre capas consecutivas
tomando como base lo que le ocurre en este sentido al modelo de referencia m*. Si la

parametrizacion escogida es m = (py,t1,09,t2 -+ , py)
10 -1 0 0
L — o o0 1 0 -1 0

1
La matriz L tiene de dimensiones (n; ,n).

2. Se desea acotar la desviacion relativa del valor de los pardmetros de m respecto de los
de m*, penalizando mds rigurosamente la discrepancia relativa en unos pardmetros que
en otros. Al tratarse de diferencias relativas, parece adecuado utilizar la parametrizacion
logaritmica, de modo que m = (log pq,logti log py,logts -+ ,logp,) ¥y

ar 0 0 0
0 az 1 0
L= :
0 0 0

0 0 0 a

Hay, naturalmente, mds posibilidades. Si m*es una buena estimacién y L permite una
descripcion adecuada de una propiedad relevante, cuanto menor sea €2 (m) més compatible
serd la solucié hallada con la informacién a priori.

4.13. La descomposicion generalizada en valores singulares

El objeto de la regularizacién es -como se ha mencionado- reducir el abanico de posibles
soluciones del problema inverso (a una en particular) o estabilizar el problema frente a pequenas
modificaciones en los datos. Una de las formas de hacerlo, conocida como regularizacién de
Tikhonov, utiliza la informacién a priori disponible -expresada del modo indicado en el apartado
anterior- proponiendo la optimizacién del siguiente problema modificado:

min [ JFx — d[f3 + A2 ||L (x — x| (158)

L : R® — R” es el operador de reqularizacion. El valor de A establece el grado de penalizacién
del valor € (m) esto es, cudnto se penaliza la discrepancia respecto a la informacién de refer-
encia. Si A — 0 se tiende a recuperar el problema inicial en el que la informacién a priori no
juega ningun papel. Si A — oo se desprecia la informacién de los datos geofisicos medidos y se
busca una solucién con el criterio exclusivo de maximizar la compatibilidad con la informacién
a priori. El valor adecuado de A%® combinars del mejor modo ambos tipos de informacién. A

53 Posteriormente se ofreceran algunos criterios para su cslculo.



El problema inverso lineal 107

comprender el funcionamiento detallado de este método de regularizacién ayuda extraordinaria-
mente una herramienta denominada descomposicién generalizada en valores singulares,
abreviadamente (d.g.v.s).

El funcional de regularizacién 2 (m) es una medida del grado de incumplimiento de los
requisitos a priori. Un modelo m = m*+myg con mg € ker (L) anula Q (m). Estos modelos, por
tanto, serfan ya plenamente consistentes con la informacién aportada y nada cambiaria para
ellos. Sin embargo, con mayor generalidad, la diferencia m —m™* se puede expresar como:

m—m* = Amg + Am,.,

donde Amy € ker (L) pero Am, ¢ ker (L). Es ésta ultima componente de cada modelo la que,
al ser penalizada en el funcional (158) hace que se encuentre una solucién distinta que tienda a
reducirla. Serd denominada componente regularizada.

El operador JF : R™® — R? actia tanto sobre las componentes regularizadas como sobre las
no regularizadas. La inestabilidad del problema inverso puede analizarse a través de la d.v.s de
la matriz JF'. Se sabe que proviene del hecho de que aparecen valores singulares o; muy pequenos
y, por tanto, las componentes inestables son las contenidas en los subespacios generados por las
v; asociadas. Sin embargo, nada se conoce sobre el efecto que sobre dichos vectores tiene la
regularizacién introducida en el problema a través del operador L. La d.v.s de la matriz JF por
sf sola, como es 16gico, no puede clasificar los modelos desde el punto de vista de la accién de L.

Por ejemplo, es posible que en el problema sin regularizar el vector m tenga una componente
asociada fundamentalmente a valores singulares o; pequenos. Por lo tanto, serfa muy inestable
frente a perturbaciones en los datos. Sin embargo si, tras incluir la regularizacién L, resultase
muy penalizada porque 2 (m) sea alto, se producirfa un amortiguamiento de las inestabilidades
a las que es aparentemente propenso.

Por otro lado, las componentes de un modelo m m4s influyentes sobre los datos, asociadas a
los valores o; mas altos, podrian resultar ser las méds incompatibles con la informacién a priori
disponible. En ambos casos parece que la base propuesta V para “desagregar” el comportamiento
de un modelo m bajo la accién del operador JF' puede no ser la adecuada para considerar su
comportamiento frente a la operacién de L.

Se precisa, pues, una herramienta que permita determinar simultdéneamente y de forma
sencilla dos cosas:

1. Coémo afecta un modelo dado a las predicciones del funcional (y viceversa). Este objetivo
es también logrado por la d.v.s de JF.

2. Coémo se ve afectado ese mismo modelo por el proceso de regularizacion a través del oper-
ador L. Seria deseable que aparecieran, también aqui, coeficientes cuyo valor representase
el grado de influencia que el operador tiene sobre cada vector. El efecto que un cambio
en los datos produciria en la solucién dependeria de la combinacién de los dos tipos de
coeficientes. Convendria, por tanto, que dicha combinacién relevante tuviese una forma
facilmente matematizable. Como se verd, se trata de su cociente.

Dadas dos matrices JF'(s,n) y L (m,n), conjuntamente consideradas en el par (JF, L), la
descomposiciéon generalizada en valores singulares de las dos matrices es una operacién
que genera los siguientes resultados:
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s Para la matriz JF

JF = [_j(s n) X(rm) O(rn—m) X1 ——JFX =0 Y O(r,n—m)
’ O(n—w,w) I(n—w,n—w) (nn) (n—m,m) I(n—ﬂ,n—rr)
(159)
» Para la matriz L
L=V [ Tum Opmn-m | Xy =LX=V [y Onnum |- (160)

La matriz X es regular (no necesariamente bien condicionada) y de dimensiones (n,n). Sus
columnas (o sus filas) son, por tanto, una base del espacio de modelos M. Los términos a la
derecha del signo de implicacién en las expresiones (159 y 160) muestran un modo alternativo
de expresar la accién de los operadores JF' y L sobre el sistema de vectores columna de X -que
es una base de M-. Por tanto esta descomposicién permite calcular el efecto de JF y L sobre
un vector arbitrario de M, simultdneamente. Este es uno de los objetivos deseados.

La descomposicién generalizada produce dos matrices U (s,n) y V (p, p). Los vectores colum-
na de U forman una base ortonormada del subespacio imagen de JF. Asi pues, el efecto que
J I ejerce sobre cualquier modelo se puede expresar como una simple combinacién lineal de las
columnas de U. Por su parte, las columnas de V forman una base ortonormada del subespacio
imagen de L. Es decir, el resultado de aplicar la regularizacién a cualquier vector se expresa
como una combinacién lineal de las columnas de V.

La matriz ¥ r) es una matriz diagonal que contiene 7 escalares 7;,1 = 1,2,--- , 7 que
cumplen:

0<01<02<---<7,< 1.

Sobre estos valores cabe aclarar que:

= en general, no guardan relacién con los valores singulares de la descomposicion en valores
singulares de la matriz JF'.

s a diferencia dichos valores singulares de JF, los valores &; se presentan en orden creciente.

= Cuando JF opera sobre los vectores de la base X se distinguen dos casos:

e sil <i<p, JFx; =0;u;. O sea, los valores 7; son los factores de amplificacién de las
coordenadas de un modelo cualquiera expresado en la base X, al operar sobre él JF'y
expresar el resultado en la base ortonormada U. Segtin esto, las componentes de m en
las x; correspondientes a un 7; de pequeno valor apenas influyen en las predicciones
y, por tanto, estas componentes son las mas susceptibles a las inestabilidades del
problema, inverso

e si el indice de columna es p+ 1 < ¢ < n el vector y los datos por él predichos
mantienen las mismas coordenadas en ambas bases (X, [_J'). Ademads, estas x; forman
una base del niicleo del operador L generando todos los modelos que no “sienten” la
regularizacién. Asi pues, las componentes de los modelos que no se ven afectados por la
regularizacién conservan, al transformarse por accién de JF' las mismas coordenadas
en la base U que las que tenfan en la base X.
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» Lamatriz II; ) también es una matriz diagonal. Contiene los 7 escalares 1,7 = 1,2,--- ,p,
para los que se cumple que:

L>pg 2 pg > 2 pe > 0.
Como se ve, se presentan en sucesién decreciente:

e si 1l <3 <p, Lx; = p;v;. Es decir, la regularizaciéon multiplica las coordenadas de un
modelo en la base X por los factores ;. Un valor de p; alto, significa una componente
més penalizable en el funcional, o sea, indica que las componentes del modelo se alejan
del comportamiento deseado.

e si p+ 1 <i<mn, se trata de componentes que estdn en el nicleo de L.

= Se cumple ademds la relacién:

y, por tanto,

Esta expresién indica que a las componentes mds influyentes en JF' y, por tanto, menos
inestables en el problema inverso (7; grandes) les corresponden valores p,; bajos. Esto
muestra que tienden a ser también consistentes con la informacién a priori. Viceversa, las
componentes més inestables del problema inverso (&; pequenas) son, por tanto, como debe
ser, las méds afectadas por la regularizaciéon (p; altos).

Puede demostrarse que la solucién al problema (158) es

Xreg= Z fz = Xz + Z t : d) X (161)

i=p+1
donde )
fi= QLQ,
A% +7;
y _
%227 i=1,2,--,p,
g

son los denominados valores singulares generalizados. Se presentan en orden creciente con
1 y reflejan la influencia que en el subespacio generado por cada x; tienen simultdneamente
el operador JF, a través de las 7;, y el operador L, mediante las p,;. Subespacios asociados a
los primeros valores generalizados, ~; pequenos, son susceptibles de sufrir inestabilidades y, por
tanto, preferentemente afectados por la regularizacién. Por contra, los subespacios asociados a
valores singulares de fndice ¢ mayor, ~, grandes, son més estables y la regularizacién actiia menos
sobre ellos.
En forma matricial (161) se puede expresar como:

»i 0 _
Xpeg = XO < 0 Loy rnm > U'd,
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donde la matriz ® es una matriz diagonal,

’Y% 0

493 0
0 B9 0
@ == AQ -‘r’Y% 9
0 0 0
0 0 0
N2 +y2
(uf -d)

que filtra o amortigua los términos . Cuanto mayor sea el valor del pardmetro A\? menores

5.
son los términos de ® y mds se amor‘éiguan las componentes correspondientes de la solucién,
evitando oscilaciones excesivamente grandes. La matriz de filtros es diferente en funcién del
método de regularizacion escogido. Se examinaran al estudiar cada uno de ellos.

Finalmente es preciso comentar que en este trabajo sélo se hace alusién a los denominados
métodos de regularizacién directos, en los que es preciso disponer de las matrices JF y/o
JF? explicitamente. Frente a éstos existen también métodos de regularizacién iterativos, los
cuales sélo calculan los productos JFx y JF'y sin calcular JF y/o JF! y generan una secuencia
iterativa de soluciones que convergen a la deseada. Estos tltimos son métodos adecuados cuando
se trata de grandes matrices, con estructura que merece la pena preservar, que obligan a ahorrar
tiempo.

Dentro de los métodos directos, se realizard un andlisis detallado del método de regularizacién
de Tikhonov.

4.14. Regularizacién de Thikonov

El denominado método de regqularizacion de Tikhonov ha sido desarrollado independiente-
mente por Philips (1962) y Tikhonov (1963). En lugar de resolver el problema

min || JFx — d||3, (162)
X
donde x es, o bien m o bien Am se resuelve otro problema obtenido al anadir a (162) un término
de penalizacién Q (x) = ||L (x — X*)H% que contiene la informacién a priori. El nuevo problema
es:
min [JFx —d|3 + A% L (x —x*)|3. (163)

Las ecuaciones normales asociadas son:
(JF'JF+\’L'L) x = JF'd+\*L'Lx",

ecuaciones que muestran que la formulacién (163) puede ser expresada también como:

() (i)

en la que se observa mas facilmente que si la interseccién entre los nucleos de JF y L se reduce
al vector nulo, existe una unica solucién de (164) que viene dada por:

2

, (164)
2

min
xX

Xmex = (JFUIFA2LL) ' (JF'd+A’LLx") . (165)
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Si se denomina
JFY = (JFIF+A2LL) " JFY,
LY = (JFIF+A2L'L) ' LY,
la solucién (165) se puede expresar de forma compacta como:
Xmer = JFFd+A2LY Lx*.

Si se opera sobre esta expresion utilizando la descomposicion (resp. generalizada) en valores sin-
gulares de JF (resp. de JF y L) se pueden detallar mas las componentes de X, x. En particular,
si se utiliza sélo la base V procedente de la d.v.s de JF y L =1,

oF}

Xme\ = % (fi (v -d) + (1= f) fo"‘) Vi, (166)

i=1
siendo )
f; _ %
A2+ 0?

Mientras que si L # I, es preferible utilizar la d.g.v.s del par (JF,L) para obtener,

i=p t i=n
Xmed = D (ﬁw + (1= fi) ¢§X*> xi+ Y (uf-d)x;, (167)

: gj .
=1 i=p+1
con )
fi=
i 2 2"
AT+ i
La presencia de los factores de filtro f; es una caracteristica relevante de estas expresiones.

Observéando (166) y (167) puede verse que los errores en d influyen en la solucién X. a
t t

’L" l,.

través del término resp. de —& amplificando las incorrecciones asociadas a las

0 g
componentes de la misma vinculadas a los valores singulares o; (resp. ;) menores. Por tanto,
es deseable que las f; amortigiien precisamente estas variaciones disminuyendo su valor cuando
i aumenta (resp. ¢ disminuye).

4.15. Anadlisis lineal de los efectos de la regularizacion de Tikhonov

Tal como se sugiere en la introduccién de este capitulo, el problema inverso lineal es una
etapa intermedia de la solucién del problema inverso no lineal en S.E.V, si se emplean algoritmos
locales. Asi que es importante estudiar el efecto de la regularizacién en cada una de esas etapas
para entender cémo se transmite la inestabilidad de una a otra, hasta la solucién final. Se
comienza por la generacion de datos sintéticos sobre un terreno interesante, abordando la solucién
y andlisis mediante la descomposicién en valores singulares. Posteriormente se propondré
otro caso donde se aprecian sustancialmente las ventajas del empleo de la descomposicién
generalizada en valores singulares.
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En el primer caso (d.v.s), se comienza ilustrando la evolucién de los filtros con A e i. Consid-
érese el suelo de 5 capas caracterizado por las resistividades (10, 1, 50, 10, 1) y espesores (5, 5,5, 5).
En la figura 29 puede observarse, arriba, su curva de valores singulares y en la parte inferior la
evolucion de los filtros de tikhonov en funcién del orden del vector singular.

Curva de valores singulares de la d.v.s. Terreno 5 capas.

30 T T T T T T T
0,=26.3
"\ 0,=14.2
03=1 21
L 0,=8.6 |
20 \ 02=3.7
o. 06=0'041
! — 0,72.56-3
10k ~ oa=4.74e—Z
[N -
~ 0'9—2.46—8
~o _
0 I I I I - *— — o o
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Numero de orden del valor singular
Evolucién de los coeficientes del filtro de Tikhonov para distintos A

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Numero de orden del valor singular

Figura 29: Curva de valores singulares y filtros para la regularizacién de Tikhonov.

Cada curva corresponde a uno de los valores de X indicados. Se aprecian dos comportamientos
diferentes:

1. Si A <oy, el filtrado sélo afecta a la componente de la solucién representada por el vector
Vg que, tal como se vé en la tabla ®, recoge casi exclusivamente informacién de p3 y py.
La accién del filtro no afecta a la informacién situada en v; con i < 9, ni siquiera al
anterior, ¢ = 8. El mismo andlisis y conclusién se mantiene para el resto de los valores de
A mientras éstos cumplan que A < 0g. La razén de este comportamiento estriba en que,

en este tramo, o; < 0;_1, por tanto, cuando A es del orden de o;, el valor de f; =

N +to?
o? o?
~ . — 1 ~ 1= ~
~ (0,5 pero el valor de f;_1 Mol el 1.

Este filtrado es, por tanto, efectivo a la hora de disminuir las inestabilidades y no modifica
la calidad de las predicciones del problema directo, ya que sélo afecta a la informacién
asociada a los valores singulares pequenos.

2. Cuando A > o, el filtrado de una componente, por ejemplo vs, afecta a todas las anteriores.
Esto es asf porque los g; con ¢ < 5 tienen todos el mismo orden de magnitud. Por tanto,
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cuando A es capaz de reducir el valor del filtro f; también lo hace (aunque en menor
medida) con los anteriores. Este es un hecho importante porque significa que, a partir
de cierto valor de A\ se modifica informacién asociada a valores singulares grandes y, por
tanto, de gran influencia en el ajuste de los datos. Necesariamente el desajuste tiene que
aumentar.

A la luz de la expresién (166) y de la ilustracién realizada sobre los filtros cabe valorar la
influencia de la informacién a priori. Cuando A < og la importancia de la misma viene dada
por el factor (1 — f;) ~ 1. Esto significa que la regularizacién de tikkhonov casi “elimina” estas
componentes de la solucién “propuestas” por el dato erréneo sustituyéndolas por las corre-
spondientes componentes del propio modelo de referencia. En el resto de los casos la informacion
a priori entra de manera més distribuida.

La siguiente tabla contiene, en cada una de sus columnas, informacién relativa a cada uno de
los vectores singulares v; del espacio de modelos. El nimero en cada casilla refleja el porcentaje
aproximado de dicha informaciéon que influye en el pardmetro de la misma fila. Por ejemplo,
la cuadricula situada en columna correspondiente a vg y en la fila de p, contiene un 80,6, lo
cual significa que aproximadamente el 80 % de la informacién que posee vg se concentra en la
resistividad de la cuarta capa en exclusiva. Se utilizard esta tabla (®) en lo sucesivo.

P v; vy V3 V4 Vs Vg vy vy Vg
p; 64 15 2 3 02 0 0 0 0
ti 22 35 10 26 38 25 04 O 0
p, 66 176 1.6 292 76 394 78 1 0
to 5.1 148 1.7 30 77 40 85 1 1
ps 0.0 7 29 0 12.6 5 18.3 35 13.6
ts 0 7 29 0 12.7 2 9 40 3

0 14 6 0 26 0 3 4 80.6
ty O 1.3 5 0 2.5 10 52 196 1

0 1 14.8 11 50.3 0 0 0 0

La estructura resistiva del terreno presenta particularidades muy relevantes en la practica.
La segunda capa es mucho menos resistiva que la tercera y posee una potencia comparable a la
del estrato suprayacente. En estas condiciones la reglas de equivalencia de Maillet afirman que
existen multiples combinaciones pardmetros, p, v to, del segundo estrato generadoras de predic-
ciones practicamente idénticas. La tnica condicién es que el pardmetro denominado conductancia
longitudinal, definido como:

c="12
to

permanezca aproximadamente constante. Como en el presente andlisis se ha utilizado parame-
trizacién logaritmica del espacio de modelos, la ecuacién anterior se escribirfa como:

log py = logty —log C, (168)

que, representada en un sistema (logta,log py), es una recta de pendiente unidad.
El problema inverso se ha resuelto generando, sintéticamente, datos que no difieren (tal como
se supone que ocurre en las buenas campanas de campo) de las medidas libres de error en mds
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de un 5 %. A fin de analizar qué efectos tiene esta técnica de regularizacién sobre el fenémeno de
equivalencia detectado en la segunda capa, han sido calculados y representados los pardametros
(log ta,log py) de los modelos solucién -correspondientes a dichos datos- obtenidos al resolver
con diferentes valores del pardmetro de regularizacién \. Particular hincapié se ha hecho en
el estudio del intervalo o7 < A < g9. Como informacién a priori se ha considerado el modelo
m* = (10,5,10°,10?%,50,5,10,5,1).

Las conclusiones obtenidas, su justificacién y la ilustracién -cuando es posible- de esta tltima,
se exponen a continuacion:

1. En la figura 30 se representan las proyecciones, sobre el plano (logte,log p,), de las nubes
de modelos solucién del problema planteado. Se concluye lo siguiente:

a) caso o9 <\ < o,

1)

2)

Se aprecia claramente la dispersién en los valores py y t2, confirmédndose empiri-
camente la equivalencia predicha.

Las nubes solucion se disponen de manera bastante ajustada sobre una recta de
pendiente +1, tal como indica la relacién (168), confirmando que, al menos en el
problema lineal las reglas de Maillet se cumplen. No obstante, las nubes tienen
un tamano que, aunque grande, es limitado.

A medida que A aumenta desde og hasta og la dispersion disminuye drasticamente
(hasta 4 6rdenes de magnitud). Esta evolucién encuentra justificaciéon teniendo
en cuenta las relaciones entre magnitudes de valores singulares contiguos y los
porcentajes indicados en la tabla .

Cuando se aumenta A, por ejemplo, del valor og a og, el posible efecto de vg sobre
la segunda capa desaparece®® y se reduce a la mitad la influencia de vg que, de
por si, tiene s6lo del orden de un 2% de su contenido dedicado los pardmetros de
la segunda capa. El orden de magnitud aproximado de la dispersién es, entonces:

t 0,05
u—S: Vsl 00) = Tos2 - 1072 2 2 10%,

d o 47107

p27t2) =
donde e es el vector de error, |vg| (po,tz) €S UNA medida del contenido de v; rel-
ativo a la segunda capa y d(,, ,) la dispersién los pardmetros de la misma (de
sus logaritmos). Igualmente puede razonarse con los restantes valores de A del
intervalo aqui considerado.

b) caso A\ > o3,

)

2)

Ha desaparecido practicamente la dispersién. La mayor dimensién de la nube
observada es del orden de 0,05, lo cual supone una cota superior de los errores
relativos del orden del 5 %.

El hecho de que la dispersién remanente tenga una direccién perpendicular a
la anterior, se debe que todas las componentes de la solucién en la direccién
precedente han sido filtradas.

51 En este caso, de la tabla ® se puede deducir que dicha contribucién ya era nula.



El problema inverso lineal 115

3)

Al aumentar A se aprecia un desplazamiento de la nube hacia arriba -en direccién
al valor log p, = 5- y hacia la izquierda -hacia logty = 2-. Es la influencia de la
informacién a priori introducida con el vector m*.

Incluso la ligera asimetria observada en los valores de log p, hacia valores posi-
tivos, en el caso A = gg pudiera atribuirse a esta misma causa, indicando que la
informacién a priori comienza a actuar con intensidad a partir de este valor de

A

Por lo tanto, para valores de A inferiores a og = 0,041, la solucion estd dominada por
el error cometido en los datos de campo, existiendo dispersion apreciable. Para valores de
A superiores a o5 = 3,7, los errores de campo apenas influyen y, en cambio, domina la
informacion a priori suministrada. Valores de X\ tal que 0,041 < A\ < 3,7, caracterizan
un rango en el que ambos -datos e informacion a priori- influyen de forma similar. La
dispersidn es razonablemente baja, aportando fiabilidad a los resultados, y ademds tiende
a ser consistente con los conocimientos previos. Es, pues, una zona interesante desde el
punto de vista practico.

logp, o A=0g | 335 \ A =05 | 3.9\ A =0, |

logp, 0 / ] 0 ]
° A =0y A =0y 0 A =0,
0

22 capa: nube de soluciones para distintos valores de A\
5e+4 2000 20

° 4 10

° [ 4
-5e+4 -2000 : -10@ : :
-5e+4 5e+4 -5000 0 5000 -10 0 10 20
10 3.45 4
5 ° | 34 1 3.95

oo
5 ‘ ‘ 33 e 3.85
-5 0 5 10 355 36 365 37 3 3.05 3.1
4.24 ‘ 4.36 ‘ ‘ 4735
A =c ‘e =0 A =0,
422 3] ®e 2| 4m
log p, 434} b /
42 | 4725
- 7
4.18 4.32 472
2.7 2.75 28 26 261 262 263 2245 2.25 2.255
log t2 log t2 log t2

Figura 30: Dispersion en las soluciones para distintos valores de A

2. La curva L: se han graficado de forma conjunta dos magnitudes de interés practico: el
residuo en la prediccién de los datos medidos, ||JFm —d||,, y la norma de la solucidn,
|m]||,, en cuyo valor puede verse el grado de compatibilidad con la informacién a priori
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suministrada. Dos casos han sido tomados en cuenta:

a)

b)

modelo de referencia representando estratos de potencias y resistividades unitarias,
m* =log(1,1,1,1,1,1,1,1,1),
modelo de referencia
m* = (10, 5,10°,10%,50,5,10,5,1) ,

considerado anteriormente.

Las gréficas se ilustran en las figuras 31 y 32, respectivamente.Se pueden extraer las sigu-

6 Curva L: modelo de referencia m*=|og10(1,1,1,1,1,1,1,1,1)
10 = T T T T

A=10"7

A=10C

A=10°

(A=10410"%,

of 102y 107 »=10

Norma de la solucion || m ||2
N
o
T

10'7 Ll | Ll Ll \Hm’
10° 10? 10™ 10° 10’ 10
Norma del residuo || J m -d ||2

Figura 31: Curva L. El modelo de referencia minimiza profundidades y resistividades

ientes conclusiones:

a)

Para valores de A < ¢, la figura anterior mostraba como segura la obtencién de un
buen nimero de soluciones irreales. La curva graficada, en los dos casos considera-
dos, recoge el hecho de que dichas soluciones producen un ajuste razonable, como
corresponde al caso de equivalencia.

La curva se dispone, para estos valores de A, o bien en un tramo horizontal de nor-
ma extraordinariamente alta, o bien en un tramo casi vertical en el que pequenas
variaciones de A\ producen grandes cambios en la compatibilidad con la informacién
a priori.
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, Cuna L: modelo de referencia m*=log, (10, 5, 10%,102, 50, 5, 10, 5, 1)
10 E T T T T

10°¢

10°L

Norma de la solucion || m ||2

10'L

10 L [N L [ L Lol L ool L L
107 107 10° 10 10 10°
Norma del residuo || J m - d ||,,

Figura 32: Curva L. La informacién a priori es un modelo determinado de referencia.

b) El transito desde A = og hasta A = op, estabiliza los valores de la norma de la
solucién en valores cercanos a la del modelo de referencia -lo cual certifica la elimi-
nacién o amortiguacién por filtrado de modelos irreales-. En la curva se observa cémo
este sesgo progresivo de la solucién hacia el modelo de referencia va acompanado
de un desplazamiento hacia la derecha -valores crecientes del desajuste- del punto
representativo. Un desplazamiento excesivo, darfa predicciones con error intolerable.
El filtrado completo de vg -que concentra practicamente toda su informacién en la
segunda capa- ocasionado con A = o5, eliminarfa todas las equivalencias y, entre
ellas, algunas soluciones como py = 200 y t2 = 200, que pudiesen ser factibles. En
ausencia de otros criterios, es el peso dado a la informacién a priori el que decide,
condicionando el grado de amortiguamiento.

Las curvas representadas tienen, representadas en escala logaritmica, un acodamiento
caracteristico que les proporciona una clara forma de L. Nuevamente se llega a la con-
clusion de la existencia de una zona dptima en los alrededores de dicho acodamiento.

c) Existe diferencia entre las curvas L obtenidas para los dos modelos de referencia. En
el segundo caso el acodamiento presenta un minimo. Esto indica simplemente que,
en el proceso, pueden obtenerse modelos cuya norma sea menor que la del modelo de
referencia. En el primer caso es imposible puesto que la norma de este es nula.

3. Anadlisis del efecto sobre una solucién particular. Puede verse en la figura 33 donde
la solucién correspondiente al dato sin error se ha graficado en primer lugar. Se aprecia
que:
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a) para A < g, p.€j. A ~ o7, (recuadro 1.3), se aprecian grandes inestabilidades. No
suelen generarse soluciones aprovechables.

b) para A ~ o0g, (recuadro 2.1 y 1.2), aparecen comportamientos y valores razonables
propios de la solucién verdadera.

¢) para A > o3, (resto de recuadros), se observa un claro desplazamiento hacia arriba
del trazo horizontal correspondiente a la segunda capa, signo de la influencia de la
informacién a priori -poseedora de una resistividad p, = 10°-.

4
i6 10
60 Solucién verdadera 100 3x
i) A _ =
£ 4 Co A =0.03 ) | A=oy
% | 50 I |
f; 20 Co i 1 “
AN O N ) RN - B - T o4
0 10 20 30 0 20 40 60 0 100 200
60 60 60
T M
_'g 40 L1 A=0g 40 T A=og 40 ﬂ A=0,
& ‘ ‘ J‘\ o
- 20 | 20 20
g o ‘ - J |
N . 1. Lo
0 20 40 60 0 50 100 150 0 50 100
60 60 100
® — - _
L T NI S N 2
'% | | ‘ | 50 T
3 20 | 20 ‘ !
o i ] ] |
0 b 0 L 0 a0
0 20 40 60 0 20 40 60 0 20 40 60
profundidad profundidad profundidad

Figura 33: Soluciones: regularizacién de Tikhonov para distintos valores de A

Se plantea ahora un problema ligeramente diferente al expuesto a fin de presentar las presta-
ciones de la descomposicion generalizada en valores singulares respecto a la simple.

Se quiere resolver un problema inverso en S.E.V, buscando obtener un suelo que tenga las
minimas variaciones posibles de resistividad. Siguiendo las directrices indicadas en este capitulo
para expresar la informacién a priori se tiene que:

Q(m) = L (m —m7)],,
donde se emplea parametrizacién logaritmica y, por tanto,

m = (log py,logt1,log py, log ta, log p3,1log t3, log py, log L4, log ps) ,



El problema inverso lineal

y
10 -1 00 OO0 00
I — 001 0 -100 00
000 01 0 -1200 ’
000 00 01 0 -1
con m* = 0, expresando el hecho de que se desearian anular las diferencias entre las resistividades
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de las capas contiguas.

La d.v.s utilizada en el caso anterior propone, como base del espacio de modelos, unos
vectores v; que distribuyen la informacién de los posibles terrenos solucién de una forma in-
satisfactoria para los requerimientos del problema actual. Por ejemplo, no resulta obvio cémo
afectaria a la magnitud log % (y restantes como ella) y, simultdneamente al desajuste de las
predicciones, un amortiguamiento de, digamos, el vector vs. La d.g.v.s proporciona una nueva
base cuyos vectores, X;, contienen estos dos tipos de informacion de manera jerarquizada.

De la d.g.v.s se han obtenido los wvalores singulares generalizados, v;, y se ha graficado la
evolucion de los filtros de Tikhonov -véase figura 34. Ademsds, en la figura 35 se han representado
las componentes de los vectores, x;, de la nueva base.

Curva de valores singulares generalizados de la d.g.v.s. Terreno 5 capas.

8
0158100 | mTl y,=1.5854"10°®
67107 ‘ 1,=0.99999999999977 ‘ y,=6.75*107 q
6- %" = =1557*10°2 -
0.=1.564102 | 1;=0.99987880993928 v,
0,989 ‘ 1,=0.14783 ¥,=6.69
4L 9 4 . _
e
2+ / B
¥ - — - — - —_ = - — - — - — * 7~/, - — T
- — &= — =
1 2 3 4
Evolucion de los filtros de Tikhonov (dgvs) para distintas )
° = —o
- /
0.8+ A= _
= /V1/ P ‘ e
o 06 ;/ )\=Oy; - )\=V3 —
° q y ' °
S 04 _—
g -
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Numero de orden del valor singular generalizado

Figura 34: Valores singulares generalizados y filtros de Tikhonov correspondientes.
Se pueden extraer las siguientes conclusiones:

1. Dado que el rango de L es 4, sélamente hay cuatro valores singulares generalizados, 7,
que responden a la férmula

71227Z:1727 a4'
Hq
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Vectores Xi base de modelos de la d.g.v.s. (5 capas)
1 S

06 /\ obs - *=e_] 0
X, 041 =1 09 i=2 2| =3 40 i=4
0.2 / \ Osceo— - Val Y 20
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100 -
X 50 i=9

Figura 35: Funciones de base para d.g.v.s

Los valores de los tres pardmetros aludidos en esta expresién aparecen graficados en la
figura (filtrobc_gen.fig) -parte superior-. El pardmetro ; crece con el indice 1.

El menor de todos, 7; = 1,58 - 1078, posee un valor extraordinariamente bajo indicando
que las componentes de la solucién en la direccién de x; son, tanto poco relevantes para la
prediccion de datos como muy poco consistentes con los requisitos exigidos por la informa-
cién a priori. El valor de @, = 1,58-10~8 confirma lo primero. Lo segundo puede constatarse
examinando en la figura (vect Vgenbc.fig) -primer recuadro- las componentes impares
de x1, relacionadas con la resistividad, representadas por puntos unidos por una linea. Se
aprecian -en las oscilaciones de la linea- las relativamente altas diferencias entre los valores
de las resistividades contiguas. El valor p; ~ 1 ratifica esta conclusion.

Los restantes valores 7;, al aumentar de valor con i, se vinculan con componentes de la
solucién, x;, i = 2,3,4, mds adecuadas. En la (vect Vgenbc.fig) se aprecia cémo las
oscilaciones aludidas disminuyen hasta desaparecer en ¢ = 4. Asimismo los valores 7;
crecen, indicando importancia creciente en la predicciéon de datos.

Si i > 4, todas las x; asociadas tienen capas de idéntica resistividad. Obsérvese que no
ocurre lo mismo con las potencias de las capas. Esto es asi porque sélo se dispone de
informacién a priori relativa a las resistividades, quedando las potencias fuera de los efectos
del proceso regularizador. Estos vecto res constituyen una base del nicleo de L y la teoria
afirma que son bastante estables.
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5. El comportamiento de los filtros es practicamente idéntico al del caso anterior. Al aumentar
el valor de A se amortiguan los efectos de las componentes més inestables y penalizables.
Cuando A = 7, el efecto de la componente en x; se reduce a la mitad, desaparece la
influencia de x;_1 y precedentes y no se altera la influencia de las posteriores.

Para ver, de manera mads clara, cudl es el efecto del aumento de A sobre las magnitudes de
interés, se ha elaborado la figura

36. En ella se muestran las dispersiones que poseen, al variar A, las magnitudes log Pi -de
Pit1
contraste

(relativo) de resistividad entre capas sucesivas- pertenecientes a las soluciones del problema
de S.E.V mencionado, con datos
erréneos en no mas de un 5 %.
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Figura 36: Dispersién del contraste de resistividades en funcién de A

Se concluye lo siguiente:

1. Si A~ 0, la dispersién es del orden de 10° o superior. Las soluciones son potencialmente
desaprovechables.

2. Si A crece hasta el valor A o~ 7,, la dispersién disminuye, pero continta siendo demasiado
elevada.
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3. Cuando A =~ 73, se observa una disminucién brusca de la dispersién del contraste de
resistividades. La justificacién estriba en que este valor elimina la contribucién de las
componentes, nada adecuadas, anteriores.

4. Para A >~ ~,, el control de la solucién lo tiene la informacién a priori como muestran los
sesgos observados en los tres tltimos histogramas y la pequena dispersién del primero.
En los tres iltimos, referentes a capas de méas profundidad y menos controladas por las
medidas de superficie, el efecto de la informacién a priori ha tenido que manifestarse
primero para estabilizar la situacién. En el primero, de menor inestabilidad inherente por
estar més cerca de la superficie las capas implicadas, esta influencia es menor.

A la luz de lo expuesto, un proceso que genere soluciones aprovechables debe funcionar con
Y3 <A<y

Se ha representado, adicionalmente, la curva que relaciona la norma de la magnitud de interés
|[Lm||, con el desajuste en las predicciones |[JFm — d|, -figura 37-. Se observa la clésica forma
de L.

Curva L: La informacién a priori busca reducir los contrastes de resistividades

T o
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Figura 37: Curva L. El modelo de referencia pretende atenuar el contraste de resistividades.

El acodamiento de la curva coincide con la region de interés mencionada. Un valor de A
inferior, produce rdpidamente valores altisimos de |[Lml||, -significando esto gran discrepancia
con la informacion a priori- . Asimismo, un valor de A superior produciria desajustes intolerables
con los datos.
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5. EL PROBLEMA INVERSO NO LINEAL

5.1. Formulaciones del problema no lineal

En el primer apartado del capitulo lineal, al exponer la motivacién para estudiar los prob-
lemas lineales ha sido preciso plantear lo que se entiende por problema inverso no lineal. Se
mostraba alli que es necesario disponer de un conjunto M, de modelos admisibles descritos me-
diante una determinada parametrizacién. La ley fisica que relaciona cada uno de estos modelos
con las predicciones observables del problema directo viene representada matemaéaticamente por
el funcional:

F:MCR" — DCR°.

F es, en este caso, no lineal®

medidas observables.
El problema inverso, formulado resumidamente, pretenderia estimar y/o caracterizar los
modelos, que en este caso son modelos de terreno, para los cuales:

. D es el espacio, descrito mediante cierta parametrizacién, de las

F(m)~d. (169)

Naturalmente, en la bisqueda de tales modelos de terreno, se debe aprovechar al méaximo la
informacién que, sobre los mismos, se halle presente en las medidas de campo d. Una forma
operativa de conseguir este objetivo es interpretar el simbolo ~, en la ecuacién aproximada
anterior (169), de forma que la misma pueda reformularse en términos de un problema de
optimizacién. Para tal fin, cabe servirse del concepto matemédtico de norma (véase el capitulo
lineal). Con este concepto, la ecuacién (169) se puede reescribir:

hallar m €M: [|d — F (m)||, < tol, (170)

El tipo de norma -determinado al elegir el valor del escalar p- y el umbral de tolerancia -tol-
dependen del modelo matemaético asumido para describir los errores en las medidas. Cuando la
estructura estadistica de éstos se conoce con precisién cabe sustituir el problema (170) por el
problema de minimizacién:

hallar m = min ||[W (d — F (m))||

meM P’

(171)

donde W representa una matriz de ponderacién de los errores. Tal como se ilustra en el capitulo
dedicado al problema inverso lineal, el problema (171) podria no tener solucién o tener infinitas.
Asimismo, dado que en la practica la muestra de datos suele ser tinica, las incertidumbres sobre la
estructura estadistica del error pueden ser demasiado altas como para pretender describirla con
exactitud. Esto cuestiona la posibilidad de acertar con la ponderacién adecuada en la formulacién
(171).

Por otro lado, incluso cuando la solucién sea tnica, se ha visto que las perturbaciones aleato-
rias en los datos pueden transmitirse a la solucién confiriéndole gran inestabilidad.

Por todo ello, si bien parece claro que la informacién aportada por las medidas geofisicas
directas de campo debe estar presente y que formulaciones del tipo (170) y (171) permiten

5F es un funcional cuyo valor depende de la posicién de medida en superficie (z = AB/2) y del modelo de
terreno m. La no linealidad se refiere a la dependencia de F respecto a m.
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aprovecharla al méximo, las dificultades anteriormente mencionadas precisan para ser solven-
tadas o, al menos, amortiguadas, de la utilizacién de informacién complementaria: la denominada
informacién a priori.

Como se detallard en las paginas sucesivas, cabe incorporar esta informacién de dos formas:

» Empleando la formulacién (171) como planteamiento principal del problema. Como en ella
no hay ningtin elemento que incorpore explicitamente informacién adicional que no sean
los datos d, la informacion a priori se deberd incluir en alguna parte del algoritmo de
optimizacién empleado. Por ejemplo, si la resolucién del problema de optimizacién se
aborda mediante un método local, se tratard de llegar a una solucién final resolviendo una
secuencia de problemas aproximados més simples (lineales). La informacién a priori podria
introducirse de forma adecuada al solventar cada uno de dichos pasos internos de manera
que, propagdndose a través de las sucesivas iteraciones, se consiga que esté presente y
afecte a la solucién final.

» Cambiando la formulacién general del problema (171) por otra que incorpore explicita-
mente la informacién a priori. Por ejemplo, en lugar de (171), cabria tratar de resolver el
siguiente problema de optimizacion:

hallar m = min |d - F (m)||,, + A?|L (m — m*)

172
meM (7)

p2?’
donde L podria, por ejemplo, ser una aproximacién discreta de un operador de derivacién
vy A es un escalar. O bien,

m = min [|L (m —m")||

= min ,, tal que ||d — F (m)]|

oy S tol, (173)
formulacién en la cual el énfasis se pone en lograr el mayor grado posible de adecuacién a
la informacién a priori disponible, manteniendo al mismo tiempo cierto nivel prefijado de
sintonia con las medidas de campo.

En este capitulo se comienza por tratar el problema (171) viendo sus particularidades. Pos-
teriormente se trabajard sobre las formulaciones (172) y (173), analizando las similitudes
y diferencias.

Los valores de p; v p2 que determinan el tipo de norma en el espacio de modelos y de
datos se tomardn, en principio, igual a 2. Cuando la norma sea no euclidea se indicard
expresamente.

5.2. Construcciéon de la solucion

En el parrafo anterior se ha hecho hincapié en la no linealidad del funcional F. En el problema
de los sondeos eléctricos verticales no es posible soslayar esta circunstancia. Sin embargo existen
algunos problemas®® que admiten, mediante una reparametrizacién del espacio de modelos, del
de datos o de ambos, una formulacién lineal.

En la figura 38 se ilustra un caso sencillo correspondiente a dicha tipologia.

56Dichos problemas se denominan intrinsecamente lineales.
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Figura 38: Problema inverso de desintegracién radiactiva: comparacién entre la solucién obtenida
por linealizacién y la del problema no lineal original hallada mediante un método cuasi-Newton.

El fenémeno fisico considerado es la desintegracién con el tiempo de determinada masa
de material radiactivo. La ley que modeliza dicho fenémeno puede representarse en forma de
ecuacion diferencial ordinaria de primer grado como:

dm

— = —k k 174
o m, k>0, (174)
m(t = 0)=myo.

La solucién de la ecuacién (174) permite obtener explicitamente la masa restante en funcién del
tiempo transcurrido desde el inicio de la experiencia:

m (t) = moe ™. (175)

FEn el caso de estudio, la masa de partida, mg, es de 10 g. mientras que la constante de desinte-
gracion k vale 0.5. Supéngase que esto se ignora y que, a partir de cierto nimero de observaciones
-en este caso 7- de la masa restante tras haber dejado transcurrir tiempos diferentes, se pretende
conocer tanto la masa de partida mg como la constante k. Las medidas, légicamente, estdn
afectadas por errores aleatorios. En este ejemplo se supone que estos errores afectan multi-
plicativamente a dichas mediciones y que su distribucién es lognormal con pardmetros u =0y
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o = 0.1. En la parte superior izquierda de la figura se representa la funcién de densidad rep-
resentativa de la variable aleatoria observada. Las medidas se muestran en el grafico superior
derecho en realcién a la curva tedrica.

Si se realiza una transformacién logaritmica del espacio de datos (en lugar de considerar las
masas se consideran los logaritmos de las mismas), la expresién (175) se transforma en:

logm = logmgy — kt. (176)

Asimismo, el espacio de modelos se reparametriza de forma que cualquier vector (mq,t) se
transforme en (logmy,t) .

Con estos cambios, la ley (176) es lineal en los nuevos pardmetros. Esto puede observarse al
representar graficamente (véase parte inferior izquierda) el nuevo dato logm frente al tiempo ¢.
La resolucién del sistema lineal correspondiente®, permite obtener como pardmetros:

logmg = 2.222, k = 0.4631.

La calidad del ajuste puede verse observando la recta de color verde. Los pardmetros resultantes
son:

mo(l) = 9.227,
ko = 0.4631.

Se ha resuelto también el sistema no lineal mediante un método de cuasi-Newton®®. La solucién
obtenida sin reparametrizar ha sido,

mo(nl) = 9.6374
ky = 0.4869

Los resultados son ligeramente diferentes. La repercusién que tiene esta discrepancia puede verse
observando la gréfica inferior derecha. Las tres curvas (la real, la procedente de la inversién lineal
y la resultante de la inversién no lineal) apenas se diferencian, pero no son idénticas.

Una cuestién notable que justifica el deseo de convertir un problema no lineal en lineal (o,
al menos, en un problema aproximado lineal) es la referente a la existencia de solucién. En el
problema lineal siempre se puede encontrar una solucién -en sentido matemaético al menos, aun
cuando ésta pueda carecer de sentido fisico-. Ademads en el ambito de los problemas lineales
existe una teorfa de andlisis bien asentada. Sin embargo, cuando F es no lineal, la cuestién de
la existencia de solucién queda tedricamente, en muchas ocasiones, sin resolver. Para muchos
problemas no lineales de interés préctico sélo se puede afirmar que hay una solucién aceptable
cuando, construyéndola, se ha encontrado (Parker, 1994).

Aparte de las cuestiones de existencia y unicidad, es interesante (y a menudo lo més im-
portante) decidir c6mo de buena es la solucién estimada. Tal capacidad de andlisis que si esta
desarrollada para los problemas lineales no se ha alcanzado todavia para los no lineales. Cues-
tiones como, por ejemplo, cudl es el efecto total sobre la solucién debido a la perturbacién de un
parametro del problema o la accién del azar sobre los datos, no pueden resolverse atin de forma
satisfactoria en el d&mbito no lineal.

5TMediante la pseudoinversa de Moore-Penrose.
%8 Davidon-Fletcher-Powell.
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Una de las modalidades de construccién de solucién del problema no lineal consiste en susti-
tuirlo por una secuencia de problemas lineales aproximados. La resolucién del problema
inverso lineal en cada paso, es el punto de partida del paso no lineal siguiente. Se pretende
que dicha secuencia de puntos converja hacia una solucién aceptable del problema original.

Naturalmente, la primera consecuencia destacada que produce la sustitucién del problema
inicial por una sucesiéon de nuevos problemas lineales, es que siempre se podrd construir una
solucién del problema no lineal. La cuestién clave es que el proceso iterativo lineal puede conducir
a resultados finales que no sean solucién del problema no lineal.

Algunos de estos métodos locales, que se comentardn a continuacién, son muy aptos a la hora
de encontrar minimos del problema no lineal. Sin embargo, una vez hallado un minimo local,
estos procedimientos son incapaces de progresar hacia el descubrimiento de algiin otro minimo
y, por tanto, pueden permanecer apartados del minimo global -en caso de que éste exista-. Si se
desea encontrar el minimo global aplicando alguna de estas técnicas locales, debera establecerse
previamente la garantia tedrica de que es el dnico minimo que existe.

En otro orden de exigencias, la propuesta de estimar un sélo modelo como representacién del
unico terreno capaz de reproducir los datos con aproximaciéon asumible es incompatible con las
observaciones realizadas en el capitulo relativo al problema inverso lineal, a propésito del efecto
que pequenisimos errores en las medidas tienen sobre los modelos estimados. Se puede concluir de
aquel apartado que modelos muy distintos son capaces de producir predicciones indistinguibles
dentro del rango de precisién de los aparatos de medida. Por otro lado, el fenénemo de las
equivalencias en S.E.V estd ampliamente documentado desde Maillet (1947). Por tanto, més
que un tnico modelo del terreno, la realidad impone la existencia de un conjunto de modelos
de terreno compatibles con los datos. Si, complementariamente, se hace uso de la informacién
a priori, algunos de los modelos de este conjunto -indistinguibles desde el punto de vista de las
medidas de campo- deberédn ser descartados si se desvian excesivamente de la evidencia geoldgica
disponible.

En todo caso, casi siempre habrd no uno, sino un conjunto de terrenos solucién admisibles
a la luz de todos los datos. Los métodos de optimizacién local sélo dan una tnica solucién vy,
en este sentido, son bastante limitados. Los denominados métodos globales tienen la capacidad
de examinar, potencialmente, todo el espacio de modelos. Una vez han localizado un minimo
local, son capaces de salir de él y seguir explorando en busca de otros minimos locales o del
minimo global, caso de que exista e interese encontrarlo. Permiten, de este modo, obtener una
cartografia de minimos locales, o sea, el equivalente numérico de un mapa de los terrenos no
descartables.

Algunos de estos métodos globales gozan de un paralelismo intrinseco en el sentido de que
no trabajan con un tnico modelo -produciendo cambios en él hasta que resulte aceptable- sino,
simultdneamente, con una gran cantidad de ellos. Por tanto estas técnicas pueden obtener -a la
vez- varias propuestas asumibles de terrenos. Ejemplo de este tltimo caso, tratado en detalle en
esta tesis, son los denominados algoritmos genéticos.

No es el unico método global al que hace referencia este trabajo. También la técnica de-
nominada “simulated annealing” o “recocido simulado” es una técnica numérica con capacidad
de cartografiar minimos locales y de localizar el minimo global. Si bien opera con los modelos
de uno en uno, se ha programado aqui de manera que trabaje de forma simultdnea -aunque
independiente- con una familia de modelos.
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5.3. Meétodos locales de optimizacién

Una de las estrategias para resolver el problema no lineal,

Mgy = ;Illel&nd_F(m)HQa (177)

consiste en sustituir este problema por una secuencia iterativa de minimizacion de funcionales
cuadraticos cuyas soluciones, se espera, converjan a la solucién del problema original (177).
Supédngase, entonces, que en el paso k-ésimo de dicha secuencia se ha llegado a un modelo my.
A partir del mismo, se tratard de determinar cudl es el modelo siguiente my; el cual, en teorfa,
estard mads cerca de la solucién my,;.

El nuevo modelo my 1, se puede escribir como:

mg. 1 = my + QgPk,

donde pi es un vector que indica la direccién en la que se produce la modificacién de los
pardametros del modelo y oy es un escalar que condiciona la magnitud de dicha modificacién. La
eleccién del valor de a;, va, teéricamente, orientada a producir la mayor disminucién en el valor
del funcional a minimizar a lo largo de la direccién py.

En lo sucesivo se denotard por e al residuo en las predicciones, es decir:

e=d—-F(m),
La funcién a minimizar, denominada funcion objetivo, puede escribirse como®?:
® (m) = ||d — F (m)||; = ele. (178)

Normalmente el proceso de resolucién del problema (178) se desarrolla en tres pasos:

1. Eleccién del funcional cuadrético @ (m) que aproximard localmente, en un entorno de
my, al funcional ® (m). Los distintos métodos locales tratados en este trabajo difieren en
este punto.

2. Cdlculo de la direccién py, sobre la cual se producirdn los cambios en my,. Si oy, (m) es una
buena aproximacion local de ® (m) alrededor del punto my, se asume que una buena forma
de hacer descender el valor de ® (m) es trasladarse al modelo m. donde la aproximacién
cuadrética toma su valor minimo. Esto permite calcular pi como:

Pr = m, — myg.

3. Determinacién de la magnitud del desplazamiento, ay, a lo largo de pg. Si bien en teoria
deberia escogerse de forma que en el punto mg+aypg, la funcién objetivo ® (m) restringida
sobre dicha direccion, alcanzase su minimo, imponer esta condicién es, en cierto sentido,
un derroche de esfuerzo. Normalmente basta con garantizar que, a lo largo de dicha linea,
se produce un descenso suficiente de ® (my + axpy).

A continuacién se exponen las caracteristicas de los métodos de optimizacién local empleados
en la tesis.

5 .. , . . .. .
9El modelo m que minimiza ||d — F (m)l|,, dado que ésta es una cantidad siempre positiva, es el mismo que el
L. 2 . L.
que resulta de minimizar ||d — F (m)||3. No obstante, como es natural, los valores de las funciones en el minimo
difieren.
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5.3.1. El metodo de Newton

Sea my, la posicién de inicio para el k—ésimo paso del proceso iterativo. En un entorno
0 (my) de my se realiza un desarrollo de Taylor de orden 2 del funcional ® (m) a minimizar,
verificindose:

® (m) =P (mg)+H(VP (my) , m — mk>+% (m — my, H® (my) (m — my))+o (||Am||§> . (179)

para todo m € § (my).
Si 6 (my) es lo suficientemente pequenio como para que o (||Am||§) pueda, efectivamente,
despreciarse, y se define

1
(I)k (m) = (mk) + V};‘I’ (m — mk) + 5 (m - mk)t H(I)k (m — mk)
en todo m € d (my,), es licito asumir la aproximacién
® (m) ~ dy, (m) .

Sim = m, es el minimo de ®; (m), en él se cumple, necesariamente, la condicién:

V(i)k (mc) = O,
es decir,
H®;, (m.—my) = — V0. (180)
La expresién (180) muestra las denominadas ecuaciones normales del método de Newton, que
propone que el nuevo modelo my 1 se busque en la direccién py = —H @;1 . V',;CI), dada por la

solucién de las citadas ecuaciones.

Para el caso particular -que es el considerado en este trabajo- en que ® (m) sea una suma
de cuadrados (véase la expresién

(178)) pueden obtenerse expresiones explicitas para el vector gradiente:

y para la matriz Hessiana,
i=n
HOj =230 T +2) eiHe; (my),
i=1

donde Jgi es la matriz jacobiana de los residuos, que tiene por expresion:

Vtel (mk)
Jek = )
Vies (my)

y He; (my) son las matrices hessianas en el punto my, de cada una de las componentes del vector
de residuos®. De este modo, el desarrollo de Taylor (179) se escribe como:

A 1 =n
dp (m) = & (my)+2J5 e (m — mk)+§ (m — my,)" (2JékJek +2 Z einei> (m —my). (181)
i=1

80Por simplicidad denotaremos como Hye; a He; (my).
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donde, se recuerda que e =d — F (m) es el vector de residuos no lineales.

Esto hace que las ecuaciones normales (180), empleadas para el cdlculo de la direccién de
busqueda pj adquieran, en este método, la forma

i=n

IJer + > eiHpe; | pr = —Jie (182)
=1

FEl método de Newton tiene, en ciertas condiciones, unas ventajas grandes sobre otras técnicas.
Por ejemplo, si la matriz Hessiana Hy, (<I>2) fuese estrictamente definida positiva, entonces

(P, Vi®) = —p},H®, 'p), < 0,

lo que significa que en la direccion py es posible el descenso. En estas condiciones, el ratio de
convergencia es 2. Por construccién, se ve que el método encuentra el minimo de una funcién
cuadratica en un solo paso. Aunque, en general, necesita iterar varias veces para hallar el minimo
de una funcién no cuadritica, el método mejora su rendimiento en las proximidades de la solucién
dado que “suficientemente cerca” del minimo cualquier funcién se “parece” a una cuadrética.

El método, tal como ha sido expuesto, presenta también serios inconvenientes que limitan
su uso en esta forma:

= es necesario disponer de la matriz Hessiana. En general, el volumen de cdlculo que esto
implica aconseja decidirse por métodos que no precisen de dicha matriz o que la aproximen
de alguna forma mds econdémica;

= aln disponiendo de H®;, hay pocas funciones para las cuales pueda garantizarse que H®y,
es siempre definida positiva;

= el paso pg para alcanzar el minimo de oy (m) puede estar tan alejado de my, que, a pesar de
que Dy, (m) haya descendido, la funcién objetivo no lineal ® (m) puede haber aumentado.
Incluso cabe la posibilidad de que ® (m) no esté definida en my, + pg. En estos casos, lo
que suele hacerse es utilizar alguna estrategia para reducir el paso localizando un punto
intermedio my41 = my + aipy en el que, aunque o (m) ya no tome su valor minimo, se
cumpla que

¢ (my, + agp) < ¢ (my);

» El método da problemas cuando H®j es singular. En este caso, el sistema (180) tiene
infinitas soluciones o ninguna. Incluso cuando la matriz estd cerca de la singularidad,
de forma que @, (m) presente “largos valles” en alguna direccién, serd un método con
comportamiento muy veleidoso frente a pequeinas perturbaciones.

s Cuando my es un punto critico, es decir, V®; = 0, pero correspondiente a un punto de
silla, la solucién es py = 0 que, naturalmente, no informa nada respecto a cémo seguir
iterando.
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5.3.2. El método de Gauss-Newton

Las propiedades de rdpida convergencia que muestra el método de Newton, cuando funciona,
motiva que se haya conservado como sustrato bdsico al que se han anadido modificaciones para
eludir sus inconvenientes. Una primera modificacién se emplea para conseguir aprozimar la
matriz Hessiana por otra que sea definida (o semidefinida) positiva siempre. La aproximacion

aludida es -

I Tk + Z eiHge; | = JopJer
i=1

con lo cual, la matriz Hessiana H®;, es
H®, =J I

Uno de los méritos de esta expresién es que ofrece una aproximacion de la matriz Hessiana que
puede calcularse conociendo sélo las derivadas primeras. En este caso, el método de Newton
recibe el nombre de Gauss-Newton y las ecuaciones normales (182) se escriben en este caso:

(IepTer) P = —Jipe. (183)

Se ha asumido, para “convertir” el método de Newton en el de Gauss-Newton, que la parte
de la matriz Hessiana representada por

@ [e] = Z einei,
=1

puede suponerse nula. Esto serd asi cuando, por ejemplo, los residuos e; sean “bastante” re-
ducidos -esta hipétesis se denomina de los pequerios residuos- cosa que suele suceder cerca del
minimo si el desajuste no modelizable no es excesivamente grande. En tal circunstancia, el
comportamiento del método de Gauss-Newton se parecerd al del método de Newton cerca de
la solucién. También cabe la posibilidad de que las distintas e;, a pesar de ser relativamente
grandes, se compensen en la expresién de © [e].

El método Gauss-Newton presenta también problemas de inestabilidad cuando J¢i es casi
singular pues Jék.]ek estard atin peor condicionada’!. Si Je es deficiente en rango, J tek.] ek €S
singular yy el sistema vuelve a ser, o incompatible o a poseedor de infinitas soluciones.

5.3.3. El método de gradiente o del descenso mas rapido (steepest-descent)

Como su propio nombre indica, asume que la direccién propuesta es la que permite el més
rapido descenso de la funcién objetivo. Esta direccién es, como se sabe, la indicada por el vector
gradiente y su sentido opuesto. Asi pues,

1
pr=——Vo(my), (184)
23

donde i, es un escalar positivo.

1Sy nimero de condicién es el cuadrado del de la matriz Jeg.
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En los términos propuestos en el epigrafe anterior, jqué funcién cuadrética es la que, en
este caso, se procura minimizar?. Obsérvese que la expresién (184) es la solucién del sistema de
ecuaciones normales

(D) pre = —Jipe,

que indica, por analogia con (180) y (182), que la matriz Hessiana en este caso tiene por expresion

es decir, es proporcional a la matriz unidad.

Aligual que en el caso de los métodos de Newton y Gauss-Newton, el paso px que resuelve las
ecuaciones normales aqui pudiese ser demasiado grande y no suponer un descenso del funcional
no lineal. Entonces, reduciendo suficientemente el valor de yu; se garantiza que

® (my, + pi) < © (my).

Si se emplea busqueda lineal exacta, el método converge siempre a un punto estacionario. Si
dicho punto es un minimo estricto, la convergencia es lineal y el factor es:

2
b — <Uméx - Uml'n)
- )
Omax T Omin
donde 031 ¥ Omin representan respectivamente los valores singulares médximo y minimo de la
matriz Hessiana (Scales, 1987). S6lo cuando k& = 1, la convergencia es superlineal. Cuando la

“forma” del valle en el que estd el minimo es problemdtica, la velocidad de convergencia se
deteriora enormemente.

5.3.4. El método de Levenberg-Marquardt

Entre el método de Gauss-Newton, rapido pero que falla cuando la matriz H ®j, es singular
o casi y el método de descenso més rapido, para el que nunca la matriz H®y, es singular (ni casi
singular)%?, pero que es lentfsimo justamente en las circunstancias que trata de superar (H®;
casi singular), se sitia el método de Levenberg-Marquardt (abreviadamente L-M) que combina
las ventajas de los dos anteriores.

Con la técnica (L — M) la matriz Hessiana H®j, se aproxima mediante la expresion:

t
H®; = JngJe,k + ,ukI.
Las ecuaciones normales son en este caso:

(T p e + 1il) P = =L pe. (185)
Cuando p;, — 0, el método tiende a generar el paso de G-N con todos sus problemas de inesta-
bilidad en caso de que J ;k.] e sea singular (o casi singular). A medida que g, crece, todos los
valores singulares de <J te ek T ukI) crecen en la misma medida convirtiéndose los valores nu-

los (caso de J. ; Je . singular) en positivos y aumentando los valores singulares pequeiios (causa

2 A menos que j1;, sea muy préximo a cero.
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de inestabilidad en problemas con alto nimero de condicién). Todo esto tiende a estabilizar las
soluciones de las ecuaciones (185). Cuando u; — oo, el método se parece al de descenso mds
rapido y el tamafio de paso tiende a hacerse nulo%.

Como se desprende de estos comentarios, se trata de tomar el menor valor de u; capaz de
conseguir un avance estable. Aparentemente, para esto han de resolverse las ecuaciones normales
para toda una familia de pardmetros p;, distintos y, en funcién de los resultados, determinar -a
posteriori- qué p;, es el 6ptimo. Naturalmente esto acaba con cualquier ventaja que pudiera ofre-
cer el método. No obstante, se han propuesto distintas metodologias para escoger el pardmetro
1y, en cada iteracion, al comienzo de la misma, sin tener que resolver cada vez las ecuaciones
normales.

Como se ha visto en el capitulo 4 a propdsito de la regularizacién de Tikhonov, las ecuaciones
normales (185) del método L-M son las que se obtienen al resolver el siguiente problema de
minimos cuadrados:

Ampy = min - [JF,Am - dill5 + 17 [ Am]3.

Amye

Esto explica como un aumento de pu;, reduce el tamaio del paso y aumenta la estabilidad de la
solucién del sistema (185). Al igual que en los casos anteriores, es posible que deba realizarse
una bisqueda unidimensional para encontrar un descenso razonable del funcional no lineal en
la direccién pj propuesta.

5.3.5. Linealizacién del funcional F

Tradicionalmente se ha llegado a plantear el funcional cuadratico local efectuando una lineal-
izacidn sobre el funcional F. Bdsicamente, la mencionada linealizacion sustituye, en las cercanias
de un modelo my, el funcional F por una aproximacién lineal suya.

Si en el punto my, el funcional no lineal F (-) es diferenciable con continuidad, existe un
entorno de my, tal que, para todo modelo m que pertenezca a dicho entorno se puede escribir:

F (m) = F (my) + dFp, (Am) + o (||Am]|), (186)

donde dFy,, (Am) es la aplicacién diferencial en my,. La igualdad anterior tiene por expresién
en las bases canénicas de M y D:

F(m)=F (my) + JF; (m — myg) + o (|| Amg||), (187)
donde
VtFl (mk)
JF, = : ,
Vth (mk)

recibe el nombre de matriz jacobiana de F en my, y, como se sabe tras el andlisis efectuado en
el capitulo lineal, juega un papel fundamental tanto para hallar la solucién del problema como
para analizar sus caracteristicas.

3 Puede verse dividiendo ambos miembros de (185) por y,, y tomando limites cuando p;, — co.
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Segun lo indicado por la expresién (187) si myy1 estd tan cerca de my como para que
o (||[Amyg||) se pueda despreciar, se puede sustituir F (m) en el problema (177) por su aproxi-
macién lineal (187) obteniéndose my41 como:

my ;= min |[|[d-F(m)|,= min |[d-F@mg)—-JF, (m—-myg),. (188)
med (my) med(my,)
Si se denota por dy = d — F (my,) el error de prediccién no lineal correspondiente al modelo my,

Yy por
dy =d — F (my) +JF,.my,

se puede formular el cédlculo del modelo my 1 a partir del my de dos formas distintas:

Amj; = min |
Amy€4d(0)

my 1 = my + Amy,

’JFkAm - dkH2 )

donde se ha tomado como incégnita Am = m — my. En este caso, el funcional cuadratico
de aproximacién local ®; tiene por expresion:

®p, (Am) = ||[JF, Am — di]|3 .

my = min
med(my)

)JkafakH , (189)
P
en el que la incégnita es m. El funcional cuadratico Py es ahora,

. . )12

&), (m) = HJka _ dkH2 .

En ambos casos cabe observar que el modelo resultante minimiza una buena aproximacién
local de la norma del desajuste. Sin embargo, si no se toman m&s precauciones, no se puede
afirmar que el citado modelo pertenezca a un entorno local de my. De hecho puede estdr tan
alejado, que el parecido (asumido cuando se dice que la aproximacién linealizada es buena) entre
®; (1) y  (-) sea escaso o inexistente. Es posible para ejemplificar la situacion, en que &, (my1)
esté definido y, sin embargo, ® (my,1) no lo ésté porque my 1 caiga fuera del conjunto de
modelos admisibles M. Cuando esto no ocurre es factible que, aunque my,; haya conseguido
reducir ¥y, (1) a su valor minimo, no haya disminuido el valor de ® (-), que es lo que importa.
La regularidad local asumida para el funciénal @ (-) en el entorno de my, permite, no obstante,
reconducir estas circunstancias adversas garantizando la existencia de un punto

my, =my+ o (Mg —myg), ap €R

para el cual se cumple que:
P (my,) < P (my).
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5.3.6. Meétodos de cuasi-Newton

Se comentan aqui brevemente por mor de completitud. Se trata de una clase de algoritmos
basados en el método de Newton, pero que evitan el cdlculo de las derivadas segundas de la
matriz hessiana. En cada iteracién, se utiliza una aproximacién de esta matriz para cuyo cédlculo
s6lo se necesitan los gradientes, de forma que se garantice que siempre sea definida positiva.
Quizds el més conocido es el denominado BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) aunque
también es frecuente utilizar otros como DFP (Davidon-Fletcher-Powell).

5.4. Incrementos .vs. pardmetros (creeping .vs. jumping)

La regularizacién es, como se ha visto, un proceso necesario para conseguir tener cierto grado
de control sobre las caracteristicas de la solucién del problema inverso, asi como para amortiguar
la dispersién introducida debido a los errores que el azar produce en las medidas y a los que
se generan, de forma inevitable, en el propio proceso numeérico. El efecto que la regularizacion
produce sobre la solucién final, depende de cémo se introduzca en el problema. Se contemplan
aqui dos posibilidades:

1. La formulacién del problema inverso no lineal indicada en (177) no incluye aparentemente
el uso de informacién a priori. Sin embargo, si se aborda su resolucién mediante un algo-
ritmo de optimizacién local (p.ej, cualquiera de los anteriormente mencionados), la citada
informacién a priori puede introducirse en cada uno de los pasos iterativos lineales sirvien-
do, ademds, para regularizar la solucién obtenida en cada etapa.

Cémo afecta la regularizacién al modelo actualizado myg1 obtenido a partir del my, en el
paso iterativo k—ésimo, depende:

= del tipo de método de regularizacién empleado (pseudoinversa, Tikhonov, truncamien-
to, principio de discrepancia, etc...),

s de la eleccién de la incégnita del problema.

Si lo que se busca en el paso k—ésimo es la modificacion del modelo, o sea, Amy, el
problema es, como se sabe:
Amk = min HJFkAm—dk”2,
Amyed(0)

(190)
my 1 =my + Amy,

donde d;, = d — F (my). Esta modalidad se denomina “creeping” o formulacién en in-
crementos o perturbaciones. Si la incégnita es el propio modelo actualizado, myy1, la
formulacién es:

my,.; = min
+ med(my)

)Jka— akH2, (191)

donde ak =d — F (my) +JF, my. El nombre que recibe esta alternativa es “jumping” o
formulacién en pardmetros. Los ejemplos y explicaciones aportardn justificacién a tales
nombres.

Uno y otro ofrecen soluciones diferentes, como se ilustrard a continuacién, cuando se utiliza
el mismo método de regularizacion.
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2. La informacién a priori puede introducirse explicitamente en la formulacién del problema
no lineal, tal y como se ha sugerido en el apartado 1 de este capitulo. El efecto regularizador
es, entonces, global ya que la informacién sobre el modelo estd en el propio funcional no
lineal a minimizar y éste estd definido sobre toda parte del conjunto M. En este caso, la
informacién afecta al propio modelo (sin perjuicio de que pueda optarse por un método
local que, en cada etapa iterativa, tenga como incégnita el incremento del modelo).

Se desarrollaran en detalle las ecuaciones que resultan del proceso de linealizacién -es decir,
se presentard la formulacién del problema resultante en cada paso lineal- para cada caso
de métodos iterativos locales.

Adicionalmente, la idea de incluir la informacién a priori -y, por tanto, sus efectos estabilizadores-

en la propia funcién objetivo, de alguna manera la “define en” y la “transporta por” todas
las partes del espacio de modelos M. Esto quiere decir que la misma estd preparada para
ser utilizada por métodos de optimizacién global (algoritmos genéticos o simulated anneal-
ing, en este caso). Estos métodos no estdn condicionados por problemas de continuidad
y/o derivabilidad de la funcién objetivo. Esta circunstancia abre la puerta al empleo, de
manera natural, de otras normas diferentes en la cuantificacién tanto de la parte de la
funcién objetivo que mide la discrepancia con los datos como de la que mide el grado de
cumplimiento de la informacién a priori. Especial interés reviste el empleo de la norma
p=1.

Por otro lado y ya en particular para los algoritmos genéticos®®, dado que no funcionan con
un tinico modelo sino con una familia de ellos (generalmente muy numerosa), la propiedades
de la regularizacién afectarian simultdneamente a todos los miembros de la familia.

5.4.1. Meétodos locales con regularizacién “interna”

Considérese el caso descrito en el primero de los apartados anteriores (se utiliza un método
iterativo local). Se analizara lo que ocurre en el paso k—ésimo cuando, para hallar my 1 a partir
de my, se elige entre la formulacién (190) o la (191).

1. Caso de sistema lineal determinado o sobredeterminado

En caso de que la formulacién sea en incrementos -expresién (190)-, las ecuaciones normales
del problema son:

t t
(JFLIF ) Am = JFLd,. (192)

mientras que, si la incégnita es my 1, las ecuaciones normales son
t t 3
(JFEIF ) myii= JFEQ,. (193)
Como dj, = dj+J F, - my, sustituyendo en (193) y reordenando, se obtiene:

(JFLIF ) myyy — (JFLIF ) my— JFLd

k k’

expresion que coincide con la (192) -caso de creeping-. Ambas formulaciones son, por lo tanto
equivalentes aunque la solucién del sistema (véase cap.4) puede ser inestable. Para solventar

54F] método de simulated annealing, en la medida en que sea paralelizable, podria conseguir, en cierta manera,
resultados comparables.
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esta inestabilidad deberia aplicarse algin tipo de regularizacién y cabe preguntarse si, al hacer
esto, aparecen diferencias. Por el momento se aplaza brevemente la cuestion.

2. Caso subdeterminado o mixto

En este caso, al menos una parte del problema es subdeterminada. Esto significa que los datos
geofisicos “duros” no son suficientes para determinar todas las componentes del modelo. Debe
reqularizarse el problema lineal tanto para fijar la parte no determinada, como para amortiguar
la variabilidad de la solucién.

Supéngase que se pretende resolver los sistemas (190) y (191) mediante el uso de la pseu-
doinversa. Este método anula las componentes de la solucidn en el nicleo de JF, . El matiz es
que en el primer caso la solucién es Am mientras que en el segundo es, directamente, mg1. O
sea, si la incégnita es el propio modelo my 1, es éste el que no tiene componentes en el niicleo de
JF,. En cambio, en la formulacién en incrementos, el hecho de que Am no tenga componentes
en dicho nicleo, no garantiza que a my1le ocurra lo mismo. Obsérvese que,

mg 1 = my + Am,

de modo que, si m; -el modelo de partida- tiene componentes del nicleo, éstas se conservan
en my41. ;Qué traduccién tiene esto en términos mds tangibles?. Como se ha expuesto en el
capitulo lineal, anular las componentes de un modelo -o de un incremento- en el nicleo de un
operador es una forma de hacer minima su norma euclidea. De hecho, resolver cualquiera de los
dos problemas anteriores mediante la técnica de la pseudoinversa es equivalente a resolver,

min ||Am]||, sujeto a

{ JF, Am—d
prip o) IEAm = dill;, (194)

my ;= my + Am,
en el caso de la formulacién “creeping” (190) o,

min [|m||, sujeto a

min Jka—akH , (195)
med(my) 2

si se ha optado por el método “jumping” (191).

En el caso del algoritmo jumping, si se busca un modelo de subsuelo de norma minima, se
busca un terreno que, de entre todos los posibles, sea el mas conductivo (resistividades mas
bajas) y el que tenga el sustrato mas superficial. Sin embargo, en el caso del algoritmo creeping,
una modificacién de modelos (Am) de norma minima implica que se desea cambiar muy poco
las resistividades y espesores del terreno ya existente. Pero -traduciendo lo expresado matemati-
camente antes- dado que éste puede tener grandes resistividades y espesores, una pequena mod-
ificacién del mismo no lo convierte, légicamente, en un subsuelo drdticamente diferente con
bajas resistividades y espesores. Parece, por tanto, que tratar de minimizar la discrepancia con
la informacién a priori en la formulacién en incrementos -en este caso intentar rebajar la nor-
ma de Am-, no garantiza que los modelos obtenidos sean cada vez mas compatibles con dicha
informacién.
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s Formulacién matematica

La solucién de minimos cuadrados (a través de la pseudoinversa) del problema (194) -
formulado en términos de “creeping”- es

({1 = my + JF) [d — F (my)], (196)
mientras que la solucién del problema (195) es
m)""" = JF} (d - F (my) + JFymy). (197)

my, puede descomponerse en suma de dos vectores perpendiculares (véase descomposicién en
valores singulares),

m;, = m{* + m} = <JFLJF;€) my, +my,

donde mj}*“ es la componente que my, tiene en la direccién perpendicular al nicleo de JFy y mg
es representa proyeccién de my, sobre dicho nicleo. Sustituyendo en (196) y operando,

m; 7 = JFL (d - F (my) + JFmy,) + m).

pero, teniendo en cuenta (197)
creep jump

_ 0
my o =m0 +myg,
es decir, la solucién “creeping” es la solucién “jumping” a la que se anade las componentes de
my, que estdn sobre el nicleo de JFy.

» Jlustracién

El resultado obtenido puede visualizarse en la figura 39 donde se representan las soluciones
“creeping” y “jumping” en un caso sencillo. La funcién a minimizar en este caso es un cilindro
parabdlico cuyo eje es la recta x = 0. Cuando el problema se plantea en incrementos, desde
cualquier punto de inicio, el desplazamiento de menor longitud (norma minima) que lleva a la
funcién a alcanzar el minimo es el segmento que une, en perpendicular, el punto inicial con la
recta x = 0. Los puntos azules son los puntos iniciales en tres casos diferentes. Los puntos rojos,
a los que se llega mediante una flecha azul, los puntos solucién en los tres casos. Como se ve,
una de las consecuencias del “creeping” es que la solucion depende enormemente del punto de
partida. Si la incégnita es el propio modelo, la solucién de norma minima es, siempre, el punto
(0,0) independientemente de cual haya sido el punto inicial. Esta es una buena caracteristica
del método. Las flechas magenta unen los puntos iniciales con el punto solucién.

3. Caso sobredeterminado con truncamiento

Supodngase ahora que el operador JF; no sea deficiente en rango. Atn asi, una descomposicién
en valores singulares de JFLJF} puede mostrar que algunos de los valores singulares no nulos
son tan pequenos que generan problemas de inestabilidad en la solucién. Se pretende atenuar
dicha variabilidad regularizando el problema mediante truncamiento de la parte del problema
del mismo correspondiente a los valores singulares conflictivos. Supéngase que, para ello, deben
retenerse sélo los primeros r < n de ellos.
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'Creeping' y 'Jumping'. Regularizacién por pseudoinversa

b |

20+ N ° B

<ot

-50

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2

Figura 39: Problema subdeterminado: diferencias entre creeping y jumping al solucionar medi-
ante la pseudoinversa.

» Formulacién matematica

En la formulacién “creeping”

A°m; = i u;(d—F (mk))v

creep

my., =

mientras que, al plantear “jumping”

7.

: ZZut(d—F (my) + JF,my)
myump: uz( k Lk

Esta expresién puede reescribirse como

j=r j=n
t 1 - 11 -
i=r W E ojmiu; + > ojmyu,

i=r ¢
; w(d—F (m j=1 j=n—r—1
m/“"? = i ( k))vz + vi.
=2 p > p
. 1 . (A
=1 =1

Teniendo en cuenta la ortogonalidad de los vectores u; resulta

- Sul(d-F =
mivy = S WA S
=1

.
i=1 g
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de donde, sustituyendo

j=r j=r

jump __ Ac . — creep .

m; - =Amy + E miv; =my - —my+ E m;ivj,
j=1 7=1

por tanto, finalmente

J=n
jump creep <.
mk+1 = mk+1 E m;vy.
j=s+1

Es decir, la diferencia entre las dos soluciones vuelve a ser la proyeccién del modelo inicial my
sobre el nicleo numeérico de JF}, -es decir, el subespacio al que pertenece la informacién que no
se considera-.

s Jlustracién
Supodngase que se quiere encontrar el minimo de la funcién:
z=|L{x-x",,
donde

10 0
L= 5 o)

y x* = (0,0). Las curvas de nivel de la misma se representan en rojo en la figura 40.

'Creeping' y 'Jumping' . Regularizacion mediante swd truncada
50 T L >0

40t

30+

20+

Figura 40: Problema sobredeterminado. Diferencia entre creeping y jumping al solucionar uti-
lizando truncamiento
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Se observa un minimo con forma de valle muy alargado en la direccién del eje de las y.
Para los mismos puntos iniciales que en el caso anterior, el comportamiento tanto del “creeping”
como del “jumping” es similar al ilustrado en aquel caso. Cuando se utiliza “creeping” -flechas
azules- la solucién estd a lo largo del valle de minimos justo allf donde “caerfa” el punto inicial.
La dependencia del lugar de comienzo es obvia a partir de la figura. La metodologia “jumping”
-flechas magenta- es, al contrario, bdsicamente robusta en el sentido de que no depende del
punto inicial. La informacién a priori (que aqui transmite la consigna de que no puede haber
componentes verticales) actia, en este caso sobre todo el modelo.

Considérese un ejemplo algo menos académico. Sobre un terreno modelizado mediante el
vector

m = (100, 5, 1,1,100),

se lleva a cabo una campana de 5 medidas con semiespaciados interelectrédicos indicados por el
vector

AB/2 = (1,10, 50, 90, 200) .

El vector de medidas estd afectado por un error cuadrédtico medio del 5% en términos relativos
al valor sin error. Los datos medidos son

P = (88.693,53.2199, 36.065, 44.735,70.148) .

En la figura 41 se representa la grafica de la norma euclidea del error relativo para distintos
modelos obtenidos al variar el espesor y la resistividad de la segunda capa. Como se observa
existe un valle claramente delineado en el que los valores de la funcién son menores que en el
resto de los modelos.

Trayectoria de las soluciones. Regularizacién por truncamiento (k=4).

log [N

Figura 41: Evolucién del proceso de optimizacién con algoritmo local empleando truncamiento
de valores singulares en cada subproblema lineal.
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El punto inicial del proceso iterativo aparece indicado mediante un asterisco rojo. El método
empleado para regularizar ha sido truncar la informacién del problema relativa al dltimo valor
singular y resolver en incrementos. Es decir, se retienen sélo los cuatro mayores valores singu-
lares de los cinco existentes. Se observa como la trayectoria de las soluciones parciales hasta la
definitiva (bordeada con un circulo verde) es casi perpendicular a la direccién del valle. Esto
demuestra que los ejemplos académicos anteriores son de gran utilidad para la comprensién de
la problemética real en la aplicacién de S.E.V.

4. Caso general. Regularizacién de Thikonov

El funcional lineal a minimizar en cada una de las iteraciones, puede ser:

= en el caso “creeping”,

Am = min , [JF.Am = di[|2 + 2% |L (Am — Am*)|3,

Amed(0 eree (198)
karlp =my + Am,
= en el caso “jumping”,
' 2
/7 3 2 2
= i [T |, AL (m = ) e

La regularizacién es, como se sabe, un proceso que trata de amortiguar el efecto que los
errores aleatorios tienen sobre las componentes de la solucién expresadas en cierta base. El
efecto corrector de la regularizacion tiende a estar concentrado, cuando se aplica correctamente,
sobre todo en las componentes mds inestables. Lo ideal seria que no afectase nada (o lo menos
posible) a las componentes estables de la solucién real.

Si la incégnita es Am resultardn sobre todo modificadas las coordenadas de Am en los vec-
tores probleméticos de la base escogida%. Estas modificaciones tenderdn a hacer menos impor-
tantes estas componentes produciendo una mayor proximidad de Am respecto de la informacion
a priori. Considérese la posibilidad de que el modelo de partida my tenga, él mismo, una com-
ponente muy importante sobre el subespacio generado por los vectores “problemaéticos” de la
base. Como dicho modelo mj no se somete a ningtin proceso de regularizacién, esta componente
problemética tiende a mantenerse lejos de la informacién a priori, ajena al hecho de que Am ha
“limado” las diferencias.

En la formulacién “jumping” todas las partes inestables del modelo son modificadas de
acuerdo con las pretensiones del proceso de regularizaciéon. Por tanto, ninguna parte del modelo
inicial permanece inmune a dichos cambios. Si la regularizacién tiende a producir acercamiento
a alguna caracteristica del modelo de referencia m*, toda componente del modelo inicial my
debe cambiar de forma que dicha aproximacién pueda producirse.

» Formulacién matematica

Las ecuaciones normales correspondientes son en el caso de “creeping” (198),

(JFLJF, + AL'L) Am = JF'd;, + L'LAm”*,

55 Normalmente los asociados a valores singulares pequefios
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y, en términos de problema de minimizacién:

rgxl;lql Hj (Am) _auz ’

donde

l

- [ ]
| Viam? ]

on
|

En el caso de “jumping” (199),
(JFLJF, + AL'L) m = JF!d;, + L'Lm”",

que puede formularse como un problema de minimos cuadrados como

min jm—aH2,
donde
i _ JF,
VAL |’
i - d - F(my) + JF, m;
o VALm* )

Si los nicleos de JF, y L tienen interseccién vacia, dicho sistema tiene una solucién tnica.
Comparando ambas formulaciones se tiene que:

creep Jump

o 0 = 0
my -yt =J [\/XLmk]+J /AL (m;—m;f—mk) .

Como ejemplo, cuando LAm* = 0, con lo cual Lmy, = Lmy, y Lm} = 0, la diferencia es

creep jump __ jT

0
My — Mgy = [ VALmy, ] ;
con lo cual se vuelve a observar la dependencia (generalizada) respecto al modelo inicial.

» Jlustracion

Sobre la misma funcién de error previamente ilustrada, se ha querido mostrar cémo la infor-
macién a priori puede “dirigir” los destinos del proceso de inversién en el caso de regularizacion
por el método de Tikhonov. A continuacién se aportan dos ejemplos con distintos vector de infor-
macion a priori. En el primer caso, figura 42, el vector de referencia es m* = (100, 5, 50, 10, 100),
y el punto inicial my = (100, 5,50, 1, 100) .

Se han probado seis valores distintos -en orden creciente- del pardmetro A, desde 0 hasta
10. La figura muestra el acercamiento progresivo de la solucién al vector m* incluso aunque
deba “escalar” la ladera del valle. La figura 43 muestra lo mismo pero con distinto vector de
referencia. Ahora m* = (100, 5,0.01,0.01, 100), y se mantiene el mismo punto inicial. Los puntos
més alejados corresponden a A = 0 y 1076 respectivamente. A partir de 10~3 las soluciones
aparecen claramente dominadas por el punto de referencia.
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Jumping. Regularizacion de Tikhonov

log t,

Figura 42: Evolucién de algoritmo local, tipo “jumping” con regularizacién de Tikhonov.

Jumping. Regularizacion de Tikhonov

log t,

tipo “jumping” con regularizacién de Tikhonov y nuevo

)

Figura 43: Evolucién de algoritmo local

modelo de referencia.
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5.4.2. Regularizacién en la formulacién global
El planteamiento del problema de minimizacién en este caso es
7 2 2 2
m;o = min |[d—F (m)]; + A7 [|L (m — m")]f;,
meM
que, tras linealizacién del funcional F en el entorno de my se convierte en

min
med(my)

2
[d = F () — IF, (m = my) |+ X2 L (m = ) 3

Esta expresion es idéntica a (199) y, por tanto, son idénticas sus soluciones. Merece la pena
mencionar que, una vez expresado el problema de esta forma, puede resolverse respecto a Am.
FEn este caso hay que solucionar

min ‘jAm — El“ ,

Am 2

donde
JF, d — F (my)

= i o[ |
» Jlustracion

Siempre sobre la misma superficie de error que en casos precedentes, se ilustra ahora un
caso de regularizacién global con modelo de referenciam* = (100, 5,0.01,0.01, 100), y con punto
inicial del proceso my = (100, 5, 50, 1, 100). Estos resultados pueden observarse en la figura 44.

A=1.92453201290569978075068e-7

logp, O

Figura 44: Regularizacién global

Para valores de A del orden de 2 - 1077 o inferiores, se observa una gran inestabilidad en
las soluciones que pueden obtenerse casi en cualquier lugar del valle. Para valores de lambda
ligeramente superiores algunas de las soluciones se concentran en la parte central. Para mayores
valores, invariablemente aparecen en las cercanias del modelo de referencia.
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5.5. Meétodos de optimizacién global

Los métodos de optimizacién global permiten la exploracién potencial del espacio de bisque-
da. En esta tesis se han utilizado los algoritmos genéticos con codificacién binaria y aritmética asf
como simulated annealing. Dada la importancia que poseen en la metodologia aqui desarrollada
seran tratados de forma individual en un capitulo separado.
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6. ANALISIS DE MODELOS EQUIVALENTES EN S.E.V.

6.1. Introduccién

La aplicacién de un método resistivo, tal como el de S.E.V, presupone la asimilacién del
terreno a un conjunto de resistencias eléctricas dispuestas de cierta forma.

De manera simplificada, supénganse dos porciones de conductores diferentes. La primera
porcién tiene de resistividad p;, longitud [; y el drea de su seccién transversal S7. Del mismo
modo los pardmetros de la segunda porcién de conductor son py, lo y So.

Considérese un cable de longitud [ construido por conexién en serie de las dos citadas
porciones, suponiendo ademds que S; = So = S. Las longitudes de ambas porciones cumplen
que: I = [y +1o. Si dicho cable es recorrido longitudinalmente por una corriente de intensidad I y
se mide la diferencia de potencial AV entre los extremos del mismo, puede calcularse la magnitud
de la resistividad p, que deberfa tener un conductor homogéneo de longitud [ y seccién S tal que,
al ser atravesado por la misma intensidad de corriente I produjese la misma caida de voltaje
AV. Su expresién es:

I l2

Ps = P17 T P2
En esta expresion se resalta el hecho de que, si [ se supone constante, p, depende de los productos
p1l1 ¥ pala y no de los valores de p; y I; (resp. py y l2) independientemente. O sea, desde el punto
de vista de la resistividad aparente, una disminucién de la resistividad, por ejemplo p;, puede
verse compensada por un aumento de la longitud del tramo correspondiente [;. Si se plantea un
problema en que, a partir de ciertas medidas de potencial, las incégnitas sean las resistividades y
las longitudes de los tramos de cada conductor, se constata la presencia de cables equivalentes5S.

Igualmente cabe considerar la conexién en paralelo de los dos conductores mencionados,
suponiendo ahora que tienen igual longitud. O sea, I = ls = [. En este caso, la resistividad del
conductor equivalente es:

B S
LTy

P1 P2

S S

También en este caso son las ratios — y 22 1as verdaderamente relevantes en el problema, per-
P1 P2

mitiendo que la misma resistividad aparente p, pueda estar representada por cables de distintos

grosores y resistividades.

En una distribucién més general de las resistividades, como la que se asume en el método
de S.E.V, donde la direccién de la corriente no es ni estrictamente perpendicular a las capas
(resistividades en serie) ni tampoco paralela a las mismas (conexién en paralelo) se tendrd una
situacién intermedia a las dos presentadas. No obstante, como se verd, existen ciertos tipos de
estratificaciones que se aproximan lo suficiente a uno de los dos modelos anteriores como para
que su andlisis sea aproximadamente correcto.

En el caso de S.E.V se entiende por terrenos equivalentes aquellos caracterizados por una
distribucién (estratificada) de resistividades y espesores diferentes, pero que producen aprozi-
madamente las mismas medidas de resistividad aparente. En realidad, tal como demostré Koe-
foed (1979), las razones para la equivalencia estdn implicitas en las relaciones de Pekeris. A

%6 Desde el punto de vista de la caida de potencial.
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T; 1
partir de ellas, puede construirse un gréfico que represente el cociente — frente a — utilizando
Pi i

1 ‘ . _ 1
el valor como pardametro. Supéngase que se conoce 1] para distintos valores de X (curva

de transfor;nadas de resistividad de la primera capa). Esta curva puede estimarse, por ejemplo,
a partir de los datos de resistividades aparentes tomados en el campo. A partir de la misma,
existen métodos que permiten hallar los pardmetros de la primera capa, p; y t1. Como la gréfica
propuesta se ha dibujado en coordenadas bilogaritmicas, la curva de campo (o la de transfor-

1
madas de resistividad deducida de ella, T} = T} " ), tras ser desplazada para situar en el

origen del grafico el punto (p;,t1), queda situada sobre una linea caracterizada por un valor

T,
determinado del pardmetro 1 Fste valor es el del factor por el que se debe de multiplicar

1 1
la curva 17 = T} <X> para obtener la curva 1o = Th (X) A partir de ésta se procede a la

estimacion de los pardmetros de la segunda capa py v t2. El procedimiento continida permitiendo
el célculo de todos pardmetros geoeléctricos del terreno.

En las figura 45 se observa que las lineas se aglomeran hasta hacerse indistinguibles para
Tita Tit1

valores de

grandes (resp. tendiendo a cero).

(2 3
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Figura 45: Célculo de los factores de reduccién al plano inferior de la transformada de resistividad

Si, en este proceso, se comete un pequenio error en la estimacién del valor de T; de forma

que exista incertidumbre en el valor de —, en la zona de gran aglomeracién de lineas, pueden
Pi

TA
producirse grandes inestabilidades en la determinacién del valor del pardmetro it

y, por lo

(2
1 .
tanto, la curva Tj41 = Tj41 (X asf obtenida ser errénea.
Sobre todo en la zona de gran concentracién de lineas, cabe observar que las mismas tienden

a disponerse con una pendiente +1 (resp. —1) en la figura 45. Supdéngase que se ha cometido
algin error en la determinacién de los pardmetros (p;,t;) y se desea saber cémo se propaga el
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Tit1

mismo a través del cdlculo del factor . De ambos graficos se deduce que, sobre todo en zonas

i
donde T; sea relativamente grande ( resp. pequeno) respecto a p; hay errores en los pardmetros
i+1

que dejan inalterado el valor de y, por tanto, no influyen en los valores del resto de los

(2
parametros de las capas subyacentes.

Si p; v t; son valores estimados erréneamente de p; y ¢; que cumplen las relaciones

N

p; =cp;, i =cty, c€R,

~

. Pi
de modo que el cociente == = k, constante, entonces,
i

T; T; 1
logA—lzlogil—i-log—,
i Pi c
y
1 L 1 L +1 1
og — = log — + log —.
g)\ti g)\ti gc

Esto significa que el punto correspondiente a los valores (bi, fi) se sitda sobre una recta que pasa
por el punto correspondiente a (p;,t;) con una inclinacién de 45°. Por tanto, segtn la figura 45,

el valor de Tita

no cambia. Del mismo modo si el producto p;t; = k, entonces puede escribirse
i
que

R t;
Pi = CP;, ti:Ez7C€Ra
por lo tanto,

T; T; 1
log — = log — —|—1ogz,

Pi Pi
Y 1 1
log — = log — — log —,
g N g N g
lo que indica que el punto que corresponde a ([)i,fi) se sitla sobre una recta que pasa por el

Tit1

relativo a (p;,t;) cuya pendiente es —1. No cambia tampoco en este caso el valor de
i
Tipa

El primer gréafico de la figura 45 ilustra el caso donde > 1y, por tanto, p;,; es mayor

3
Tit1

que p;. La equivalencia, que se manifiesta como ausencia de efecto sobre el valor de en la

reduccién de horizonte, es tanto mas evidente cuanto menor es el valor de p;, mayor el 'de Pit1
-y, por tanto, el de Tj;1- y menor el espesor ¢;. Un terreno de tres capas con esta descripcién
tendria una capa central delgada respecto al terreno suprayacente y una resistividad pequena
respecto a la de la capa inferior. Puede contemplarse el caso de que la resistividad de la capa de
encima sea mayor -en cuyo caso la curva se denomina tipo cuenco (“bowl”)- o bien que sea mas
pequena, dando lugar a la tipologia denominada ascendente.

De la misma forma, de la observacién del segundo de los gréficos, se deducen los mismos
efectos para el caso en que, sobre todo con t; pequeno, p;,; sea menor que p; y, por tanto
T%-i—l 67

o < 1. Un terreno de tres capas con estas caracteristicas puede presentar una pseudoseccion
i

87 Curva de resistividades aparentes
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de tipo “campana”’ o bien “ascendente”.

6.1.1. Las reglas de equivalencia de Maillet. Limites de validez

Varias veces a lo largo de los capitulos precedentes han sido citadas las denominadas reglas de
Maillet. Maillet (1947) enuncia las caracteristicas que deben cumplir los terrenos denominados
equivalentes. Las situaciones susceptibles de producir equivalencia pueden resumirse en dos
tipologias:

= Perfil en “campana” y perfil “desdencente”

La capa (supdngase que es la i—ésima) cuyos pardmetros (p;,t;) pueden presentarse en
distintas combinaciones equivalentes tiene las siguientes caracteristicas:

1. su potencia t; es “pequena” respecto a la profundidad a la que se halla,

2. suresistividad p; es “grande” en relacién a la de la capa subyacente p; ;. El perfil en
“campana” se produce cuando, ademds, p; también es mayor que p,_;, mientras que
el “desdencente” aparece cuando p; es menor que p;_q.

El comportamiento de las lineas de corriente cuando se encuentran con la capa
t—ésima, de elevada p; como se ha dicho, es acortar al mdximo su recorrido en el
interior de la misma -minimizando la disipacién de energia-, acercando su trayectoria
a la vertical. La aproximacién de recorrido estrictamente transversal adquiere mads
validez cuanto menos potente -menor ¢;- sea la capa.

El paso de la corriente por la capa i¢—ésima podria pues describirse muy apro-
ximadamente (véase la seccién precedente) como la circulacién por un conductor
cilindrico homogéneo, dispuesto verticalmente, de resistividad p; y longitud ¢;. Si se
razona sobre la unidad de drea horizontal, la resistencia es R = p,i;. Esta, se de-
nomina resistencia transversal y es el pardmetro que realmente influye en estas
condiciones.

s Perfil en “cuenco” y perfil “ascendente”

En este caso, los pardmetros (p;,t;) cumplen que:

1. el espesor t; es “pequeno” en relacién al espesor del terreno suprayacente,

2. su resistividad p; es “pequena” comparada con la de la capa inferior p;,;. El perfil
denominado “en cuenco” se produce cuando, ademds, p; es también “pequena’ en
relacién a p;_;. En caso de que p; sea mayor que p,_; se obtiene el perfil “ascendente”.
Como p; < p;11, la disipacién de energfa que sufre la corriente al circular por la
capa i—ésima es menor que la que tendrfa lugar al hacerlo por la capa subyacente.
Asi pues, el recorrido por el interior de la capa i—ésima tiende a maximizarse y, por
tanto, a aproximarse a la horizontalidad. Argumentando sobre la anchura unidad, la
situacién es similar a la producida al recorrer la corriente un conductor homogéneo,
dispuesto horizontalmente, de resistividad p; y seccién ¢;. Tal como se ha visto en la

seccion introductoria, el pardmetro influyente entonces es C = t—l, que se denomina

(2
conductancia longitudinal. Por tanto, y dentro de los limites enunciados, cualquier
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combinacién de (p;,t;) con igual conductancia longitudinal dara lugar a una capa
equivalente.

Las reglas de equivalencia enunciadas afirman que las combinaciones de pardmetros

C= &7 R = p;ti,
li
son las realmente importantes. En papel bilogaritmico (log p;, logt;) las parametrizaciones equiv-
alentes de la capa i—ésima adquieren la forma de lineas rectas de pendiente +1 en los casos
“campana” y “descendente”, y de pendiente —1 en el caso de perfiles en “cuenco” y “ascen-
dente”.

Koefoed (1976a) mostré que las reglas de equivalencia de Maillet deben ser aplicadas con
cautela porque tienen un rango de validez limitado. Sus resultados fueron escritos en términos de
transformadas de resistividad. En la figura 46 se ilustra el comportamiento para resistividades
aparentes.

| | | PRt
=

T
I I
I I

05 ——J__—_L__J___L
I I
I I
I

Figura 46: Zonas de equivalencia del 5% y 10 % de error en resistividades aparentes: a) suelo de
cuatro capas m = (10, 1,1, ¢2,100,1,1). b) idem con m = (10, 1,1,¢5,10,1,1).

El terreno empleado en la simulacién ha sido m = (10,1, 1, ¢2,100, 1, 1) con valores de to = 1
y 3.5. Se han obtenido asi las regiones de equivalencia del 5% y del 10% de error relativo.
Posteriormente se ha reducido el contraste de resistividades cambiando el valor de p5 a 10. Las
regiones ilustradas en el segundo grafico muestran cierta distorsién en relacién a las precedentes
(mayor contraste de resistividad).

Las figuras anteriores muestran que los comportamientos en resistividades aparentes de las
zonas de equivalencia son basicamente los mismos que los enunciados por Koefod para transfor-
madas de resistividad, a saber:

s la regién de equivalencia no es estrictamente una linea, sino una superficie. Su forma
recuerda claramente, no obstante, en ciertas zonas, a una relacién lineal con pendiente
unidad;
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= a veces, la pendiente con la que puede caracterizarse la zona de equivalencia no es la
unidad. Esto es especialmente més acusado cuanto menor es el contraste de resistividades;

= las zonas de equivalencia son cerradas, aprecidndose sobre todo este efecto en su parte
superior. Esto confirma el cardcter limitado de las reglas de Maillet;

= no puede olvidarse la influencia que tienen también los pardmetros restantes en la conse-
cucién de modelos equivalentes.

6.1.2. Las curvas de Dar Zarrouk

Las curvas de Dar Zarrouk estdn intimamente relacionadas con las reglas de equivalencia
de Maillet y han sido descritas en el mismo articulo (Maillet, 1947). Se trata de otra forma de
representar un suelo estratificado. A partir de los pardmetros de un suelo, puede construirse de
forma univoca su curva de Dar Zarrouk y viceversa.

La propia curva de Dar Zarrouk tiene dos representaciones posibes. Ambas necesitan la
definicién previa de dos nuevas variables:

» resistencia transversal equivalente (R): es una funcién del perfil de resistividades del
suelo y de la profundidad. Su expresién es:

» resistencia longitudinal equivalente (C'), definida como:

[l
C(z):o/p(z)dz.

Para cada tipo de suelo se puede, en principio, eliminar la variable z de la definicién obtenién-
dose una relacién entre R y C' (mds concretamente In R.vs.InC'). La expresion

R
Ts = 67
tiene dimensiones de resistividad y Maillet la denomina “pseudo-resistividad”. Asimismo la
magnitud
zs = VRC,

tiene dimensiones de profundidad y recibe el nombre de “pseudo-profundidad”.

La representacién alternativa, equivalente a la anterior, de la curva de Dar Zarrouk consiste
en presentar rs.vs.2g.

Segin Maillet, distribuciones de capas equivalentes producen cambios despreciables en la
curva de Dar Zarrouk. No obstante, dado que las reglas de equivalencia tienen un rango limitado
de validez pueden construirse curvas de Dar Zarrouk apreciablemente distintas que correspondan
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Curvas de Dar-Zarrouk para dos modelos equivalentes
80 T T T T T T T

70+

60+

40}

30+

20+

40

Figura 47: Curva de Dar-Zarrouk para los modelos de cuatro capas: my = (10, 1,100, 3,10, 1, 100)
y my = (10,0.97,80, 5, 10,0.9, 100) .

a terrenos equivalentes. Este caso se ilustra en la figura 47 que representa las curvas de Dar
Zarrouk para los modelos

m; = (10,1,100,3,10,1,100) y my = (10,0.97,80, 5,10, 0.9, 100) .

Aunque en este trabajo no se ha hecho mayor uso de dichas curvas, se incluye este apartado
debido a su importancia histérica en el estudio de este tema.

6.2. El andlisis lineal de equivalencias

Supdngase que se ha calculado, por algiin método de los citados en el capitulo no lineal,
alguna solucién mg del problema no lineal. Se trata ahora, de encontrar otros modelos que
ajusten los datos dentro de cierta tolerancia especificada, sin tener que resolver para ellos
el problema original.

La idea es sustituir en un entorno de la solucién myg la funcién objetivo no lineal , por
ejemplo,

B (m) = |d - F(m)[3, . (200)

por una aproximacién cuadratica de la misma. La denominacién de andlisis lineal proviene del
hecho (detallado en el capitulo no lineal) de que dicha aproximacién cuadrética puede obtenerse
a partir de (200) linealizando F. Al proceder asi, cobra especial relevancia la matriz jacobiana
JF (mg) = JF,, para caracterizar el tamano y la orientacién de la zona de equivalencia lineal
correspondiente a cierta tolerancia prefijada. En este capitulo se estudia la relacién que existe
entre la zona de equivalencia lineal y la no lineal para distintas familias de curvas tipo.
Asimismo, se desarrolla la posibilidad de obtener modelos linealmente equivalentes a uno
dado, mg, y que también cumplan ciertas restricciones que traducen informacién a priori. Con
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este fin, se utilizard el formalismo desarrollado para este propdsito (expresion matemética de la
informacién a priori -véase el capitulo lineal-).

Finalmente, recurriendo a la descomposicién en valores singulares de la matriz JFy,, se pone
de manifiesto que en el caso de los S.E.V la informacién vinculada a valores singulares pequenos
no describe -contra lo que cominmente se afirma- caracteristicas de alta frecuencia del modelo
solucién, sino que incluye propiedades claramente estructurales. Esta situacién se presenta debido
a que el valor del funcional del problema directo F, depende de combinaciones de parametros
(fundamentalmente las mencionadas R y C') que pueden permanecer casi inalteradas a pesar de
grandes variaciones relativas en los pardmetros del modelo.

6.2.1. Caso I: modelos linealmente equivalentes sin restricciones

En esta seccién se parte de un modelo geoeléctrico conocido del subsuelo. Si bien una posi-
bilidad de excepcional interés es que éste se haya obtenido como resultado de la resolucién de
un problema de optimizacién, se aborda aqui una formulacién més general en la que el mode-
lo inicial, que se denominard mg, puede ser cualquier punto®®. Naturalmente son del méximo
interés aquellos que verifican la siguiente desigualdad:

Id - F(mo)|3,, <¢?, (201)

donde F es el operador (no lineal) que modeliza el problema directo, Np es la norma en el
espacio de datos y que corresponde a una determinada ponderacién de los errores dada por la
matriz W y €2 es una tolerancia de ajuste dada.

El problema que se plantea es encontrar otros modelos m para los cuales también se ver-
ifique la desigualdad (201). Una posibilidad es realizar una exploracién directa, calculando
ld — F(m)H?VD sobre una familia elegida de modelos. La dificultad de esta metodologia estriba
en que no hay, a priori, criterios para escoger dicha familia y tratar de realizar una busqueda
sistemaética puede ser totalmente ineficiente desde el punto de vista computacional. A modo de
ejemplo, si se considera un modelo de suelo de cuatro capas es preciso determinar siete pardmet-
ros. Eligiendo diez valores para cada pardmetro, el nimero de modelos posibles es de 107 que
es, a su vez, el niumero de evaluaciones necesarias del funcional no lineal presente en (201), lo
cual es prohibitivo en términos de tiempo de célculo.

Otras técnicas, como los métodos probabilisticos de optimizacién global (G.A y simula-
ted annealing), mencionados en el capitulo anterior, pueden ser utilizadas para resolver este
problema. Sin embargo, para problemas con gran nimero de pardmetros o casos en que la
solucién del problema directo sea mucho mds costosa, lo conveniente serfa obtener una solucién
y, a continuacién, utilizar un método analitico que genere modelos equivalentes sin necesidad
de volver a resolver el problema directo. Incluso podrian especificarse algunas caracteristicas a
priori de estos modelos equivalentes.

En este trabajo, se propone buscar esos modelos equivalentes dentro de la regién del espacio
de modelos donde la aproximacién lineal es vdlida, lo cual reduce drasticamente el nimero de

% mg puede haber sido la solucién de otro problema de optimizacién distinto, por ejemplo, uno en el cual el

funcional haya sido regularizado. Este enfoque permite encontrar modelos equivalentes mg en el sentido de que
verifiquen el desajuste dentro de cierta tolerancia, pero no estén obligados a mantener las restricciones estructurales
que la regularizacién impone a myg.
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éstos que es necesario analizar y, por tanto, el tiempo de cédlculo. Cabe recordar que para los
modelos de dicha regién es vélida la siguiente aproximacion:

E(m) = ||d - F(m)|}, = [[d - F(mg) — JFm,(m — my)|%, = E. (m;my). (202)

Esta aproximacion se obtiene, como se ve, por linealizacién de la funcién F en el entorno del mod-
elo inicial my. Los modelos linealmente equivalentes buscados, m, serédn aquellos que satisfagan
la desigualdad:

E. (m;mg) = ||d — F(mp) — JFm,(m —mp)||3, <& (203)

Denotando por:
W (d—F(myg)) = ey,
W .- JFm, = Jow, (204)
m—mgy = Am,

y siendo JFp,, € M (s,n) la matriz de la aplicacién diferencial de F en my, referida a las bases
canénicas:

Jo : R* — R?,
la inecuacién (203) se expresa abreviadamente:
E. (m;mg) = |le, — Jo, Am||3 < &2, (205)
donde la incégnita es Am. Desarrollando esta desigualdad se obtiene:
Am! (I, Jo,)Am — 2e! Jo,Am + el e, < &2 (206)
Este problema se puede reformular como: encontrar los Am que satisfagan la igualdad

Am' (I, Jow)Am — 2€f Jo,Am + e e, — T2 =0, (207)

para algtn escalar T2 menor que 2.

Si existe alguna soluciéon Am de la ecuacién (207), para calcular el modelo equivalente m se
emplea la relacién:
m—mg = Am.

A continuacién se seleccionan aquellos que satisfacen ademds la condicién de equivalencia no
lineal, es decir, los que verifican:
2 2
|d = F(m)|y, <& (208)

La igualdad (207) puede interpretarse como la ecuacién asociada a una hipercuddrica en un
sistema de referencia cartesiano n-dimensional {O,B.}. Asf pues, la generacién de modelos
geoeléctricos de suelos linealmente equivalentes a myg, es un proceso de determinacién de puntos
en esa hipercuddrica. Tanto desde el punto de vista tedrico como para su cédlculo, es conveniente
obtener la ecuacién de la misma tomando su centro como origen y referida a sus ejes principalesS?.
Para la determinacién de los ejes principales se empleard la descomposicién en valores singulares
del operador lineal Jy,,, es decir, determinar las matrices U, ¥ y 'V tales que:

Jow = UV, (209)

%9 Considerando que no se trata de una hipercuddrica degenerada.
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donde los vectores columna de V constituyen una base ortonormada {By } del espacio de mod-
elos, el sistema de vectores columna de U es una base ortonormada {B} del espacio de datos,
3 es la matriz cuyos elementos no nulos son los valores singulares del operador Jo v Jow la
matriz de este operador referida a las bases candnicas.

Se trata ahora de obtener la ecuacién de la hipercuddrica (207) en el sistema de referencia
{O,By}. Se denominard Am, al vector Am expresado en la base {By }, de modo que:

Am = VAm,. (210)

Si se sustituyen las igualdades (210) y (209) en (207), la ecuacién de la hipercuddrica en {O, By }
es:
Am), (X'2) Am,—2¢l, (UZ) Amy+e e, — 77 = 0. (211)

Esta ecuacién puede simplificarse si se expresa e,, como:
e, = Ue,, (212)

donde e, puede interpretarse como las coordenadas del vector e,, € R® en la base {By} C R®.
Por tanto se puede escribir que

e, = U le, = Ule, = U'W(d — F(my)). (213)
Sustituyendo la expresion (213), en la igualdad (207), ésta se transforma en:
Am!, (2'S) Am, — 2e,ZAm, + e e, — T = 0. (214)

La ecuacion (214), es la de una hipercuddrica cuyos ejes principales tienen la direccién indicada
por los vectores columna de V. Aun queda por trasladar el sistema de referencia al centro
de la hipercuddrica, O.. Las coordenadas, Amy,. , del centro de la hipercuddrica en el sistema
{O, By}, verifican la ecuacién :

(') Amy, — Z'e, = 0. (215)

El sistema anterior puede resolverse de forma explicita utilizando la descomposicién por cajas
de la matriz 3 segtn el siguiente procedimiento:

2
2(5771) = ( E(T,r) O(T‘,n—r) >:>Zt§]:< E(T,T) O(T,n—r) >’
)

216
0(3—7’77’) 0(5—7’771—7“ (n—r,r) 0(nfr,nfr)

217

,
Am],,

(216)
(217)
Am,, = (Am?,c > (218)
(219)
(220)

219
e’l‘
- (&),

donde r = rango(J ue coincide con el nimero de valores singulares no nulos de dicha matriz.
Ow )
Am’ . contiene las primeras r coordenadas del vector Am Am?  las n — r restantes, que
ve vC Ve 9
pertenecen al nicleo del operador Jy,. e}, contiene las primeras r coordenadas del vector ey

220
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-modelizables linealmente- y € las restantes s — r, que no pueden ser tenidas en cuenta por
medio de la aproximacién lineal”®. Por lo tanto el sistema (215) puede expresarse como:

2 r ,
2(1",7") 0(r7n—r) Amvc _ Z(mﬂ) O(r‘,sfr) e, (221)
O(n—r,r) O(n—r,n—r) Am[\)fc O(nfr,r) O(nfr,sfr) e?l ’

que puede descomponerse en dos subsistemas,

2Am = X.e, (222)
donde ¥, es la caja cuadrada X, ;) y,
O(n—nn—r)Amgc: O(n—r,s—r)e(l)r (223)
La solucién del sistema (222) es:
Am’, =X?%.el =¥ lel (224)

donde se ha tenido en cuenta que la matriz 3, es regular y diagonal.

Cuando se verifica que n > r, el sistema (221) tiene infinitas soluciones ya que el subsis-
tema (223)se verica trivialmente. Por tanto, no existe centro. No obstante, en el caso de los
sondeos eléctricos verticales los problemas con relevancia prictica son siempre sobredetermina-
dos™, puesto que el nimero de datos no redundantes tomados en el campo es mayor o igual que
el nimero de pardmetros a determinar. Por tanto, en este caso, 7 = n, asi que la solucién (224),
puede escribirse como:

Am?, =Y lel. (225)
Dado que €’ corresponde a la parte del residuo no modelizable linealmente, éste no puede influir
en la determinacién de ninguna caracteristica de la hipercuddrica. La ecuacién (223) indica que
tampoco influye en la posicién del centro.

Si se denota con Amy s a las coordenadas de un punto del espacio de modelos referido al

sistema {O., By }, se cumple que:
Amy, = Amy. + Amyg. (226)

Sustituyendo esta igualdad en la ecuacién (214) y teniendo en cuenta la igualdad (222), se
obtiene:

Amif ('S) Amyy + [el e, — 7?2 + Am!, (') Amy, — 26, ZAmy.] = 0. (227)
Introduciendo la notacién:
I = Am), (2'Y) Amy, — 2e,, S Am,,, (228)

y teniendo en cuenta que
(E'2) Amy, = Sley, (229)

"0V ¢ase, a este respecto, la explicacién acerca de los distintos subespacios sobre los que informa la descomposi-
cién en valores singulares.

"'En la préctica habitual el nimero de datos, s, supera al nimero de pardmetros del modelo, n, aunque en
teorfa se puede plantear también s < n.
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se deduce que,

I = —e! X Am,.. (230)
Ademsds dado que,
3 0
ezil — (e 9 t< r (r,n—r) ) _ (eﬁ)t S 0 ), (231)
( " " ) 0(5—7‘,7“) O(S—T,n—r) ( r ) )

la igualdad (230) puede reescribirse como:

F= = (B 0y (ot ) =~ ()" 3, A, (252)
vC

Retomando ahora la igualdad Am’,, = 3, 1el, se llega a:

I=—(e)' 2 Ble) = —(el) ey = — |lepl;- (233)

u u

Es decir, I representa la parte del error no lineal cometido en el punto my que puede eliminarse

mediante modelizacién lineal, o sea, es posible encontrar un modelo m, -el centro de la aproxi-

macién cuadrética con la que se estd trabajando aqui- que tenga el menor error lineal posible.

Este error minimo, se diferencia del existente en m = mgq en el valor hallado para I.
Sustituyendo el valor de I en (227) se obtiene:

Am; (£'S) Amyy + [ley |3 — 7% — [lel |3 = 0. (234)

Si se descompone e, de la siguiente manera,
e, e, 0
= = 2
€y < eg > < 0 + e?l 5 ( 35)
se tiene la siguiente relacién entre normas:

leal? = lleLll + [|€%]f3- (236)

Como, ademds, la norma euclidea es invariante frente a un cambio ortonormado de base:

lewlls = lleall3 (237)
con lo que la expresién (234) resulta:
Aml; (2'%) Amy; + [leb ], = 77 (238)
07
2
lAmy |55 + lleall, = 72 (239)

donde ||Am, f’@:tz indica la norma del vector Amy; derivada del producto escalar de matriz
iy,
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Interpretaciéon geométrica
La relacién (239) puede interpretarse en términos de distribucién del error lineal:

= la tolerancia 72 admitida para el desajuste total del problema lineal consta de dos con-
tribuciones:

. HegHg representa la parte del desajuste no modelizable mediante la teoria lineal, es
decir, € ¢ Im(Jow). Si mg es el resultado de la resolucién de un problema de

optimizacién no lineal por algin método local, He?l H2 es, no solo el valor del funcional
cuadratico de error, sino también, se espera que ademads

lewl2 = [|d — F(mp)|2y = |52

e Si mg no proviene de la solucién del problema de minimizacién asociado, HegHg es
el valor del minimo error lineal cometido, el cual se alcanza en el centro m. del
hiperparaboloide obtenido al linealizar. Como debe verificarse la igualdad indicada
en (236), cabe concluir que el minimo error lineal siempre es menor que el error no
lineal cometido en el punto myg.

. HAmeH;tz que es la parte adicional del error lineal correspondiente al cambio de
mp a m.

= Para que existan modelos linealmente equivalentes a mg es necesario especificar
2 012
7% > |leull,

Expresién del modelo linealmente equivalente
Una vez que se han calculado las coordenadas de miiltiples vectores Amy s que verifican la
restriccion (239), puede calcularse el vector Am de la siguiente forma:

Am = VAm,=V (Amy.+ Amys) =V ((Et)—l ey + Amvf) =
= V((2) ' U'W (d - F(my)) +Amvf) : (240)

m=my+V ((z;t)*1 U'W (d — F(m,)) +Amvf) . (241)

Cuando my = myp,, el residuo definitivo (d — F(my,,) no puede ser modelado por la aproxi-
macién lineal -si no podria conseguirse mayor reduccién del error, incompatible con el hecho de
que sea la solucién final- lo que significa que el vector (d — F(mg) pertenece al complemento
ortogonal del subespacio de vectores columna de la matriz U. Por ello se verifica que:

U'W(d — F(m,) = 0, (242)

y por tanto se cumple que:
Am =V Amyy, (243)

coherente con el hecho de hacer Amy, = 0 en la ecuacién [240].



164 Anglisis de modelos equivalentes en SEV

Procedimiento de calculo
Se ha implementado el siguiente algoritmo para el cdlculo de modelos linealmente equivalentes:

= Célculo del umbral minimo de tolerancia: a partir de mg y de la descomposicién en valores
singulares de Jg,,, se determina

He?xuz = ke (mmin; mO) .

= Especificacién del error lineal asumido por los modelos equivalentes buscados

T2 > E. (Mypin; M) .

= Sorteo aleatorio de puntos que verifiquen la ecuacién de la hipercuddrica:
Amy; (2'%) Amyy = T — B, (myg; mo) = k7. (244)

Se verifica que:
n o . 2
3 (#Ami,f) =1, (245)
i=1
donde o; es el valor singular ¢—ésimo de Jg,. Mediante el sorteo se obtiene un vector
unitario de cosenos directores que cumplen la igualdad

n
E cos?f; =1, (246)
i=1
con lo cual basta identificar:
cosb; = %Amﬁ,f, i=1,...,n (247)

y por tanto

- k
Amy = ;cos@z-, i=1,...,n.
(2

» Cdlculo de las coordenadas en la base original segin la expresion (241).

6.2.2. Caso II: cdlculo de modelos linealmente equivalentes con restricciones

En el apartado anterior se indicaba cémo, a partir de un modelo mg (que podria ser, por
ejemplo, una solucién my,g, de un problema de optimizacién), se puede especificar el conjunto de
todos los modelos linealmente equivalentes de los cuales, posiblemente, algunos lo sean también
en el sentido no lineal. Obtener sin restricciones uno de ellos, se reduce a escoger arbitrariamente
un punto de la hipercuddrica de equivalencia.

A veces no se busca simplemente un modelo equivalente sino uno que posea, ademads, ciertas
caracteristicas introducidas como informacion a priori. Se admite aqui que dichas propiedades
son expresables mediante alguna de las metodologfas indicadas en el capftulo lineal. En este
apartado se indica cudles de los puntos de esta hipercuddrica satisfacen, si existen, las restric-
ciones de este tipo.
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El procedimiento comienza por la consideracién en el punto mg de una aproximacién cuadréti-
ca E. (m;myg), del funcional de error £ (m) = ||d — F (m)||12/V E. (m;my) resulta de reemplazar
F (m) por su aproximacion lineal en el entorno del punto mg. Asi pues:

E.(m;my) = E. (mg) — QerJowAm+Amt(J6ngw)Am, (248)

donde E. (mg) = ef e, se denota el valor de E. (mg, mg).
Si el modelo m que finalmente se desea obtener, debe incorporar las restricciones adecuadas,
su expresion puede escribirse como se ha visto en el capitulo lineal:

m = my + m, = my + Cmy,

donde my es un vector y C' una matriz determinados por el tipo de informacién a priori; m; es
un vector que puede moverse libremente por todo el espacio de modelos. Asi pues:

Am =m - mg = (my —mp) + Cm = Am} + Cm;. (249)
Si la igualdad (249) se introduce en la ecuacién (248) y se desarrolla, se obtiene:
E.(m,my) = E. (mf,mg) — VE, (mf,mg) - m,, + me(ngJow)mw,

donde:
E.(my,my) = E. (mg) — ZerJOUJAm’}+Am}t(J6wJOw)Am}l,
VE.(my,mg) - my, =2 (ew — JOwAm})tJmew.

siendo m’,(J¢,,Jow)m,, €l término de segundo grado.
El vector m,, € W C R” puede ser expresado respecto a una base local del subespacio
vectorial W. Se denominard {Bp} C W a dicha base. Se puede definir una aplicacién lineal:

P:W CRP— R™ (251)

que a todo vector de W expresado en la base {Bp} le asocia el mismo vector referido a la base
canénica de R™. Denominando P € M (n,p) a la matriz de dicha aplicacién lineal P, se tiene
entonces:

m,, = Cm; = Pg, (252)

donde 3 €RP contiene por tanto las coordenadas del vector m,, expresado en la base {Bp}. De
modo que la expresion (?7) en la nueva base es:

E. (m,mg) = E. (my, mg) — 2 (ey, — Jo, Am’%)" J0,PB + (PB)" (I8, Jou) PB. (253)
Dado que Jg, € M (m,n) es la matriz de la diferencial, referida a las bases canénicas:
Jo : R* — R?,

se define la aplicacién
IJP=TJgoP: W — R?
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cuya matriz es, (Jo,P) € M (m,p), respecto a las bases {Bp} C W y la base canénica de R®.
La descomposicién en valores singulares de este operador es:

JouP = UAV' (254)

donde U € M (s,5), V.€ M(p,p) y A € M(s,p). Ademds, el rango de la matriz A es p. Se
hace notar que cada uno de los vectores columna de V, viene expresado por sus coordenadas en
la base {Bp} C W.

El vector 3 que estaba expresado en la base {Bp} C W, se expresard ahora en una nueva
base, la formada por los vectores columna de V. En esta base, las coordenadas de 3 se denotan
B,, de modo que:

8=V3,. (255)

Sustituyendo (255)y (254) en la expresion (253) se obtiene:

E. (m,mg) = E, (my, mg) — 2 (e, — JowAm’})tUA,Bv + 8% (A'A) B,

Si se tiene en cuenta que (ew —-J OMAm}) es un vector de R®, conviene hallar su expresién, u,

en la base ortonormada {BU}' En este caso se tiene la siguiente relacion:
ey — JowAm} = Up, (256)
con lo cual E. (m, mg) toma la forma:
E.(m,mg) = E. (my, mg) — 2u'AB,+0;, (A'A) B,,. (257)

El punto sobre la restriccién en el que esta funcién alcanza el minimo es solucién del sistema de
ecuaciones:

(A'A) B, = A'p (258)

donde el vector 3,,. € W representa las coordenadas de dicho punto en la base V. Por tanto, se
cumple la relacién:

161) = Bvc + B_vv (259)

siendo 3, las coordenadas de un punto genérico sobre la restriccién cuando el origen del sistema,
de referencia es el punto 3,,.. Reemplazando en (257) resulta:

EC (I’Il, mO) = EC (mf) I’Ilo) _2p’tA/6vc+/Bf)c (AtA) Bvc_zp’tAﬂ_v"i_lefjc (AtA) 18_v+ﬂ_vt (AtA) IB_U

El sentido geométrico de esta expresiéon puede aclararse explicando el significado de algunas
agrupaciones de términos:

E. (mm mo) = k. (mf7 mo) - 2p’tABvc+ijc (AtA) ﬂvca
VE.(m.,mp) - (m—m.) =-2p'AB,+28., (A'A) B, =0, (260)

mads el término de segundo grado resultante

B, (A'A)B,.
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Por tanto
E. (m, mg) = E, (m,, mo) + B, (A’A) B,. (261)

A la hora de calcular modelos m equivalentes desde el punto de vista no lineal a mg, se trata
de imponer que:

| B (m) — E (mo)| < T?,

siendo E (m) = ||d — F (m)||3}, y T la tolerancia que sea oportuno considerar. La condicién de
equivalencia no lineal es, pues:

E (mg) —T? < E(m) < E (mg) + T2 (262)

Las tolerancias de interés son del orden de algunas unidades por ciento y los modelos mg que
usualmente se consideran interesantes son el resultado de un proceso de optimizacién previo que,
supuestamente, ha llevado el valor de F (mg) por debajo del valor de T2. Asf pues, el extremo
izquierdo de la inecuacién (262) puede aproximarse por 0. A veces, el valor de E (mg) puede
resultar pequeno respecto a la tolerancia estipulada o, sencillamente, se quisieran obtener todos
los modelos para los cuales E (m) < T2. En ambos casos se puede reescribir la desigualdad (262)
como,

0< E(m)<T>
Si se reemplaza E (m) por E. (m, my), los modelos que cumplan
0 < E.(m,mg) < T2,
se denominan linealmente equivalentes a my. Con ayuda de la expresién (261) resulta que,
0<B, (A'A)B, < T? - E,.(m,,my).

Para que existan modelos linealmente equivalentes debe, evidentemente, ocurrir que

puesto que A*A es siempre (semi)definida positiva.

Expresiéon de los modelos linealmente equivalentes

Una vez han sido obtenidas las coordenadas 3, correspondientes a los modelos linealmente
equivalentes, es preciso deshacer las transformaciones realizadas a fin de disponer de las coor-
denadas de los vectores que representan a dichos modelos en la base candnica inicial, de forma
que:

m =myg + PV (/Bvc + 18_1;) ’ (263)

donde B, = A;lup.
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6.2.3. Interés de la matriz jacobiana en el caso de parametrizacién logaritmica

El comportamiento del problema inverso lineal en S.E.V viene definido por la estructura
de la matriz de sensibilidad o matriz jacobiana JF. Se pretende analizar aqui en qué partes
de la misma se fundamentan las reglas de equivalencia de Maillet. Con este fin, el uso de la
parametrizacion logarftmica en el espacio de modelos es especialmente adecuado.

Supdngase que se ha determinado, por resolucién del problema inverso, un terreno de tres
capas

mp = [phtlv p2;t2; Pg] :

Como la parametrizacién es logaritmica se tiene que:

molog = [log (p1),log (t1) , log (p2) ,1og (t2) ,log (p3)] -

El paso a un nuevo modelo, candidato a ser equivalente a mg segin cierta tolerancia 1" previa-
mente especificada, queda definido por el vector Amygj,, cuya expresion es:

+A ta + At
Amgiog = |log(py),log (t1),log (02Tp2> ,log <%> log, log (,03)] .

Se analiza ahora cémo se reflejan las condiciones de equivalencia mencionadas por Maillet en la
estructura de Amygjog :

L Sipy<pgy

tr | f2t Al (264)
py P2+ Apy
se presenta una de las situaciones contempladas como equivalentes. La relacién (264) im-
plica
log <LA'O2> ~ log <w> , (265)
P2 t2

es decir, la cuasi-igualdad de dos términos consecutivos (de la misma capa) en Amgjog.

2. Sipy>p3y

(t2 + Atz) (p3 + Apg) = pata, (266)
entonces se estd ante el otro de los casos de equivalencia. La relacién (266) implica
A to + At
log (M) ~ log (M) , (267)
P2 t2

es decir, los dos términos consecutivos (de la misma capa) en Amgig poseen casi el mismo
valor absoluto pero con signo contrario.

Por tanto si el modelo mjog = mygjog+Amygeg, €s equivalente a mgjog, inicialmente obtenido,
los dos términos consecutivos correspondientes a la capa aludida de Amg)og deben tener el mismo
valor absoluto. Utilizando los vectores v; procedentes de la d.v.s de JF, el vector Amygjeg se

expresa:
i=n

Amygeg = E Vi,
i—1
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para ciertos escalares ;. Como la capa analizada es la segunda, los pardmetros de Amgyg
implicados son el tercero y el cuarto. Las condiciones especificadas se traducen en,

i=n
> ai(|vigl = [via
i=1

En conclusién, siempre que las componentes de los vectores v; correspondientes a los pardmetros
de la misma capa tengan valores absolutos muy similares, cualquier cambio en el modelo -incluso
de gran magnitud- dejard practicamente inalterado el valor del cociente o del producto de los dos
pardmetros (situacion de equivalencia). Por otro lado, las desviaciones de la igualdad en (268),
deshacen rapidamente la equivalencia en indices i bajos, de cuyas componentes dependen mucho
las predicciones del modelo y, por tanto, la posibilidad de exceder la tolerancia especificada en la
equivalencia. Asi pues, los modelos equivalentes que aporten cambios apreciables en la solucion
obtenida estdn asociadas a valores de indices © altos y, por tanto, a valores singulares pequenos.
Se han estudiado, ademads, los vectores asociados a las bases de la d.v.s de JF para com-
probar si, como se sostiene repetidamente en la literatura -véase (Hansen, 1998, y Hanke, 2002,
p.€j.)- a medida que crecen los indices 4, y disminuyen los valores singulares o; los vectores u;
y v; representan componentes de mas alta frecuencia de la solucién. Para ello se ha investigado
el problema asociado a varios suelos, uno de los cuales es el terreno de cuatro capas con resis-
tividades (10, 20, 1,50, 2) y espesores (5, 5,5, 5). Los datos del problema, superpuestos a la curva
de resistividades aparentes quedan representados en la figura 48. Los valores singulares se han
calculado y representado en la figura 49, donde se observa su cardcter rdpidamente decreciente.

) ~ 0. (268)

Curva de resistividades aparentes
T T T

3l 4

2 | T \ \ %
0 100 20 300 400 500 600 700 800 900 1000
AB/2

Figura 48: Medidas generadas sintéticamente.

Los resultados se han comparado con los correspondientes a un terreno idéntico, pero parame-
trizado de otra forma. Cada uno de los estratos del suelo inicial, excepto el ultimo que tiene
extension ilimitada, se ha dividido en dos capas de resistividad idéntica a la inicial. El nuevo
vector de resistividades es (10,10, 20,20, 1, 1,50, 50,2) y el de potencias (5,5,5,5,5,5,5,5). La
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Curva de valores singulares. Resistividades y potencias. 4 capas.
35 T T T T T T T

L

0 | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9

namero de orden del valor singular

Figura 49: Curva de valores singulares. Las incégnitas son las resistividades y los espesores

principal diferencia es que los espesores se consideran ahora fijos y las incégnitas del problema
son solo las resistividades. El niumero de grados de libertad (9), es idéntico al del caso anterior.
La curva de valores singulares del nuevo problema se representa en la figura 50. El patrén -y los
valores- se mantienen.

A continuacién se muestran las figuras -representativas del conjunto de la experimentacion-
sobre las que pueden sacarse conclusiones. En las figuras 51 y 52 se muestran los vectores
singulares u; en ambos casos. No parece haber diferencias apreciables.

En las figuras 54 y 53 aparecen representados los vectores singulares v;. Se puede observar
que:

1. En la formulacién tradicional -en resistividades y espesores- no se cumple que al aumentar
el indice i, las v; asociadas representen componentes de la solucién de mayor frecuencia.

2. En la formulacién en resistividades -con espesores fijados-s7 ocurre asi. Las v; asociadas a
valores singulares menores aportan los detalles de frecuencia creciente.

3. Como justificacién de la discrepancia observada se aduce que, tal como se ha visto anterior-
mente, la presencia de equivalencias se debe a la existencia de pardmetros contiguos que, al
variar, interactiian mutuamente compensando sus efectos. La correlacién mutua aparece
en la forma antes indicada en la matriz V y evita la introduccién de nuevos grados de
libertad. Esta causa desaparece al fijar los espesores.
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Curva de valores singulares. 9 valores de resistividad.
25 T T T T T T T

0 Il Il Il Il L "
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Numero de orden del valor singular

Figura 50: Curva de valores singulares. Las incégnitas son sélo las resistividades

Vectores singulares u;: varian resistividades y espesores

0 0.4
,'/ 0.2 i=2 0.2 / i=3 0.2 —
-0.2 Jr” : \ 07, A= -4
O - — 0
Y 04| | 02| | 02 |\ 7]
/ \ " o2
=1 04| | -0.4 \ <
0.6 : \
. 0.6 \ -0.4
0.8
0.4 06
0.2 10.4
u; 1 0 o2
R 02
041 i=51.0.4 0.4
Y;

Figura 51: Vectores singulares del espacio de datos: incégnitas resistividades y espesores
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Vectores singulares u.: espesores fijados

0.2
u 0.4
0.6
0.8

0.2

''0.2
0.4

0.5 =9
u 0
-0.5
2 4 6 8

Figura 52: Vectores singulares del espacio de datos: las incégnitas son las resistividades

Vectores singulares v resistividades y espesores variables
0.2
0 _ _ |04
0.2

-0.2
v. -04
-0.6
-0.8

-0.2
-0.4
-0.6

i=3 -0.2

0.6
0.4

0.5

-0.2

2 4 6 8 2 4 6 8

0.4
0.2

0.2
04| =9

Figura 53: Vectores singulares para los modelos: las incégnitas son resistividades y espesores
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Vectores singulares V;: espesores fijados

0 0.2 0
-0.2
04 0 -~ 102
Vi 0'6 0.2 0.4
e -0.6
i= 0.4 i=
0.8 i=1 i=2 08
2 4 6 8
0.2 0.4 i=6 0.5
0
0.2
\'A 0 0 N
1
-0.2 0 N
0.4 0.2 0.5 i=7 i=8
-0.
2 4 6 8 2 4 6 8 2 4 6 8
0.5
v, 0

2 4 6 8

Figura 54: Vectores singulares de los modelos: las incégnitas son las resistividades
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Capitulo 7: Métodos de optimizacién global
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7. METODOS DE OPTIMIZACION GLOBAL

7.1. Introduccion

Los métodos de optimizacién global son métodos numéricos probabilisticos que exploran
potencialmente todo el espacio de modelos. Permiten eludir la limitacién inherente a los métodos
locales relativa al entrampamiento en éptimos locales. Su interés radica, como se verd, no sélo
en la garantia de una mejor aproximacién al éptimo global, sino en que permiten enfocar la
existencia de las equivalencia de forma que se puedan extraer conclusiones ttiles en términos de
probabilidades para la toma de decisiones.

7.2. Algoritmos genéticos

Los algoritmos genéticos han sido una de las ramas de investigacién mads fructiferas en el
campo de la optimizacién en los iltimos anos. Ha habido un enorme nimero de articulos y
conferencias sobre el tema desde que Holland expusiese por primera vez la idea en los anos 70.
El éxito inicial que estas técnicas tuvieron al abordar problemas de dificil resolucién por métodos
clasicos, las popularizé rdpidamente.

Los algoritmos genéticos son una técnica que pertenece a una rama de la investigacién aplica-
da denominada genéricamente computacion evolutiva. Este término se inspira en la base tedrica
de los procesos naturales asociados a la evolucién biolégica, en particular con la teorfa darwinista
de seleccién natural. Segin esta teorfa, las especies evolucionan hacia estructuras genéticas mejor
adaptadas al entorno mediante la transformacién del cédigo genético indidual por mutacién y
recombinacién sexual, siendo inviables los cambios introducidos que perjudiquen al individuo en
el medioambiente en el que vive.

Los algoritmos genéticos, a pesar de su uso especialmente indicado para problemas discretos,
se han utilizado extensivamente para funciones continuas. Son notablemente ttiles para proble-
mas discontinuos, no diferenciables o mal condicionados. A diferencia del algoritmo de simulated
annealing, en los algoritmos genéticos no es un nico modelo el que cambia en una direccién
de cambio estipulada, sino que es toda una poblacién de modelos la que se transforma, de una
iteracién a otra, evolucionando hacia el 6ptimo global. Los algoritmos genéticos pueden verse
como una variante de los métodos de multicomienzo en la cual los individuos de la poblacién
de soluciones potenciales no siguen un proceso cldsico de optimizacién local, sino leyes que
pretenden simular los principios admitidos para la evolucién natural.

7.2.1. Descripcién basica del funcionamiento de un A.G

Se parte de una poblacién inicial, generada normalmente de modo aleatorio, cada uno de
cuyos individuos se representa mediante una cadena de elementos de un alfabeto, cadena denom-
inada cromosoma. En términos de un problema de optimizacién, cada cromosoma representa un
modelo candidato a resolver éste.

A cada una de las posiciones que existen en el cromosoma se la denomina locus genético y, a
la informacién allf situada, gen. Puede haber distintas formas del mismo gen, los denominados
alelos. En este contexto, los alelos son los distintos elementos del alfabeto escogido.

La eleccion del alfabeto -A- para codificar las variables del problema, asi como la longitud del
cromosoma son cuestiones delicadas que influyen en el éxito de la técnica. El alfabeto binario,
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por ejemplo, emplea los simbolos Apjpario = {0,1}. En este alfabeto, cada modelo del espacio
de pardmetros quedaria representado (codificado) mediante una cadena -cromosoma- de ceros y

unos:

modelo 1+——{ 1 |0 | 1| --- |0
modelo2——| 0| 1|0 | --- | 1

La utilizacion de otros alfabetos también es posible, por ejemplo, puede utilizarse como alfa-
beto el conjunto de todos los niimeros reales -Agyitmetico = R- (codificacién que denominaremos
aritmética) o, incluso, variables no numéricas.

El esquema fundamental de funcionamiento de los algoritmos genéticos es el siguiente:

Se parte de una poblacién inicial, cuyo tamafio -nimero de cromosomas- es necesario es-
pecificar. A partir de ésta se van produciendo sucesivas poblaciones -generaciones- que
tienen, normalmente, el mismo tamafnio que la inicial. Este nimero tiene que ser lo sufi-
cientemente pequefio para que el proceso sea manejable y lo bastante grande como para
que la poblacién considerada tenga posibilidades de explorar todo el espacio de bisqueda
(véase mds adelante el epigrafe tamario de la poblacion).

A cada individuo -cromosoma- de la poblacién hay que atribuirle un valor que lo ordene
respecto a los demas. Este valor se denomina aptitud o idoneidad. Para este fin se utiliza una
funcién relacionada con la funcién objetivo del problema de optimizacién. Si el problema
es de maximizacion, la propia funcién objetivo puede servir como criterio para asignar
aptitudes: a mayor valor de la funcién objetivo, mayor aptitud. Sin embargo, si el problema
es de minimizacion, la funcién de aptitud no puede ser la funcién objetivo, puesto que el
algoritmo genético pretenderd siempre maximizar la funcién de aptitud (i.e maximizar la
funcién objetivo), sino que deberd ser una funcién relacionada con ella segin distintos
procedimientos que se discutirdn més adelante y que denominaremos de escalado.

La funcién escogida como criterio de aptitud toma sus valores, en muchos problemas de
optimizacién, sobre un espacio de pardmetros (subconjunto de R™) no codificado con el
alfabeto A. Por ello, para que las aptitudes puedan ser evaluadas, es necesario descodificar
los cromosomas con anterioridad a la evaluacién de las mismas.

De acuerdo con los valores de la aptitud, se procede a la seleccién de los cromosomas
mds aptos, que son los que intervendrén en el proceso de reproduccion y, a partir de los
cuales, se construird la siguiente generacién. Existen distintos procedimientos de seleccion,
asi como distintos criterios (criterios de reemplazo) para determinar qué individuos de la
generacién actual son sustituidos en la siguiente.

El proceso de transformacion de una generacién de cromosomas en la siguiente se lleva a
cabo a través de la aplicacién de distintos operadores genéticos. Intervienen, esencialmente,
dos tipos de operadores: la recombinacion o cruce y la mutacion.

A la nueva poblacién obtenida se le aplica el mismo proceso previo hasta que se cumplan
los criterios de parada especificados. Normalmente, éstos tienen que ver con que se haya
alcanzado un nimero estipulado de generaciones; con que se hayan explorado un niimero
determinado de individuos o con que haya sido alcanzado un grado dado de aptitud por
un nimero predeterminado de individuos.
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Una vez explicado de forma somera e intuitiva el proceso, es conveniente formalizar estas
ideas de forma mads rigurosa.

Definicién formal de AG
Para que un algoritmo se pueda catalogar como algoritmo genético necesita los siguientes
elementos:

= Una poblacion de individuos cada uno de los cuales representa una posible solucién al
problema.

» Una funcion que hace las veces de entorno’?, permitird clasificar a los individuos como
aptos o no aptos segin una determinada escala de seleccién.

» Unos operadores genéticos que alteren la composicién de los individuos durante la creacién
de la siguiente generacién.

s Un conjunto de pardmetros como tamano de la poblacién, probabilidades asociadas a los
operadores, etc.

Todos estos elementos aparecen en la siguiente definicién: un algoritmo genético es un algo-
ritmo probabilistico especificado por la n-upla (N, P, f, ©, Q, ¥, 1) donde:

s P es una poblacién de N individuos o cromosomas, P = {S1, So, ..., Sy }. Cada individuo
S; es una cadena de enteros’®,de longitud especificada, pertenecientes al alfabeto A.

f esla funcion de aptitud que asigna un valor real a cada individuo.

f:8 —=R" i=1,..,N

= O es un operador de seleccién que selecciona v individuos de P.

©:P —{P,..,P}

= () es un conjunto de operadores genéticos capaces de producir v individuos nuevos a partir
de los seleccionados por ©

Q = {Q (cruce), Qy, (mutacioén),...} : {P1,..., P} — {C1,...,Cp}

» U es un operador de borrado que elimina v individuos (tantos como han sido creados) de
la poblacién P.

T es un criterio de terminaciéon que determina cudndo el proceso evolutivo debe finalizar.
Con estos elementos se define la poblacién en un instante dado en funcién de la poblacién
de instante anterior como:

Pt+1)=P({t)—¥(P(t)+{Cy,..,Cp}

donde los signos — y + tienen el significado de eliminar y anadir respectivamente.

" Es decir sustituye, en la metafora del proceso de evolucién biolégica, al medio ambiente, el cual selecciona los
individuos més adaptados al mismo.
" Muy frecuentemente los elementos del alfabeto A son ntimeros enteros.
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7.2.2. Funcionamiento detallado de los algoritmos genéticos y bases matematicas

Para analizar el funcionamiento de los algoritmos genéticos, Holland (1992) introdujo el
concepto de esquema. Un esquema es un conjunto de individuos-cromosomas-con similitudes
en ciertas posiciones. Holland sugirié esta definicién porque, en el proceso de evolucién de un
algoritmo genético, se observé que cromosomas con ciertos parecidos se conservaban en las
sucesivas generaciones.

Para ejemplificar la nocién de esquema, supongamos que la codificacién se realiza con un
alfabeto binario- Apipario = {0, 1}-. Se introduce ahora, ademds, el simbolo * para denotar al
conjunto de todos los elementos del alfabeto, es decir * = {0,1}. Se define un esquema como
una cadena en el nuevo alfabeto ampliado, Agmpiiado = {0, 1, *}.

Los esquemas no son todos iguales. Se diferencian mediante los conceptos de orden y de
longitud de definicion. El orden de un esquema H, representado como o(H) es el nimero de
alelos que estdn fijados en dicho esquema. O sea, el nimero de elementos que no son *. Por
ejemplo o (x, %, 1, %, %,%,0) = 2. La longitud de definicion de un esquema § (H) es la distancia,
medida en mimero de posiciones, entre el primero y el tltimo de los alelos que SI han sido fijados.

El concepto de esquema, junto a los de orden y longitud de definicion permiten examinar
como afecta el proceso de reproduccion y la accién de los operadores genéticos a los esquemas rep-
resentados por los cromosomas presentes en la poblacién. Aporta algo de luz al comportamiento
de los algoritmos genéticos.

Algoritmos de Seleccién

La seleccién dirige el proceso de busqueda en el espacio de posibles soluciones. El mecanismo
de seleccién asigna a cada individuo una probabilidad de reproducirse, es decir, de permanecer en
la siguiente generacion, que estd en relacion directa con su aptitud. Los mecanismos de seleccién
tienden a concentrar la exploracién en determinadas regiones del espacio de bisqueda, cada
vez mds prometedoras desde el punto de vista de la aptitud de sus cromosomas miembros. El
objetivo de los algoritmos de seleccién es conseguir un balance entre la biisqueda en la regién méas
prometedora y el resto de regiones de forma que se evite la convergencia demasiado temprana a
una buena zona pero que sélo contenga un 6ptimo local

Existen varios tipos de mecanismos de seleccién que asignan a cada individuo una deter-

minada probabilidad de reproduccién -es decir, de contribuir a la siguiente generacién. Una
vez determinadas las probabilidades individuales, el mecanismo selecciona un cierto nimero de
progenitores mediante sorteo. La técnica para hacer el muestreo es del tipo “ruleta rusa”: a
cada individuo se le asigna un subintervalo dentro del intervalo [0, 1] de amplitud igual a su
probabilidad; a continuacién se genera un nimero aleatorio en [0, 1] y se escoge el individuo en
cuyo intervalo haya caido el nimero aleatorio. Es decir, se define:

Py = 0, (269)

P = > Pp=Py=1
§=0

Al individuo S; se le asigna el intervalo [P;_1, P;]. Se genera un nimero aleatorio y se escoge
el individuo correspondiente al intervalo al que pertenece dicho nimero. Este proceso se repite
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tantas veces como sea necesario para obtener el nimero de individuos especificado en el algortimo
de seleccién. Con este procedimiento los individuos seleccionados pueden repetirse.

Los mecanismos de seleccién mds importantes difieren en la forma de realizar la asignacién

de probabilidades:

1.

Seleccién proporcional

A cada individuo se le asigna una probabilidad de seleccién proporcional a su aptitud:

N
> F (St
j=1

p(Si,t): iZl,...,N,

donde f (S;,t) es la aptitud del cromosoma S; en la generacion t.

Un gran inconveniente que presenta este mecanismo es su alta dependencia del valor con-
creto de la aptitud, dado que si, por ejemplo, existiese un individuo cuyo valor de aptitud
es mucho més alto que el del resto, pero sin ser éptimo, este tipo de sorteo hace muy
probable que este individuo sea seleccionado varias veces. El cromosona de dicho individuo
dominard rdpidamente la poblacién, causando lo que se denomina convergencia prematura
hacia un 6ptimo local. Para evitar este suceso, deben asignarse las probabilidades de se-
leccién de forma que no dependan tanto de las aptitudes atribuidas durante la evaluacion.
Para ello se utiliza por ejemplo la seleccién por posicion.

Seleccién por posicién

En este método los individuos son ordenados en orden ascendente de aptitud, esto es :
f (Sl,t) <f (Sg,t) <..<f (SN,t) .

La probabilidad de que un individuo sea seleccionado se atribuye en funcién de la posicién

que éste ocupa éste en dicho reordenamineto de aptitudes. La probabilidad de seleccionar
el individuo 7 seré: o
i

Si,t) = ———— =1,...,N. 270

p( (2] ) N (N + 1) 7 Y Y ( )

Seleccién por torneo

Es el mas usado de todos los métodos de seleccién. La seleccién k-torneo selecciona k
individuos de la poblacién de forma aleatoria y luego selecciona el més apto de estos k
individuos. Este proceso se repite hasta que se han seleccionado el niimero de individuos
que constituye la talla de la poblacién. Si suponemos que los individuos estdn ordenados
de menor a mayor aptitud,

se puede demostrar que la probabilidad de que el individuo 7—ésimo sea seleccionado es:

p(Sl,t):% i=1,..,N. (271)
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Un tamafo tipico para k es 2, se llama entonces seleccidn por torneo binario. Si se incre-
menta el tamano del torneo se aumenta la presién sobre la seleccién, ya que cuanto mayor
sea k mds dificil sera para los individuos por debajo de la media competir con los que estéan
por encima de la media. Obsérvese que en el caso extremo, £k = N, siempre se selecciona
el individuo més apto.

Anadlisis del efecto de la seleccién

Dada una poblacién de N cromosomas, sea H un esquema representado por alguno (posi-
blemente mds de uno) de los miembros de dicha poblacién. Se puede calcular el nimero de
probables representantes de H seleccionados para la siguiente generacién: como el tamano
de la poblacién es N, es necesario realizar N sorteos aleatorios, para seleccionar N cro-
mosomas -algunos de los cuales pueden estar repetidos. La probabilidad de seleccionar un
esquema H en cada una de esas experiencias aleatorias es la suma de las probabilidades
de seleccionar cada uno de los cromosomas que lo representan en la poblacién. De acuerdo
con la regla proporcional, la probabilidad de seleccionar un esquema H en cada sorteo en

la generacion t es:

i€H

= :
> F(Sit)
j=1

Asi pues, el nimero medio de cromosomas del esquema H en la siguiente generacion se
obtiene multiplicando el nimero de sorteos N por la probabilidad de que, en cada sorteo,
se incorpore un cromosoma adicional del esquema H. Por tanto, el niimero medio de
representantes de H en la generacién siguiente es:

p(H,t):

> [ (Sit)

i€H

~ .
Z f (Sj7 t)
j=1

Si se denomina f (H,t) a la aptitud media en la generacién t:

> [ (Sit)

_eH
f(H,t)— m(H,t) ’

m(H,t)=N-p(H,t)=N -

se tiene que:

f(H, 1)
I .
> F(S))
j=1
Como la aptitud media de la poblacién en el instante ¢ es:

N
> £S5t
Ty =2

m(H,t+1)=m(H,t)- N -

N I
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resulta que:
m(H,t+1)=m(H,t)- w
f (@)
Esto signigifica que el niimero de representantes de un esquema presente en la poblacién,
con aptitud por debajo de la media tiende a disminuir, mientras que el nimero de repre-
sentantes de un esquema con aptitud por encima de la media tiende a incrementarse. Asi
por ejemplo, si se asume que el esquema H posee una aptitud media superior en un €% a

la aptitud media de la poblacién

fH )= f()(1+e),
el efecto a largo plazo del algoritmo de seleccién es el siguiente:
m (H,t) =m(H,0)- (1+¢)",

es decir, la presencia de dicho esquema crece exponencialmente en la generaciones sucesivas.

Operadores genéticos

Los operadores genéticos son los encargados de transformar los individuos de la poblacién en
nuevos individuos, ocasionando asi la modificacién necesaria para que se produzca su evolucion.
Los dos operadores genéticos méds empleados y que aqui se comentaran son el operador de cruce
y el operador de mutacion.

» Operador de cruce (crossover)

Es el mds importante de los operadores de bisqueda dentro de los algoritmos genéticos.
Consiste en combinar partes de los individuos padres para formar un nuevo individuo (o
més de uno). Los cromosomas progenitores son escogidos aleatoriamente para proceder,
luego, al intercambio de material genético. Mediante este operador resultan descendientes
diferentes a sus progenitores, pero que mantienen partes de cromosomas comunes.

La forma tradicional de hacer el cruce de individuos es lo que se llama cruce puntual.
Consiste en generar de forma aleatoria un punto de cruce-el mismo en los dos cromoso-
mas progenitores- y después intercambiar los segmentos de los padres antes o después de
ese punto generando as{ uno o dos individuos nuevos. Formalmente, si P; y P» son dos
individuos codificados por dos cadenas de bits:

Pl = [plla"'apln]a
Py, = [pa1,...,p2n],

respectivamente y se ha generado aleatoriamente un punto de cruce en la posicién 1 < k <
n entonces los dos individuos C7 y C generados a partir de Py P» son:

C1 = [plla - D1k | P2(k+1)s "'ap2n] 5
Cy = [p217 s D2k |p1(k+1)7 ---,pln] .

Este operador de cruce es véalido para todo tipo de codificacién y, en particular, para la
binaria y la real (aritmética). Los cromosomas engendrados deben pertenecer al espacio
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de bisqueda. Si esto no fuese asi, siempre podria conseguirse esto mediante un método de
proyeccién. De la misma forma se puede definir un cruce multi-punto donde los individuos
se fragmentan por varios puntos en més de dos segmentos, los cuales se intercambian entre
los dos cromosomas progenitores para dar lugar a dos nuevos cromosomas.

Otra técnica que suele ser usada es el cruce uniforme. En un cruce uniforme cada gen en
el hijo se crea copiando un gen de un padre elegido de forma aleatoria entre los dos.

Otro mecanismo de cruce es el denominado cruce aritmético. En él, dados dos cromosomas
progenitores

P1 = [5’7173327 ey Loy axn] )

P2 = [yluyza ces Yk "‘7yn] P

se selecciona aleatoriamente un pardametro de interpolacién a € [0,1] y se generan los
descendientes:

c1 = prxa+pzx(l—a),
cc = pi1x(l—a)+p2xa.

Este mecanismo es propio de la codificacién aritmética, aunque puede ser adaptado a la
codificacién binaria mediante descodificacién de los cromosomas progenitores y codificacién
de los descendientes resultantes del cruce. El mecanismo de cruce heuristico, es un caso
particular del algoritmo de cruce aritmético en el cual sélo se genera un hijo dado que en
el proceso de interpolacién se da méds peso al padre cuya aptitud es mayor.

Existen en la bibliograffa otros algoritmos de cruce (Michalewicz ,1994), como el cruce
aritmético puntual que combina ambos mecanismos anteriormente comentados, es decir,
se realiza un cruce aritmético en una tnica posicién seleccionada al azar, quedando los
demds genes inalterados.

Se resalta que una caracteristica comun a todas las técnicas de cruce es que todos los bits
que son comunes a ambos padres se heredan en los descendientes.

Anadlisis del efecto del cruce

El valor clave para evaluar el efecto del cruce en la conservacién de un esquema H es la
longitud de definicion § (H). En efecto, si se considerasen dos esquemas

Hl = [*7*71707*7*7*]7
H2 = [*717*7*7*707*]7

el primer esquema seguirfa vigente tras una particién en cualquier posicién salvo cuando
la misma ocurra entre las posiciones tercera y cuarta. La probabilidad de que al escoger

una posicién aleatoria de cruce se obtenga precisamente esa es —. En el segundo caso el
esquema se destruye, en principio, cuando la posicién del corte esté entre la segunda y
4

la cuarta. La probabilidad de destruccién de este esquema para un sélo cromosoma es 3
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La probabilidad de que un corte en una posicién aleatoria destruya el esquema H en un
€romosoma, es:
6 (H)
Pd = n—1
Naturalmente el cruce con la correspondiente porcién del esquema del otro cromosoma
progenitor pudiera, en teorfa, volver a restituir el esquema destruido. Si el cruce se produce
con una probabilidad p.. La probabilidad de que un descendiente no conserve el mismo

esquema sera:
5 (H)

Pnec = pc-m'

Teniendo en cuenta que existe la posibilidad de que el efecto del cruce con el esquema del
otro cromosoma progenitor sea restituir el esquema destruido del primer cromosoma, se

tiene:
d(H)
Prec < De s
n—1

siendo la probabilidad de que se mantenga en la siguiente generacion:

o (H
Pc 2 1- PCM-
n—1
De la férmula anterior puede deducirse que los esquemas cortos presentes en la poblacion
en un instante determinado tienen més probabilidades de conservarse en la siguiente gen-

eracién por efecto del cruce.

= Operador de mutacién

Este operador cambia, en posiciones aleatoriamente escogidas del cromosoma, un alelo
por otro. Su efecto es introducir informacién nueva de manera aleatoria. Considerado uno
cualquiera de los alelos fijados, la probabilidad de que resulte mutado se suele mantener
pequena (entre 0.001 y 0.1). En general p,, < 1. Se suele aceptar que una cota inferior
para la probabilidad de mutacién debe ser p,, = 1/o(H). Asi es casi seguro que muta
alguna de las posiciones fijas.

Este operador es también 1til para reintroducir informacién perdida en la poblacién debido
a convergencia prematura.

Existen diferentes mecanismos de mutacién para alfabetos reales, la mayoria ideados por
Michalewicz (1994). Los mds importantes son:

1. Mecanismo de mutaciéon uniforme

Dado un individuo p; = [z1, z2, ..., Tk, ..., Tp] , Se selecciona al azar uno de sus genes,
denotado por k, y se genera un descendiente

C1 = [5171,1'2, ...,(L‘;€7 ,a:n]

donde ), € U (ak,b), es decir es el resultado de un sorteo con ley de probabilidad
uniforme en el intervalo (a,bg), es decir, intervalo de busqueda para el gen en la
posicién k—ésima.
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2. Mutacién no uniforme
En este caso el valor del gen seleccionado se modifica segiin una ley de probabilidad no
uniforme que se hace mas apuntada segin avanza el algoritmo (nimero de iteraciones).
El espacio de bisqueda se explora uniformemente al inicio del algoritmo y la bisqueda
se vuelve mds localizada en torno a las cuencas de soluciones potenciales (cambios
menos drésticos) segun el algoritmo avanza. En este caso el valor del gen mutado es:

x,_{xk—i—(bk—xk)-f(g) sir=U(0,1) <0.5,
Pl ok — (wktar) - fg) sir=U(0,1) > 0.5,

donde

b
9
Foy=von- (1--L)
9mix
siendo g el ndmero de la iteracién en curso, gmsx €l nimero méximo de iteraciones
del algoritmo y b un pardmetro de forma de la distribucién de probabilidad (Houck

et al, 1996).

3. Mutacién de borde
Es un caso particular de la mutacién uniforme, donde

o] sir=U(0,1) <0,5,
F7 by sir=U(0,1) > 0,5.

4. Mutacién multivariante

Es una variante de los algoritmos de mutaciéon uniforme y no uniforme, que actua
o bien sobre todos los genes del individuo seleccionado, o sobre una lista prefijada
de genes. Una manera que hemos ideado para prefijar la lista de genes a mutar en
el problema realtivo a los S.E.V es estudiar la lista histérica de mejores soluciones
encontradas por el algoritmo y mutar preferentemente un cierto nimero de ellos,
aquellos que poseen en la historia un mayor coeficiente de variacién, dado que la
alteracion de estos pardmetros genera un sin fin de soluciones equivalentes.

s Anadlisis del efecto de la mutacion

Si py, es la probabilidad de que, considerado uno de los alelos fijos, éste mute; (1 — p,,) es
la probabilidad de que este alelo no mute. La probabilidad de que ninguno de los alelos
fijados mute y, por tanto, el esquema no se destruya es:

Pnm = (1 _pm)o(H)

Como p,, < 1 se tiene que
(1= pm)°H) = 1—pp-0(H). (272)

De la férmula anterior se puede deducir que el efecto que tiene la mutacién depende del
orden de los esquemas a los que pertenezcan los cromosomas de una poblacién en un
momento determinado. Cuanto mayor sea el orden mayor es la probabilidad de que la
mutacién afecte a alguno de los alelos fijos y, por tanto menor la probabilidad de que se
mantenga, dada por la expresién (272).



Métodos de optimizacién global 187

Teorema de los esquemas
La expresiéon matemaética del teorema de los esquemas es:

m (H,t+1) > m (H,1) - LY. (1_%%

~ (1)) (213)

f(t)
Su interpretacion, en funcién de lo explicado por bloques hasta ahora, se puede enunciar como
sigue: si en un momento determinado hay en la poblacién esquemas cortos, de orden bajo y con
idoneidad por encima de la media, éstos aumentardn su presencia en generaciones sucesivas.

Hay que destacar que el teorema de los esquemas informa sobre los esquemas presentes en
la poblacién. No dice nada sobre los esquemas futuros que puedan incorporarse a la misma, es
decir, sobre las nuevas dreas de exploracién que puedan aparecer.

Hipétesis del bloque basico

Los esquemas cortos y de orden bajo presentes en un momento dado en la poblacién, se
usardn como bloques bdsicos para construir individuos cada vez mejores. Esta idea es lo que
Goldberg ha denominado “hipétesis del bloque bésico”. Goldberg afirma que los algoritmos
genéticos inicialmente detectan, de entre la poblacién inicial, esquemas de orden bajo y aptitud
alta, por encima de la media, y converge hacia la parte del espacio de bisqueda que alberga
estos esquemas. Posteriormente, a medida que las generaciones se suceden, el algoritmo genético
construye a apartir de estos esquemas de orden bajo y utilizando el operador cruce, esquemas
de ordenes mas altos, de forma que el espacio de bisqueda prometedor se va reduciendo hasta
que en algin momento finalice la bisqueda.

Otros parametros influyentes en el desarrollo de un A.G.

» Tamano de la poblacién

El requisito fundamental de la poblacién de individuos considerada es que represente de
forma adecuada a la poblacién entera. Dos factores se tienen en cuenta cuando al determi-
nar el tamano de la poblacién: diversidad y convergencia. Es claro que cuanto més pequenia
sea la poblacién inicial menos diversidad habra y por lo tanto la poblacién convergerd més
rapidamente, siendo probable que lo haga a un extremo local. Al contrario, un tamanio de
poblacién grande tendrd una diversidad mucho mayor y por lo tanto mds posibilidades de
encontrar el 6ptimo global, siendo en este caso la convergencia mucho mas lenta al tener
que tratar con mds datos.

Existe una teoria de tamafnio éptimo de poblacién inicial (Goldberg) que afirma que el
tamano éptimo de la poblacién inicial crece exponencialmente con la longitud de los cro-
mosomas. Para la inmensa mayorfa de problemas practicos esto significa una poblacién
muy grande. Sin embargo, a pesar de lo que esta teorfa afirma, los resultados empiricos
muestran que con tamanos de poblacién en el rango 50 < N < 200 se obtienen buenos
resultados.
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s Poblacién inicial

Normalmente la poblacién inicial se genera de forma aleatoria. Asi se asegura su distribu-
cién uiniforme en todo el espacio de bisqueda. Sin embargo si se posee algin dato sobre
la solucién, bien debido a restricciones del problema o bien debido a alguna otra técnica
heuristica, se puede forzar la poblacién inicial a pertenecer a este subconjunto del espacio
de soluciones. Es de esperar que al hacerlo se consiga la convergencia mas rapidamente.

Estrategia de reemplazamiento

Una vez que se han generado v individuos de la poblacién y a partir de ellos, mediante los
cruces y las mutaciones, se han generado u individuos hijos, es necesario introducir estos
nuevos individuos en la poblacién. Dado que el tamafio de poblacién permanece constante
hay que eliminar algunos individuos de la poblacién para dejar sitio a los nuevos, es decir,
debe producirse un reemplazo de individuos. Las dos técnicas mds ampliamente usadas
para realizarlo son:

e Reemplazo generacional y elitismo
Es la forma tradicional de proceder. Si N es el tamano de la poblacién, se generan
siempre N descendientes nuevos y toda la poblacién es sustituida en cada iteracién. El
problema de este método es que no garantiza que el mejor cromosoma de la poblacién
actual sobreviva en la préxima generacién. Se podria, por tanto, perder informacién
muy valiosa -en la forma de modelo cercano a la solucién. Para solucionar este incon-
veniente se usa la estrategia elitista en la cual los mejores individuos de la poblacién
actual se mantienen en la siguiente generacion.
e Reemplazo estacionario

En esta técnica sélo un pequeno niimero de individuos, normalmente uno o dos, son
reemplazados en cada generaciéon. Para ser sustituidos se suele escoger el individuo
o individuos menos aptos o, a lo sumo, alguno cuya aptitud esté por debajo de la
media.

Las ventajas del reemplazo estacionario es que la mejor solucién encontrada per-
manece siempre en la poblacién y que los nuevos individuos generados estdn inmedi-
atamente disponibles para ser seleccionados. Estas son propiedades ttiles teniendo en
cuenta que lo que interesa es encontrar el mejor individuo lo antes posible. El esque-
ma estacionario suele converger mds rapido que el método de reemplazo generacional.
Desde el punto de vista computacional el esquema estacionario es un poco mas caro,
ya que las probabilidades de seleccién deben ser recalculadas cada vez que se genera 'y
se reintroduce un nuevo individuo. Manteniendo la poblacién ordenada este coste se
reduce algo ya que sélo hay que insertar el individuo en la posicién adecuada. Al usar
el esquema estacionario debe prestarse atencién a la posibilidad de repetir individuos.

= Definicién de la aptitud

Como el propdsito de un problema de optimizacién es encontrar el punto 6ptimo de la
funcion objetivo, intuitivamente podria identificarse la funcion de aptitud con la propia
funcion objetivo. Si el éptimo buscado es un méximo, esta identificacién puede hacerse.
Si el problema, como en el caso de los sondeos eléctricos verticales, es localizar el minimo
global, hay dos procedimientos:
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e Convertir el problema de minimizacién en uno de maximizacién y prodecer con las
técnicas propias.
e Considerar que la funcién de aptitud es una funcién convenientemente escalada obteni-
da a partir de la funcién objetivo. Existen diferentes maneras de realizar ésta tarea:
o escalado lineal f (S),t) = K — fo; (S),1);
1
a fObj (Sjat)’

o escalado exponencial f(5;,t) = e~k Fob (

o escalado inverso f (Sj,t)
Sj,t).
Y

o escalado logaritmico f (S;,t) = —log fo; (S, 1)

La funcién de aptitud permite deformar, de forma en cierto modo controlada, las carac-
teristicas de la funcién objetivo. Esto permite solucionar dos problemas:

e ¢l caso de individuos cuya aptitud esté muy préxima numéricamente;

e ¢l caso de individuos con evaluacién muy superior a la media, que dominan en el
proceso de seleccién produciendo, posiblemente, convergencia prematura hacia un
6ptimo local.

= Definicién de pardametros ajustables

Estos métodos pretenden especificar cudl serd, para cada ciclo del proceso, el valor 6ptimo
de los pardmetros ajustables (probabilidades de mutacién, cruce, etc...). Por ejemplo, la
probabilidad de cruce es razonable que sea alta al comienzo. En ese momento la poblacién
estd bien repartida por el espacio de bisqueda y los cromosomas de la misma no tendrén
-en principio- muchas similitudes. El cruce aumenta el parecido entre los cromosomas tras
varias generaciones. Cuando los individuos presenten caracteristicas similares, senal de que
estdn aproximadamente en la misma zona del espacio de biisqueda, se corre el riesgo de
estancarse en un 6ptimo local. Para introducir informacién procedente de nuevas zonas,
cabe aumentar la probabilidad de mutacién produciendo la consiguiente dispersién en los
individuos. Se puede optar entre:

e Mantener dichos pardmetros constantes a lo largo del desarrollo del algoritmo genéti-
co.

e ¢l uso de técnicas de interpolacion lineal, en las que el pardmetro ajustable varfa
linealmente entre dos valores, siendo actualizado su valor cada p generaciones.

e cl uso de técnicas de interpolacion adaptativa, en las que el valor de un pardmetro en
un ciclo dado se calcula teniendo en cuenta su valor en ciclos anteriores. Naturalmente
esto requiere mantener almacenadas las poblaciones anteriores con el consiguiente
consumo de memoria.

s Criterios de parada

En los algoritmos genéticos el critero de parada se suele controlar especificando un nimero
de iteraciones maximo, o en el caso de reemplazo estacionario de un nimero maximo de
hijos generados. Otros criterios que se pueden usar son: mejora relativa en cada generacién,
nivel de diversidad en la poblacién, Obtencién de determinado nimero de individuos por
encima de cierto nivel de aptitud,etc.
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Algoritmo
A modo de ejemplo, el esquema bdsico de un algoritmo genético con reemplazo generacional
y criterio de parada por iteraciones es el siguiente:
t:=0
Inicializar P (0) := {51, 52,..., Sn};
Evaluar P (0) :={f(S1),....,f(SNn)},
Encontrar S* € P(0) t.q. f(S*) > f(S), VS € P(0);
Mientras (¢t < tmsx) hacer
Seleccionar: Pg (t) := ® (P (1));
Cruce: P (t) :=Q(Ps (1), pe);
Mutacién: P (t+ 1) «— Q. (Po (t), pm);
Evaluar: f (P (t+1));

Encontrar éptimo: S € P(t+1) t.q. f (5) > f(S),VSeP(t+1)

Reemplazar el 6ptimo: si f <§) > f(9*) entonces S* «— S;
Incrementar generacién t «— t + 1;
Fin del bucle
Devolver S*, f(S*).
Es usual dividir el proceso de convergencia del algoritmo genético en dos fases diferentes,
que seran:

= Explotacién o seleccién natural: es la etapa en la que el AG selecciona los individuos
con aptitud maés alta. Los mecanismos para la explotacién son la seleccién y el reemplazo.

s Exploracion: es el proceso de explorar nuevas dreas del espacio de bisqueda mediante la
creacién de nuevos individuos a partir de los ya existentes.

Segun la hipétesis de Goldberg, en las primeras iteraciones del algoritmo predominara la
exploracién sobre la explotacién y en las tltimas fases predominard la explotaciéon sobre la
exploracién.

7.3. El método de recocido simulado (Simulated Annealing)
7.3.1. Problemas combinatorios y algoritmos numéricos

En muchos problemas es necesario escoger el mejor conjunto de pardmetros (configuracion
del sistema), para los caules una funcién objetivo determinada, alcanza el minimo (o méximo)
valor, entre un conjunto de configuraciones admisibles. Cuando las configuraciones a valorar son
elementos de un conjunto finito o infinito numerable, los problemas se denominan combinato-
rios. Dos prototipos -diferentes- de problema combinatorio son el problema de asignacion y el
problema del viajante (Otten et al, 1989).

Algunos problemas tienen métodos de solucion algoritmicos que son eficientes en el sentido de
que el tiempo de célculo puede ser acotado por el valor de un polinomio cuya variable es tamano
del problema™. Un ejemplo es el problema de asignacién. Sin embargo, hay otros problemas para
los que parece que no existen algoritmos eficientes, por ejemplo, el problema del viajante. Para

" Podrfa considerarse el tamafio del problema como el nimero de bits necesario para definirlo.
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éstos iltimos lo méds aconsejable es proceder con métodos aleatorios de bisqueda de solucidn.
Dichos métodos pueden ser clasificados en diferentes categorias:

1.

Meétodos de biisqueda aleatoria ‘ciega’

En este tipo de métodos los candidatos a solucién se proponen mediante un sorteo aleato-
rio, desechando aquellos que no pertenecen a la zona admisible, en el caso de que haya
restricciones. Se calcula el valor de la funcién objetivo y, si el valor obtenido es inferior
a los 6ptimos ya calculados anteriormente, la nueva solucién es adoptada. Tras esto, se
procede a realizar otro sorteo sin ningtn tipo de memoria, en todo el espacio de bisqueda.
Cabe introducir modificaciones que aceleren la obtencién de valores bajos de la funcién
objetivo. En este tipo tipo se encuentran los métodos de mejora iterativa.

Meétodos de mejora iterativa

Si, una vez realizado el sorteo aleatorio sobre todo el espacio de bisqueda, el algoritmo
estd situado en una configuracién determinada, se define ahora una wvecindad de dicha
configuracién. Una vecindad es un conjunto de configuraciones -o modelos- que el algorit-
mo explorard o podrd explorar con cierta probabilidad, mediante movimientos realizados
desde la configuracién actual. Antes de proceder a un nuevo sorteo global, el algoritmo se-
lecciona, de todos los componentes del entorno local asignado a la configuracién actual el
que tenga el menor valor de la funcién objetivo. Este valor es almacenado y, sélo entonces,
se procede a un sorteo “ciego” sobre todo el espacio de bisqueda, para obtener una nueva
configuracién. Este método produce secuencias de 6ptimos menores que los hallados me-
diante la buisqueda aleatoria “ciega”. La razén para ello es que la elecciéon de los éptimos
en la bisqueda aleatoria “ciega” tiene que ver con la distribucién global de los valores de
la funcién objetivo. Sin embargo, en el caso de la mejora iterativa, los éptimos obtenidos
se distribuyen més de acuerdo a los minimos locales de la funcién objetivo.

El tnico mecanismo que permite a la mejora iterativa escapar de un minimo local es, por
asf decirlo, comenzar de cero sin ningin tipo de memoria. Otra solucién més eficaz a este
incoveniente se consigue con los métodos de escalado probabilistico.

Meétodos de escalado probabilistico

En éstos, se consigue “escapar” de un minimo local mediante el empleo de una funcidn de
aceptacion. Esta atribuye cierta probabilidad a la admisién, como nueva configuracién, de
uno de los modelos pertenecientes a la vecindad local de la configuracién actual, aunque
este movimiento suponga un aumento de la funcion objetivo. De este modo, en este proceso
existe probabilidad de obtener una secuencia de configuraciones de valor creciente de la
funcién objetivo. Esta probabilidad, regulable, permitiria salir de los minimos locales. Estos
algoritmos reciben el nombre genérico de algoritmos de escalado probabilistico. Cuando la
funcién de aceptacién permanece fija durante todo el proceso, el rendimiento no parece
ser superior al de la técnica de mejora iterativa. Lo interesante es modificar la funcién de
aceptacion mediante el cambio de un pardmetro de control a lo largo del algoritmo.

El método de recocido simulado(simmulated annealing) pertenece a la clase de algoritmos
de escalado probabilistico con un sélo pardmetro que, por razones que se explicardn mas
adelante, se denomina temperatura. Este pardmetro es positivo y, a lo largo del proceso,
decrece.
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7.3.2. El algoritmo de recocido simulado

Se trata de un método de optimizacién global cuyo nombre remite a un procedimiento de ob-
tencién de diferentes estructuras cristalinas estables. Si se piensa en un material en estado liquido,
el enfriamiento instantdneo a temperaturas suficientemente bajas producirfa su congelacién y
los dtomos quedarian ‘atrapados’ en una posicién muy similar a la que ocupaban previamente
en el liquido. Este estado congelado tiene una energia superior a la del ordenamiento cristalino,
pero no tiende a ella espontdneamente porque existe una barrera de energfa intermedia. Para
‘elevar’ la energfa por encima de la de esta barrera, se puede calentar el sélido ‘congelado’ hasta
llevarlo nuevamente al estado liquido. Si, ahora, en lugar de enfriar bruscamente, se disminuye
lentamente la temperatura, los dtomos tendrdn tiempo de ‘explorar’ numerosas posiciones antes
de quedar atrapados en aquella que corresponda a la de menor energia de todas las visitadas.
Cuanto maés lento sea el enfriamiento, mas probable es que la sustancia ‘cristalice’ en el estado
de minima energia de todos los posibles a cierta temperatura. Este proceso se denomina recocido
y se utiliza para eliminar defectos en cristales.

Origen y aplicaciones del método

El recocido simulado se introdujo en el dmbito de los métodos numéricos en la década de los
50 con el trabajo de Metrépolis y sus colaboradores (1953). En este trabajo se pretendia simular
el comportamiento de sistemas en mecanica estadistica. A una temperatura por encima del cero
absoluto, un sistema puede encontrarse con cierta probabilidad no nula en estados de distinta
energfa. La ley que vincula la energia que tiene un estado y la probabilidad de que un sistema
se halle en dicho estado a una temperatura dada es:

£
p(E)xe KT, (274)

donde T es la temperatura absoluta, F es la energia y x es la denominada constante de Boltzman.
En su trabajo se simula el paso del sistema de un estado a otro, proponiendo aleatoriamente un
nuevo estado, evaluando su energia y aceptdandolo como nuevo estado en dos circunstancias:

1. Cuando la energia del nuevo estado sea menor que la del original.

2. Cuando la energia del nuevo estado sea mayor que la del original, la probabilidad de
aceptarlo serd evaluada mediante la expresion:
AE
p(AE)=e¢ T . (275)

La primera aplicacién, en el campo de la optimizacién numérica, de la técnica de simu-
lated annealing se debe a Kirkpatrick (1983). Se trataba de minimizar la longitud de las
conexiones entre los distintos componentes electrénicos de un circuito integrado.

7.3.3. Elementos caracteristicos del método de simmulated annealing

Considerada como técnica de optimizacién, el recocido simulado precisa que existan lo sigu-
ientes elementos:
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1. Una regla para calcular nuevos modelos que integren lo que se ha denominado vecindad
del modelo actual.

2. Un criterio de aceptacioén -o rechazo- de cada uno de los modelos de dicha vecindad, como
nuevo estado del sistema.

3. Un criterio para modificar los pardmetros del método de forma que el modelo obtenido
tienda a estabilizarse alrededor del minimo global.

4. Deben existir criterios de parada del algoritmo cuyo cumplimiento indique que se ha al-
canzado un modelo de caracteristicas adecuadas para considerarlo solucién del problema.

A continuacién se aportan detalles de cada uno de estos elementos:

1. Sorteo aleatorio de propuesta de modelos

Partiendo de un modelo (configuracion) inicial, debe un sorteo aleatorio que produzca
nuevos modelos (configuraciones) al azar. Estos modelos serdn posteriormente valorados y
se decidird la conveniencia o no de aceptarlos.

Inicialmente, conviene que las propuestas exploren zonas relativamente alejadas del mode-
lo actual porque se sabe poco de si éste estd cerca o lejos de la solucién. Sin embargo,
a medida que se producen progresos en términos de lograr buenas aproximaciones a la
solucién, serfa bueno no perder demasiado tiempo analizando propuestas que, segin se
sabe a través de la informacién ya obtenida, no pertenecen -con bastante probabilidad- a
la zona interesante.

El método admite soluciones en el interior de un dominio paralelepipédico del espacio de
modelos -el denominado espacio de bisqueda- que se estipulado a priori. Puede especificarse
una ley aleatoria de propuesta de modelos vecinos de forma que el tamano de la vencindad
aproxime el tamano de todo el espacio de biisqueda en los inicios del algoritmo. A medida
que progresa el cdlculo, el tamafio de la vecindad debiera ir reduciéndose, ciiéndose sélo
a la zona de interés que contiene a la solucién.

En este trabajo se han incorporado dos métodos diferentes de sorteo de paso aleatorio:

= Sorteo con ley Gaussiana

Este sorteo produce un vector Am que sigue una distribucién Gaussiana de media
0 y desviacién tipica dada, para cada una de las coordenadas de Am mediante la
siguiente expresion:
f (m) — finf
fsup - finf ‘
o; es la desviacién tipica de la ley gaussiana que sigue la componente i-ésima del
vector aleatorio de paso. 7 € (0,1), es una constante denominada pardmetro de
localizacion. s; (resp. I;) es la coordenada i-ésima del limite superior (resp. inferior)
del espacio de busqueda -que es comin para todos los modelos-. f (m) es el valor

g; ="7" (Si — lz) . (276)

"5El valor del pardmetro de localizacién ~ € (0,1) aparece en Applied Numerical Methods for Engineers, pags.
285-286 tomando valores entre 0.1 y 0.2.
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actual de la funcién objetivo. Finalmente, fsup y fint son las cotas superior e inferior
estipuladas para la citada funcién objetivo.

Del analisis de la expresion citada en (276) se deduce que, cuando los modelos en-
contrados producen un acercamiento de f (m) hacia el 6ptimo (y, por tanto, reducen
su diferencia respecto a fiyf), o; disminuye en todas las componentes del vector.
Asimismo, sobre cada eje-representado por valores de i diferentes- la dispersion de
las propuestas serd proporcional al didmetro del espacio de bisqueda global sobre di-
cho eje i-ésimo. Un pardmetro v mds pequeno, produce vecindades mdas concentradas
alrededor del modelo actual.

= Sorteo con ley uniforme

El vector Am resulta uniformemente distribuido en un intervalo comprendido entre
los limites superior e inferior. La coordenada i-ésima de este intervalo se obtiene

mediante:
T

T

En este caso también, la bisqueda se hace mds local a medida que progresa el al-

b= = (si— 1) (277)

T
goritmo. La constante de proporcionalidad T precisa para su interpretacion del

concepto algoritmico de temperatura. Cuando, seguidamente, se trate la cuestién de
los criterios de aceptacion, se entenderd cémo la temperatura es un pardmetro del
recocido simulado que desciende a medida que progresa el algoritmo. Si Ty es el valor
de la temperatura al inicio del proceso y T el valor en un momento posterior -el de

realizacién del sorteo bajo consideracién- el cociente T disminuye al desarrollarse el

algoritmo. Por tanto el intervalo de bisqueda va siendo cada vez menor.

Los valores de energia (funcion objetivo) que en estos nuevos modelos se alcancen dependen
de varios factores:

a. de la ley de probabilidades que rija el sorteo aleatorio, pues la probabilidad de que
un determinado modelo sea propuesto es diferente si, por ejemplo, la ley del sorteo
es gaussiana que si es uniforme en todo el espacio de bisqueda.

b. del punto inicial, dao que la probabilidad de que un modelo nuevo sea alcanzado de-
pende de cudl sea el punto de partida del posible movimiento, naturalmente suponien-
do siempre utilizada la misma ley de azar.

c. de la forma de la funcidén objetivo, que determinard la distribucién de los valores de
energfa entre los nuevos modelos obtenidos.

Asi pues, un importante pardmetro de control para optimizar el rendimiento de la técnica
de S.A en cada tipo de problema particular es la eleccién de la ley de probabilidades que
define los movimientos posibles.

Criterios de aceptacion

Estas transiciones aleatorias de un modelo a otro pueden ser aceptadas o rechazadas.
Como ejemplo de ley que se utiliza para decidir sobre la admisién de la nueva posicién
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cabe, precisamente, la de Boltzman enunciada en la expresién (275). Esta es, ademds, la
que di6 origen al método:
AFE

p(AE)=e T . (278)

En esta ley, cuando AF < 0, el movimiento se acepta siempre. Es decir, siempre que
se proponga una mejora se acepta. Por otro lado, cuando AFE > 0, el movimiento podria
aceptarse. De hecho, se admite la propuesta con probabilidad p (AE), indicada por la ley de
Boltzman. T es un pardmetro denominado temperatura. Se observa en (278) que, cuando
T es alta, es también elevada la probabilidad de aceptar valores de AE > 0 grandes. Es
decir, es bastante posible que se pueda aceptar un cambio de un modelo a otro con una
funcién objetivo mayor. Cuando, al contrario, se consideran valores de T bajos, decrece
la probabilidad con la que se admiten modelos que supongan un aumento de la funcién
objetivo. En general, con esta expresién, la probabilidad de que un modelo situado en
un minimo local de ‘profundidad’ aproximada 7', salga de él es aproximadamente igual al
37 %.

Al inicio, conviene no quedar entrampado en minimos locales -pues se busca el minimo
global-. Por tanto, el valor de 1" debe ser alto. A medida que continia el proceso, debe
ir disminuyéndose la probabilidad de salir de los minimos encontrados -sin terminar por
anularla totalmente-. Esto se consigue disminuyendo 7'. El modo como T evoluciona, desde
su valor inicial hasta su valor final recibe el nombre de patrén de enfriamiento y es un
aspecto clave del éxito del algoritmo.

La eleccién de la ley de Boltzman como criterio probabilistico de aceptacién de nuevos
modelos, aporta al método las siguientes caracteristicas deseables:

= Se aceptan todos los movimientos que supongan descenso de la funcién objetivo,
esto es, inevitablemente, el camino aleatorio por distintos modelos progresa hacia el
minimo (o minimos).

= No se rechazan todas las transiciones hacia nuevos modelos que supongan un aumento
de la energfa o funcién objetivo. La utilidad de esta propiedad se aprecia imaginando
un modelo situado en un minimo local. En cada nueva iteracién se proponen para
aceptaciéon nuevos modelos generados aleatoriamente y que, posiblemente (esto de-
pende de la ley aleatoria de generacién de modelos) caigan mas alld de la cuenca de
atraccion del minimo local (aunque, posiblemente en un modelo de energia mayor).
La existencia de cierta probabilidad de que estos modelos sean aceptados, garantiza
la posibilidad de no entramparse definitivamente en un minimo local.

= Es una ley decreciente. Esto indica que grandes incrementos de energfa tienen muy
poca probabilidad de ser aceptados (pero conservan alguna).

= Es acotada en el origen.

= Es realmente una ley de comportamiento simple, con pocos pardmetros y de facil
implementacién.

La ley de Boltzman no es la inica propuesta valida para decidir la aceptacién o el rechazo
de un modelo propuesto. De hecho, el conjunto de programas que permite la ejecucién del
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algoritmo de simmulated annealing en este trabajo, considera ademds la ley de Cauchy.
Su expresion es:

2T

Pe = TP EAR) (279)

Esta funcién atribuye a los movimientos grandes probabilidades mayores que la ley de
Boltzman.

El patrén de enfriamiento

Se considera en este apartado tanto la eleccién de la temperatura inicial como la evolucién
de la misma a lo largo del algoritmo.

s Eleccién de la temperatura inicial

Un criterio normalmente utilizado en la practica, ([?]) consiste en calcular la tem-
peratura inicial como aquella que permite aceptar (segun la ley de Boltzman) un
incremento del 50 % (u otro factor porcentual) del valor inicial de la funcién objetivo
con una probabilidad p (por ejemplo del 70 %). Matematicamente:

b

J -

logpo’

(280)

El pardmetro ¢ es el incremento porcentual en tanto por uno. Por ejemplo, en el
caso de un 50 % mencionado antes, 6 = 0.5. fy es el valor de la funcién objetivo
en el modelo inicial y pg es la probabilidad con la que se estipula debe aceptarse el
movimiento que genere el citado incremento.

Otras formas de cdlculo de Tp son posibles. Por ejemplo Kirkpatrick (1983) calcula
la temperatura inicial como aquella para la que la probabilidad de aceptar el valor
medio de todos los ascensos posibles es de un 80 %. Asf pues:

oFE
In0,8"

0

(281)

4. La curva de enfriamiento

El patrén de enfriamiento refleja la evolucién de la temperatura con el nimero de itera-
ciones. Dos tipos diferentes de consideraciones influyen en la forma de dicha curva:

s El criterio para decidir cudndo se modifica la temperatura.

Bédsicamente, en una temperatura determinada se permanece un tiempo limitado:
e bien hasta que transcurra un nimero méximo de iteraciones totales impuestas a
priori,
e bien hasta que se haya obtenido una cantidad -estipulada también a priori- de
nuevos modelos aceptados,
e 0 bien, finalmente, cuando un nimero dado de éptimos haya sido superado.

s Kl criterio que especifica cdmo y cudnto se cambia.

Resumiendo las distintas modalidades indicadas en la literatura existente, se mencio-
nan cuatro métodos que estdn implementados:



Métodos de optimizacién global 197

a) Patrén aritmético:
Tn+1 = To —nAT.

Ty es la temperatura inicial y AT es la variacién de temperatura en cada paso.

Si el nimero total de pasos es N, una opcién (Dittmer et al, 1995) es hacer

To
AT = —.
N

b) Patrén geométrico:
T, =f"-Tp, 0< f<1.

Normalmente la razén f tiene un valor del orden de 0.9 (Schilling et al, 1977)

¢) Patrén logaritmico:
T

T Itlog(l+n)

n

d) Patrén inverso:
Tp

T, = A+n)

5. Criterios de parada

Es preciso determinar cudndo se ha llegado a una solucién razonable. Se contemplan las
siguientes posibilidades:

s Kl valor de la funcién objetivo en el tltimo modelo es inferior a la tolerancia especi-
ficada.

s Parar si el valor de la funcién objetivo no ha mejorado en un porcentaje determinado,
tras un nimero de iteraciones estipulado

= Parar si el nimero de transiciones aceptadas es menor que un porcentaje dado, tras
un nimero fijado de iteraciones.

7.4. Aplicaciéon de los métodos globales a un problema medioambiental de
toma de decisiones

En la prictica seria conveniente formular el problema inverso geofisico en un marco adecuado
a la valoracién de riesgos para la toma de decisiones y, por tanto, las probabilidades debieran estar
involucradas. Se ha venido mencionando que, en los iltimos tiempos el énfasis se ha desplazado
desde el problema cldsico de estimacién de un modelo a la caracterizacién del conjunto de
modelos equivalentes. Dada una tolerancia de medida, ligada a las incertidumbres en los datos
de campo, las predicciones de los modelos equivalentes aproximan las observaciones mejor que
la citada tolerancia.

El enfoque bayesiano para los problemas inversos -Tarantola and Valette (1982)- permite
construir una distribucién a posteriori sobre el espacio de modelos que incluya tanto la infor-
macioén que proviene de las medidas de campo como la informacién a priori y el modelo fisico.
Esta metodologfa asume conocido o estimable el modelo estadistico de los errores en los datos
y la distribucién correspondiente de los modelos en el espacio de soluciones que cuantificaria el
grado de certeza que se atribuye al conocimiento geoldgico existente. Naturalmente, debido a
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las limitaciones econémicas y especificas propias del trabajo de campo, puede resultar escasa la
disponibilidad de ambos tipos de informacién.

Normalmente las expresiones explicitas de la citada distribucién a posteriori no estdn disponibles,
especialmente en problemas no lineales. Asimismo, la distribucién a posteriori puede ser dificil
de describir -Mosegaard y Tarantola (1995)- en el sentido de que podria carecer de alguno de
sus momentos estadisticos, no ser unimodal, etc. Por tanto, seria extraordinariamente valioso
disponer de un algoritmo capaz de realizar un muestreo de la regién interesante del espacio de
modelos ponderando cada zona de acuerdo con la distribucién a posteriori (incluso aunque esto
se consiga asintéticamente). Mosegaard y Tarantola (1995) han demostrado que la metodologia
tedricamente correcta para conseguir visitar cada regién del espacio de modelos un nimero de ve-
ces proporcional a su probabilidad a posteriori estd basada en el algoritmo de Metropolis-Gibss,
implementado como funcién de aceptaciéon mds comin en el método de simulated annealing.
Esta capacidad del citado algoritmo se mantiene independientemente de la forma que tenga
la distribucién a posteriori, no siendo necesario hacer hipétesis sobre la misma. El método de
simulated annealing en versién reformada (VFSA)7 ha sido utilizado por Bhattacharya et al
(2003), para caracterizar los dos primeros momentos de la distribucién.

En este trabajo se muestran las posibilidades que, al mismo respecto, ofrece un algoritmo
genético estdndar. Se ha realizado también un estudio numérico de la influencia y obtencién de
los valores adecuados de los distintos pardmetros del algoritmo utilizando unas funciones test
para las cuales es posible expresar los resultados en términos de expresiones analiticas simples.
Sobre estas funciones se han llevado a cabo comparaciones de los resultados analiticos y S.A
frente a los algoritmos genéticos. Una vez confirmadas las posibilidades del método, han pasado
a aplicarse sobre S.E.V realmente obtenidos con motivo de un problema de intrusién salina en
Murcia.

7.4.1. Caracteristicas relevantes y pardmetros empleados

Se ha mencionado ya la capacidad de los algoritmos genéticos para alcanzar un compromiso
entre la exploracién y la convergencia hacia las regiones prometedoras. En este caso el objetivo
fundamental es la exploracién o muestreo de la zona de interés a un ritmo proporcional a la
distribucion a posteriori. Incidentalmente, en el disefio de los espacios de bisqueda puede tenerse
en cuenta la informacién geolégica disponible.

Los pardmetros utilizados del algoritmo genético son los siguientes:

= El alfabeto utilizado: para las soluciones potenciales. Los modelos binarios pertenecen a
2n—1

R*, where k = Z l;, donde [; es la longitud del alfabeto del pardmetro i—ésimo.
i=1

= un mecanismo para crear las poblaciones iniciales. El modo més simple e intuitivo es
un sorteo aleatorio uniforme en todo el espacio de pardmetros (o en la zona de busqueda).
Es el que ha sido utilizado.

» una funcion de evaluacién (funcién de aptitud). Para clasificar los modelos en tér-
minos de su verosimilitud. Los modelos mds verosimiles se considerarian méds aptos. La

"0Very Fast Simmulated Annealing
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evaluacién de la funcién de aptitud es inmediata en el caso de las funciones test utilizadas
en esta investigacion -ellas mismas son la funcién de aptitud- pero es mds complicada en
el ejemplo real de V.E.S donde hay que proceder resolviendo, primero, el problema directo
para todos los representantes de una generacién; en segundo lugar hay que calcular los
residuos con respecto a los datos medidos (para lo cual, se ha utilizado aqui la norma
Ls) y, finalmente, eligiendo un modo de re-escalar dichos residuos de modo que se asignen
mayores niveles de aptitud a los individuos con residuos menores.

= un conjunto de operadores genéticos capaces de alterar la poblacién de soluciones po-
tenciales, privilegiando el intercambio de informacién entre ellas. Los operadores utilizados
aqui han sido la seleccién, el cruce y la mutacion.

e Seleccién. Influye enormemente sobre la probabilidad de que un individuo aceptable
mantenga o incremente su influencia genética a lo largo de la ejecucion del algoritmo.
Un aumento de la presion selectiva disminuye la diversidad en la poblacién y puede
causar una convergencia prematura. Por contra, una presién selectiva excesivamente
débil puede volver ineficiente el algoritmo. Los distintos métodos difieren en el modo
de asignar las probabilidades de seleccién. Para los resultados aqui presentados se
han considerado: ruleta, torneo y clasificacién geométrica normalizada.

e Cruce. Se ha utilizado el cruce puntual y el doble cruce.

e Mutacion. Permite escapar de las cuencas locales de atraccién, mejorando la tarea
de exploracién y haciendo maés lenta la convergencia. Se ha empleado la mutacién
uniforme y no uniforme.

7.4.2. Modelos sintéticos

A pesar de que en el problema inverso en S.E.V el espacio de modelos tiene 2k — 1 pardmetros
donde k representa el nimero de capas, para comprobar la tesis de que los algoritmos genéticos
son capaces de muestrear adecuadamente el espacio de bisqueda, se han empleado ejemplos
sintéticos en los cuales el espacio de modelos es 2D facilitdndose asi el andlisis y la interpretacion
geométrica.

Las funciones test analizadas juegan el papel de funciones de distribucién a posteriori cono-
cidas. Se investiga si los algoritmos genéticos son capaces de muestrearlas adecuadamente. La
estrategia seguida para conseguirlo consiste en introducirlas también como funciones de aptitud
en el propio algoritmo genético. Como se conoce la expresién analitica de las citadas funciones
de prueba, este proceso es relativamente simple. En el caso de los S.E.V la funcién de densidad
de probabilidad a posteriori (f.d.p. a posteriori, en lo sucesivo) que, en la metodologia propuesta,
también hace las veces de funcién de aptitud en el algoritmo genético utilizado, se relaciona con
el funcional de desajuste’”.

""Generalmente si 7 (m, d) € RF es el desajuste, una expresién de la forma:
—r(m,d
P(m)xe r(m.d)

suele asumirse para la f.d.p a posteriori. (Si en el funcional no se incluye ningtina informacién a priori, que es el
caso considerado).
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Al ejecutar el algoritmo genético, se generard una poblacién de soluciones que, se postula,
es una muestra representativa adecuada del espacio de modelos. Los modelos obtenidos son
entonces clasificados de acuerdo con sus funciones de aptitud (y, por lo tanto, de acuerdo con
su verosimilitud). Ademds, a partir de dicha muestra, es posible obtener algunas estadisticas
muestrales de utilidad.

Los resultados empiricos obtenidos (histogramas muestrales) serén comparados con las expre-
siones tedricas para las probabilidades de las regiones muestreadas. Para las funciones de prueba
utilizadas se han obtenido férmulas analiticas que permiten evaluar las integrales de estas p.d.f
sobre dominios particulares del espacio de modelos. El célculo de estas integrales es necesario
para asignar probabilidades de ocurrencia de los modelos pertenecientes a las citadas zonas.
Para las funciones escogidas, se muestra que la regién del espacio de modelos cuya probabilidad
es igual o mayor que un cierto umbral fy -que, recuérdese, se interpreta aqui también como
aptitud- tienen formas elipticas que resultan muy similares a los valles estrechos y alargados que
se observan en el problema inverso de S.E.V. Ademas, resulta que dicha region estd determinada
de forma univoca por el valor fo. Ocurre, ademds, que el valor de la probabilidad de dicha regién
es una funcién simple de fy permitiendo, por tanto, la comparacién de resultados numéricos y
tedricos.

Supodngase que:

Dy ={m=(z,y) eR*: f(z,y) > fo}, (282)

es la region de modelos caracterizados porque todos ellos tienen una f.d.p a posteriori, f (z,y),
mayor que un determinado valor de corte fo. Supéngase ademds que se denomina E C Dy, a
cualquier subregién de Dy, . Es vélida entonces la siguiente relacién:

P(m EE def ffE xz y dazdy

P(meFE/Dy) = 283
(m /Do) P (m €Dy,) ffD (z,y)dxdy (283)
FEn el caso de que E esté asociado a un valor determinado de aptitud, fg :
E =Dy, = {m=(z,9) e R?: f (2,9) > f& > fo},
se tiene que:
V (fE)
P(meDy¢, /Dy) = , 284

siendo V' (f) el volumen asociado a la porcién de funcién de aptitud con valores mayores que f.
En este trabajo se sugiere que es esta probabilidad tedrica (284) la que hay que comparar con el
porcentaje siguiente, obtenido por contaje en la poblacién solucién proporcionada por los A.G:

Ng(m: f(m) > fg)

ME = Ny (s () > fo) 259

Si el método funciona, ambos porcentajes debieran ser muy aproximados.

7.4.3. Descripciéon de las funciones test y resultados numeéricos

A continuacién se muestran las expresiones que poseen los dos tipos de funciones test uti-
lizadas en este trabajo, a saber:
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1.

= La funcién sombrero de bruja: Se aporta aqui como ejemplo de funcién no diferenciable.
Ademsds de su propia expresiéon matemdtica f (z,y), se adjuntan los valores de la constante
de normalizacién k precisa para poder interpretarla en términos de probabilidad.

Asimismo se ha calculado la expresién Dy, de la regién (eliptica) en la que todos los
modelos tienen una probabilidad superior a fg -valor umbral- junto con la probabilidad
total asociada a dicha regién (y, por tanto al valor umbral ), V (fg).

2 2 2 2
k(C— x—2+%) ifm—2+Z—2§C2,
flzy) = a “ k,C eRY, (286)
0 f % + ‘Z—2 > C?,
3
2 2
k wabC3’ (287)
a? P fe\?
1 e\ IE

s funcion gaussiana: usualmente tomada en geofisica como modelo de la verosimilitud
de los desajustes en los datos medidos. Se han calculado también las mismas expresiones

relevantes. < 2 >
_ 1 Eh
f(:r,y) - 27rabe ’ (290)
) 2 y2
DfE:{(x,y)eR :ﬁwtﬁﬁ?ln(?ﬁabe)}, (291)
V(fg)=1-2mabfEg. (292)

Las conclusiones que se derivan de los experimentos numeéricos planificados son las siguientes:

Los algoritmos genéticos realizan, de modo consistente a lo largo de toda la experi-
mentacién, un buen muestreo de la regién de modelos de verosimilitud relativamente alta
(desajuste bajo), que es la zona sobre la cual se deben tomar las decisiones précticas,
(figura 55, conjunto de curvas a la derecha). La capacidad de muestreo del algoritmo se
deteriora cuando se incluyen regiones donde hay modelos con baja verosimilitud, (figura
55, conjunto de curvas a la derecha). El método de simulated annealing, utilizando el al-
goritmo de Metropolis-Gibbs, muestrea todo el espacio de bisqueda con idéntica calidad,
pudiendo observarse un ajuste casi perfecto con la curva tedrica.

Este comportamiento se ha observado para probabilidades de mutacién relativamente altas
(siempre mayores que 0,1), independientemente de la semilla inicial. Para probabilidades
de mutacién bajo el umbral de 0,1 el resultado del muestreo depende extraordinariamente
del punto de partida y el sesgo es fuerte.
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Figura 55: Funcién sombrero de bruja. Funciones de distribucién tedrica y empirica utilizan-
do Simulated Annealing y varias ejecuciones de A.G. Para la funcién Gaussiana se obtienen
resultados similares siendo el grafo de la funcién de distribucién tedrica una linea recta.

3. La influencia del cruce no parece ser determinante. Entre los métodos de seleccién ensaya-
dos, parece que el método de ruleta es el adecuado.

4. La presencia de elitismo tiende a sobremuestrear los modelos més cercanos al 6ptimo global,
comportamiento consistente con la tendencia a una convergencia mds répida (figura 55,
ver flechas)

5. Los histogramas de las distribuciones marginales de los pardmetros del modelo, utiliza-
dos para el andlisis que precede a la toma de decisién, han mostrado ser estables bajo
las circunstancias mencionadas (figura 56). Los histogramas 2D varfan moderadamente
manteniendo, no obstante, similar apariencia general y el mismo sesgo y dispersién (figura

57).
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Figura 56: Sombrero de bruja. Histograma marginal para el parametro x en la regién del 75 %
de verosimilitud con A.G. (los resultados obtenidos para el pardmetro y son idénticos).
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Figura 57: Sombrero de bruja (a =1, b =2, C'=2). Evolucién del sesgo y de la dispersién
(ECM) de muestras de AG para diferentes umbrales de verosimilitud (probabilidad de mutacién
del 80 %) y 10 poblaciones iniciales generadas aleatoriamente.
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7.5. Caso de estudio: un problema de intrusién salina
7.5.1. El problema inverso

El problema clésico de estimacién consiste en hallar m € U CR%~! que minimiza el fun-
cional:

¢ (m) = min® (m),
@ (m) = |

obs 2 2 * (2
pop (0.) = 0 ()| € m— [y,

donde U representa al espacio de bisqueda de modelos; W, W,,, son normas adecuadas en espa-
cio de datos y de modelos, respectivamente; pgl;f (r) son las resistividades aparentes observadas;
m* es un modelo de referencia (si se utiliza informacién a priori), y €2 es el pardmetro de regu-
larizacion, el cual puede verse como un botén para sintonizar la contribucién de la informacién
a priori en el modelo estimado.

Incluso con la presencia del término de regularizacién, el problema de S.E.V genera esti-
maciones inestables de los pardmetros del modelo cuyas predicciones, sin embargo, ajustan los
datos igual de bien (modelos equivalentes). En un problema de toma de decisiones la clave estd

en clasificar esos modelos equivalentes

me M C U: & (m) < tol, (293)

de acuerdo a su distribuciéna posteriori.

Se ha utilizado simulated annealing y los algoritmos genéticos binarios para generar muestras
adecuadas de M a partir de las cuales puedan realizarse inferencias que fundamenten la toma de
decisiones. Se han obtenido los histogramas para los pardmetros de las capas y se ha caracterizado
la interdependencia y balances entre los mismos de modo que pueden ser comparados estos
resultados con los provenientes del andlisis lineal.

7.5.2. Modelizacién de la intrusién salina de la zona de Aguilas

Se presentan brevemente en esta seccién los resultados obtenidos por aplicacién de la metodologia
citada a un sondeo costero en Murcia (Espana) orientado a la localizacién de una intrusién salina.
Las conclusiones son las siguientes:

1. El método de simulated annealing y los A.G han identificado la misma zona de modelos
equivalentes (figura 58). Ademds, las funciones de distribucién acumuladas son casi coin-
cidentes (figura 59) al igual que ocurre con las distribuciones marginales de probabilidad
(figura 60). Las ejecuciones del programa han tenido una duracién de alrededor 2 minutos
en ambos métodos, S.A y A.G, con una poblacién de 40.000 modelos, en un Pentium 4,
1.7 Ghz y 130 Mb RAM.

2. En el caso analizado los valores mds probables de resistividad se central alrededor de los
10 ©Q.m confirmando la presencia de una intrusién salina.
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8. ESQUEMA GENERAL DE PROGRAMCION DE PROB-
LEMAS INVERSOS EN MATLAB

8.1. Breve descripcién de MATLAB

MATLAB® es paquete informédtico que posee un lenguage de programacion de alto nivel para
realizar célculos matematicos. Permite el cdlculo matemético en si (simbdlico y con aritméticas
de diferente precisién), la programacién y desarrollo de algoritmos-mediante la generacién de
ficheros de extensién .m y la visualizacién, a través de su potente capacidad de generacién y
manejo de gréficos. Ademds se presenta en un entorno relativamente intuitivo, muy interactivo
y sencillo de utilizar y se sirve (en general) de la notacién matematica estandar.

Con MATLAB el usuario puede generar a voluntad su propia biblioteca de funciones adap-
tadas que funcionardn junto con las ya existentes, completando y personalizando las denominadas
toolboxes o cajas de herramientas. De éstas se hablard a continuacién. Asimismo permite el de-
sarrollo de interfaces graficas que proporcionan al usuario un entorno mas agradable y sencillo
de uso del cédigo programado.

8.1.1. Cajas de herramientas en MATLAB

MATLAB incluye una familia de funciones programadas para su uso en aplicaciones es-
pecificas. Estas familias se denominan toolboxes o cajas de herramientas. Las mismas pueden
ser completadas por funciones programadas por el usuario. Algunos ejemplos de cajas de her-
ramientas son la de procesado de la senal, sistemas de control, redes reuronales, 16gica difusa,
ondeletas, simulacién, optimizacién y otras. De especial utilidad para la resolucién del problema
inverso en el caso de los Sondeos Eléctricos Verticales han sido las de optimizacién, procesado
de la senal y estadistica.

8.1.2. MATLAB y el tratamiento de matrices

Una de las ventajas basicas MATLAB es que posee dimensionamiento dindmico de sus
variables, lo que significa no requiere dimensionamiento previo de sus arrays de elementos, lo
cual lo vuelve extraordinariamente flexible, especialmente para los cdlculos en formulaciones
matriciales y vectoriales. MATLAB en realidad significa laboratorio matricial, e inicialmente
fue concebido para obtener un acceso fécil al software desarrollado en los proyectos LINPACK
y EISPACK. Hoy en dia, MATLAB usa software desarrollado en los proyectos LAPACK y
ARPACK que representan los conocimientos punteros en software para cdlculo matricial.

En Matlab existe lo que se denomina sobredefinicion de operadores™. En consecuencia, MAT-
LAB no maneja las matrices elemento a elemento, sino como un tinico objeto. Al mismo tiempo,
permite acceder facilmente a cada uno de sus elementos constituyentes y modificarlo e incluso
variar sobre la marcha-afiadiendo o eliminando elementos- las dimensiones del objeto (matriz)
completo.

Ademads de en matrices, también pueden almacenarse datos numéricos y no numéricos de
formas alternativas como los conjuntos de celdas y las estructuras.

"8 También llamada polimorfismo de operadores. Esto significa que cada operador de Matlab, conoce el modo
especifico de operar sobre cada tipo de objeto.
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8.1.3. Un tipo de objeto MATLAB: las estructuras

Las estructuras en MATLAB son conjuntos de datos multidimensionales a cuyos elementos
se accede mediante indicadores tertuales de campos. Por ejemplo, las érdenes:

Inversion.rutina="lsqnonlin’;
Inversion.reiniciar="si’;

al ser tecleadas en la ventana de comandos o ejecutadas mediante un fichero .m, crean
un objeto de tipo estructura llamado Inversion que tiene dos campos distintos: rutina, cuyo
contenido es el nombre de la rutina empleada en la inversién ("Isqnonlin’) y reiniciar, que contiene
una variable cardcter que indica si, tras acabar el proceso actual, es necesario volver a comenzar.

En cada uno de los campos de esta estructura se pueden almacenar cualesquiera otros objetos
que puedan ser manejados por MATLAB, con cualquier nivel de heterogeneidad. Es decir, dada
una estructura, en uno de sus campos puede almacenarse una matriz; en otro una variable tipo
caracter y en otro, por ejemplo, una nueva estructura en cuyos campos puede introducirse infor-
macién adicional. Las siguientes facetas realtivas a las estructuras pueden facilitar muchisimo el
almacenamiento y flujo organizado de informacién en la resolucién de un problema inverso:

1.  Capacidad para almacenar elementos de distinta clase,
2. Capacidad para representar organizacion jerarquizada (anidando estructuras),

3. Capacidad de dimensionamiento dindmico.

Ejemplo:
( tipo variable cardcter
penalizacién Matriz diagonal de penalizacién
fobj regular ¢ operador Matriz operadora
Vector H vector
opciones-inversion Modelo priori vector

subobjetol  tipol

subobjeto2  tipo2
Otro posible objeto subobjeto PO

. subobjeto n  tipo n

En esta estructura, que es a su vez una subestructura de la estructura general de opciones,
hay dos campos. El primero es una estructura también: “opciones.inversion.fobj regular” que
contiene varios campos. Se muestra, a la derecha del nombre de los mismos, los distintos tipos
de objetos que pueden almacenar.

El segundo campo principal queda disponible para almacenamiento de cualquier otro tipo
de variable que sea preciso. Pueden definirse campos adicionales sobre la marcha, sin haberlo
previsto anticipadamente, como consecuencia del mencionado dimensionamiento dindmico.

Para acceder a los contenidos almacenados en los campos de una estructura se pueden utilizar
idénticos procedimientos a los usados para referenciar una posiciéon en una matriz. Se anaden
los subindices correspondientes al nombre del campo. Si el contenido del campo fuese algiin
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elemento estructurado, por ejemplo una matriz, se usarian nuevamente subindices para referirse
a la posicién de cierto elemento dentro de esa matriz.

También existen funciones en Matlab que permiten obtener o modificar el contenido de cierto
campo conociendo su nombre y su situacién en la estructura’™.

En los programas para resolver el problema inverso, las estructuras pueden ser basicamente
utilizadas para transportar, a lo largo del proceso, tres tipos de informacion, correspondientes a

tres propésitos distintos:

1. Elementos decisores: Algunos campos contienen informaciéon que permite decidir entre
dos o0 mds alternativas. Por ejemplo el campo: opciones.inversion.reqularizacion, cuyo con-
tenido es la variable de tipo cardcter ’si” o’no” decide si en la funcién objetivo a minimizar
debe considerarse un término de regularizacién o no.

2.  Elementos indicadores: Los campos que contienen este tipo de elementos informan sobre
el estado de algin otro campo de la estructura. Por ejemplo, en el caso de S.E.V, el campo
suelo.indicador vale 1 si el campo suelo.formato lineal estd activo para la inversién y 0 si
no lo esta.

3. Elementos operativos: Estos campos almacenan la informacién precisa para llevar a cabo
ciertas operaciones que ya se ha decidido previamente que son necesarias. Por ejemplo,
en el caso anterior un ejemplo de elemento operativo seria el contenido del campo op-
ciones.inversion.fobj regqular.vector H que contiene un vector de referencia. Otro ejemplo
de almacenamiento de elementos operativos lo aporta los campos: suelo.resistividades o
datos.observados.valores que contienen, respectivamente, el vector de resistividades de un
modelo y los valores de los datos observados en el campo.

La informacién adecuada es transportada en el proceso de modo parecido a como lo hacen los
ocupantes de un autobus. Estos se bajan del mismo cuando deben hacer algo (operar) y vuelven
a subirse, mds o menos modificados, cuando han finalizado. En la metéfora que compara al
autobus con la estructura, cada pasajero tendria el asiento asignado de forma permanente. De
este modo, una buena forma de saber lo que estd pasando es mirar en las estructuras -en el
interior del autobtis- y comprobar lo que hay en los asientos.

Ademsds, cuando estas estructuras son argumentos de entrada a funciones de Matlab, sélo
se pasan los valores cuando, en el interior de la funcién, se modifica ese valor. Si la informacién
almacenada en la estructura participa en otras operaciones, sin modificarse, o bien no se utiliza-
Matlab pasa sélo la referencia al lugar de memoria donde se almacena la misma y no una copia.
Esto aumenta mucho la eficiencia.

8.2. Estructuras relevantes para conceptualizar un problema inverso

El flujo de informacién que se produce en cualquier problema inverso queda ilustrado, de
forma gréfica, en la siguiente figura:

(Importar figura)

En particular las funciones getfield y setfield.
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En la misma, aparecen como necesarios tres tipos de bloques de informacién que se corre-
sponden con tres estructuras de MATLAB:

1. La estructura de datos,
2. la estructura de pardmetros y

3. la estructura de opciones.

A continuacién se explican la organizacién y contenidos de cada uno de estos bloques con-
ceptuales.

8.2.1. Concepto y clasificacién de los datos en un problema inverso

Resulta conveniente considerar dos tipos de cantidades como adecuadas para ser denominadas
datos.

= En primer lugar datos como sinénimo de observaciones: son el punto de partida de un
problema inverso. Estos datos observados convendra clasificarlos en dos subclases distintas,
empleando como criterio la génesis de los mismos. Esta divisién estd sugerida por los
objetivos que se espera cumpla el programa en su uso. Una propiedad que poseen los datos
observados, es que tienen una tipologia® completamente independiente de las
tipologias de las variables con las que se opere para resolver el problema inverso.

= En segundo lugar para solucionar un problema inverso es necesario efectuar algiin tipo de
comparacién-segin un criterio conveniente-entre estos datos observados y las predicciones
efectuadas por un modelo candidato a solucién sugerido previamente. En el momento en
el que vayan a ser comparados, los datos observados vy las predicciones deberdn estar en
el mismo formato. Sin embargo, el formato de las predicciones puede estar dictado
por consideraciones que afecten a la algoritmia de la solucién, es decir por
factores operacionales. La propuesta que se hace aqui es que estas predicciones sean
consideradas como datos calculados, cuyo formato estard especificado por consideraciones
operativas y serd, por tanto, una propiedad operativa.

A la hora de comparar, el programa deberd tener en cuenta no sélo el par (dato calculado,
datos observados) sino también sus tipologias respectivas a fin de reducirlas a la de uno de ellos.
Hasta ese momento, datos calculados y datos observados serdn dos entidades completamente
independientes.

Si la realizacién de un programa que resuelva problemas inversos se entiende como un modo
de solucionar problemas de la vida real, los datos son las cantidades que resultan de medir ciertas
magnitudes fisicas de interés. En el caso de los S.E.V, de realizar una campana geofisica -con
este tipo de dispositivo- en el campo. Combinando las diferencias de voltaje entre los electrodos
de potencial, la medida de la corriente introducida y una constante geométrica dependiente del
tipo de dispositivo se obtiene la magnitud resistividad aparente.

80Ge entiende por tipologia de una variable almacenada en una estructura, el conjunto de propiedades que
se predican de la misma, por ejemplo en S.E.V: unidades, si es logaritmica o no, si es resistividad aparente o
transformada de resistividad,...



Esquema general de programacién de problemas inversos en Matlab 213

Complementariamente se puede entender el programa como herramienta de exploracién de
las propiedades que poseen los diferentes enfoques tedricos de resolucién del problema. inverso.
Se tratarfa de construir un laboratorio en el que pudiesen generarse datos sintéticos sisteméti-
camente. Asi pues, cabe hablar de dos tipos de datos observados, segin la génesis que tengan:

1. datos de campo: obtenidos realmente a través de un proceso de medida.

2. Datos sintéticos: producidos en el ordenador, generalmente mediante una operacién de
resolucién del problema directo seguida de una perturbacién aleatoria controlada®’.

Marcar explicitamente la diferencia entre ambos tipos de datos tiene sentido porque la
primera fase en la resolucién de un problema inverso es cargar los datos y la via para re-
alizar esta operacién depende de si el dato es “de campo” o “sintético”. A partir de ahi, son
indiferenciables.

El diagrama de flujo muestra como la génesis de los datos es una propiedad de los mismos
critica al ejecutar el programa que los carga. En un caso el programa debe primero producirlos.
En otro sélo debe ir a recogerlos.

(Introducir diagrama de flujo)

La génesis de los datos también establece diferencias en el momento en que deben ser uti-
lizadas (y por tanto deben estar disponibles) las otras propiedades de los datos observados. Por
ejemplo, en caso de que génesis sea sintéticos, ANTES de calcular los valores de los datos deben
definirse las propiedades: abscisas, tipo de observacién y formato. En cambio, si génesis es cam-
po, las propiedades son “recuperadas” (desde el punto de vista del programa), simultdneamente
con los datos, sus tipologias y sus formatos.

8.2.2. Estructura de almacenamiento de datos en el caso de S.E.V

El patrén organizativo general que sigue la estructura que en concreto se ha empleado es el
siguiente.

( ( Abscisas abscisas
Valores valores
Tipo indicado en opciones.
Calculados . . .
Variable indicada en opciones.
Unidades a incluir.
| Cddigos de consistencia a incluir.
datos ( Abscisas abscisas
Valores valores
Tipo tipo_obs_ actual.tipo
Observados { Variable. tipo_obs_actual.log
Unidades a incluir
Cddigos de consistencia a incluir
L \ Otras propiedades tipo_obs_actual.génesis

81a generacién de datos sintéticos es un procedimiento muy utilizado para comprobar la fiabilidad de los
algoritmos.
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s Comentario

Los campos abscisas y walores, son autoexplicativos respecto a su contenido. El cam-
po “Tipo”, distingue distintos posibles cdlculos que puedan considerarse como magnitud
medida. Por ejemplo, en S.E.V podrian ser resistividades aparentes o transformadas de
resistividad. El campo “variable” contiene informacién sobre si se ha producido un cambio
de variable: por ejemplo, una transformacién logaritmica. El campo “unidades” contiene
las unidades en las que se expresan las magnitudes utilizadas. Los cddigos de consistencia
producen mensajes de error cuando se pretende introducir en algiin campo de la estructura
informacién no compatible con las propiedades especificadas.

8.2.3. Organizacién conceptual de la estructura de pardmetros de modelo

En un problema inverso se buscan, precisamente, los pardmetros desconocidos del modelo.
Pero no es éste el tdnico modelo que aparece. Para el cdlculo del modelo incégnita es necesario,
a lo largo del proceso y con distintos propdsitos, especificar otros modelos. Por ejemplo, si se
emplea un método local de optimizacién hay que aportar la denominada semilla o modelo inicial.
A partir de éste y por medio de sucesivas iteraciones, se alcanza la solucién final. La funcién del
citado modelo inicial es realizar la primera simulacién o prediccién.

La marcha correcta del método de solucién puede precisar la introduccién de otros modelos
diferentes con otros propdsitos distintos al de simulacién antes citado. Por ejemplo, a veces,
con el objetivo de servir de informacion a priori (propdsito), hay que especificar un modelo de
referencia. En otras ocasiones, hay que limitar la region admisible (propdsito) de busqueda de
la solucién a la comprendida entre dos modelos-inferior y superior-. Hace falta reservar espacio
para almacenar estas variables y estructurar su acceso.

Por lo tanto, el almacenamiento de los propios modelos utilizados asi como de las propiedades
atribuibles a los mismos, se puede jerarquizar en propdsitos.

propésito 1°
modelos ¢ propdsito 2°
propdsito 3°

Para la realizacién de cada propésito, ademds de especificar los valores de los propios
pardmetros, hay que indicar las propiedades que poseen dichos valores y que permitirdn su
utilizacién posteriormente. En general, para cada propdsito, deben ser enunciadas las siguientes
propiedades:

1. Modo de almacenamiento: Los pardmetros pueden ser almacenados siguiendo distintos
patrones. Por ejemplo, en el caso de S.E.V la modalidad de patrén puede ser:

a) Modo matricial: Las resistividades de cada modelo son la fila de una matriz. Lo mismo
ocurre con los espesores de cada modelo.

b) Modo vectorial: Resistividades y espesores son almacenados en un dnico vector (for-
mato_lineal)

2. Tipo de variable: Esta propiedad indica si los pardmetros almacenados han sufrido algin
tipo de transformacién. Por ejemplo, si son logaritmicos o no lo son.
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3. Unidades: Contiene informacién que indica el sistema de unidades y las unidades en las
que estdn expresadas las magnitudes parametrizadas del modelo.

Finalmente, tras haber especificado la misién que cumple en el proceso y las propiedades
del modelo aportado para cumplirla, deben introducirse los propios pardmetros. Naturalmente,
éstos deben cumplir las propiedades que se predican de ellos. Es decir, si previamente se ha
dicho que el modo de almacenamiento es matricial no deberd introducirse en modo vectorial.
Para evitar esto, debe incorporarse a la propia estructura cédigo para comprobar la consistencia
interna.

El patrén general organizativo para la estructura de modelos es:

Modo de almacenamiento contenido
Tipo de variable
Unidades ”
Propdsito 1 .
- Otras propiedades
Pardametros del modelo
Cédigos de consistencia
modelos

Modo de almacenamiento contenido
Tipo de variable
Propésito n Unidades :

- Otras propiedades...

Pardametros del modelo

L Cédigos de consistencia

Otro modo de organizar esta informacién es el siguiente:

Funcién Almacenamiento  Variable = Unidades Pardmetros Cddigos
modelo ¢ funciénl modol y=fi(z) Uy parametrosl cédigosl
funcién2 modo?2 y = fo(x) U parametros2 cédigos2

La estructura en drbol es ligeramente diferente. La primera tiene tantos campos primar-
ios como funciones. Cada uno de estos campos contiene una subestructura con el conjunto de
propiedades caracteristicas de cada funcién. Una propiedad que sélo tenga sentido para una
funcién, sélo aparece como campo en la subestructura de esa funcién. En las demds no existe.

En la segunda modalidad, la funcién es un campo mds. De este modo, el conjunto de
propiedades es comin a todas las funciones. Si alguna de las propiedades no tiene sentido
para alguna funcién, se puede atribuir el valor ’sin _sentido’ o, simplemente dejarlo vacio de
contenido. Los cédigos de consistencia deben detectar esta circunstancia.

Las propiedades que se incluyen en esta estructura, son propiedades previas a la operacion.
Esto es, cuando se opera, puede ser necesaria una transformacion de estas propiedades en otras
mds adecuadas al caso. Estas transformaciones auxiliares se realizardn mediante un proceso
intermedio de formateo que, en el caso de S.E.V, se realizan mediante un programa denominado
formatear.m

Segin el patrén disenado, la estructura suelo se ha disenado de la siguiente forma:
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Modo de almacenamiento indicador,

Tipo de variable log,
Unidades a incluir,
Simulacién resistividades,
Pardmetros del modelo espesores,
formato lineal,
Cédigos de consistencia a incluir,
Modo de almacenamiento indicador res
| Tipo de variable resultante log
SHelo Resultados inversiéon { Unidades a incluir
Pardmetros del modelo resultante
| Cédigos de consistencia a incluir
( Modo de almacenamiento siempre vectorial
Tipo de variable siempre no logaritmica
Espacios de bisqueda Unidades a 1n'clu1r.
Pardmetros del modelo { mferl.or
superior
\ Cédigos de consistencia  a incluir

8.2.4. Las opciones operativas

Los contenidos de esta estructura regulan todas las decisiones que deben tomarse a lo largo
del proceso de solucién y aportan los elementos operativos necesarios en cada parte del proceso.

La estructura estd organizada en bloques conceptuales cada uno de los cuales es, también,
una, estructura. Cada bloque responde a una finalidad determinada. En el caso de los S.E.V la
divisién en bloques es la siguiente:

Bloque basico.

Bloque criterio _error.
. Bloque equivalencias.
opciones . .
Bloque inversién _general.

Bloque inversién _global.

Bloque inversién _local.

Debe comprenderse que es en esta estructura donde figuran la mayor parte de los elemen-
tos decisores. Es decir, informacién optativa de cuyo valor depende que se emprendan ciertas
acciones. Por ejemplo, opciones.inversion.tipo inversion es un campo cuyo contenido debe ser
una variable de tipo cardcter como ’global’ o ’local’. Dependiendo del valor de este elemen-
to decisor, el programa accederd a la los elementos operativos almacenados en el campo op-
ctones.inversion.global para proceder a la inversion.

Una de las ventajas de contar con esta estructura, es que la misma es pasada como argu-
mento de entrada de las distintas funciones que resuelven el problema y algunos de sus campos
pueden ser modificados durante la ejecucién. Esto permite extremar el rigor organizativo (ningu-
na informacién o variable estd dispersa) y la eficacia de los cédigos de control (que chequean la
admisibilidad de cada variable que pretenda almacenarse en un campo dado).
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Para que esta estructura funcione, sus contenidos deben poder sustituirse tanto individual-
mente como por bloques-subestructuras que agrupen a varios campos a la vez. Se ha programado

una funcién para realizar esta tarea.

Asimismo,se precisa la accién de cédigos de comprobacién para admitir los contenidos como
véalidos o rechazarlos como inadecuados para un campo dado. En este sentido las 6rdenes ’switch-
case’ de MATLAB permiten hacer esto de manera estructurada y eficiente.

8.2.5. La estructura de opciones en S.E.V

,

opciones

» Comentarios

Basico.

(

tipo_dato

dato__

log

par_log

base

prop__
prop__

filtro

Criterio_error

Equivalencias

Inversién _general

Inversién _global

Inversién local {

simulacién
tr_datos

norma
tolerancia
tipo__error
base
soporte
ponderacién
matriz_ponderacién
definicién_limites
discretizacién
def abscisas
tipo
penalizacién
fobj regular ¢ operador
vectorH
modelo_ priori
reiniciar

modificacién _reinicio

 tipo_inversién
tipo_global
rutina_ global
binario
aritmético
anneal

rutina_local

restricciones

La estructura de opciones contiene los campos bdsicos de un problema inverso: informa-
ciones relativas a los datos y/o del propésito de simulacién (datos sintéticos o datos de
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campo), informaciones relativas al criterio de error utilizado (tipo de norma y soporte de
la misma, ponderacién y posibles transformaciones logaritmicas); el campo relativo a la
bisqueda de modelos equivalentes y finalmente campos relativos a la inversién: funcién
objetivo, informacién a priori, algoritmos de inversién local y de inversién global.

La subestructuras de inversién globlal son:

s Algoritmos genéticos con codificacién binaria

{ tipo__escalado
escalado .
aptitud
limites globales
espacio_bisqueda ¢ ratio
limites locales
talla
pardmetros modelo ¢ n_bits
elitismo
max_iter
parametros numeéricos ¢ tol media
semilla_gen
binario mecanismo _sel
seleccion { talla_sel
normalizado-prob_mejor
{ mecanismo _cruce
cruce .
simple - prob_ cruce
. mecanismo mut
mutacién . - .
uniforme-prob__mutacién
uso
accién
bisqueda binaria { umbral comienzo
memoria

L n_miembros

» Comentarios

La estructura relativa a los algoritmos genéticos con codificacién binaria contienen: el
tipo de escalado para convertir el error de minimizacién en un escalar que haga las fun-
ciones de aptitud, el espacio de bisqueda de las soluciones potenciales (paralelepipedo
n-dimensional), pardmetros relativos a los modelos (nimero de bits de codificacién, talla
de las soluciones potenciales y presencia o ausencia de elitismo), pardmetros numéricos rela-
tivos al maximo nimero de iteraciones, tipo de semilla (aleatoria o predefinida) y tolerancia
especificada para la aceptaciéon de un modelo elitista medio. Finalmente se especifican los
campos relativos a las técnicas de seleccién, cruce, mutacién y algoritmos especificos como
el aumento binario, que es un método de creacién de soluciones potenciales (en funcién de
los bits mds aptos) y que puede ser alternativo y/o complementario a los algoritmos de
seleccién (Fan et al, 2000)



Esquema general de programacién de problemas inversos en Matlab

s Algoritmos genéticos con codificacién aritmética

escalado - rutina
limites globalesAr
espacio_btisqueda { ratioAr
limites localesAr
pardmetros modelo - talla_ Ar
max_iter Ar
pardmetros numeéricos { pob_inicio Ar
pob_primera_Ar
mecanismo_ Ar
seleccién ¢ normgeom
normgeom-probsel Ar
aritmético secuencia_ cruce
n_ cruces
ega
cruiee simple Ar
tipo__cruce ¢ aritmético

L heuristico-intentos
secuencia_mutacién

nvarmut

nmutaciones

mutacién ¢ guia

uniforme

. deborde

» Comentarios

tipo_mutacién { nouniforme-apuntamiento

219

Los campos relativos a A.G con codificacién aritmética poseen una estructura similar a
la de los binarios. Una diferencia relevante es la posibilidad de éstos utimos de establecer
secuencias de operacién de mecanismos, combinando diferentes tipos de ellos -p.ej, varios

tipos de cruce (resp. mutacion, seleccién, etc) pueden usarse consecutivamente-.

Ademsds, pueden definirse operadores genéticos exclusivos de la codificacién aritmética
(p.€j. el cruce aritmético). Por ultimo el mecanismo denominado ega®? (Fan et Al, 2000)

que optimiza el proceso de cruce.

82 Evolutionary Directional Operator
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» Recocido Simulado

prob_ aceptar
patrén__enfriamiento
ley paso

anneal

pardmetros_numeéricos

» Comentarios

prob_t0
factor_t0
talla_anneal
kappa

alfa

fobj inf

fobj sup
max_iter anneal
semilla_anneal

Los campos de simmulated annealing aluden a las principales propiedades del algoritmo,
detalladas en el capitulo correspondiente. Se han programado varias opciones para cada
campo, especificadas en su momento. Cabe destacar el funcionamiento matricial del método
no sélo en los modelos, sino también en los pardmetros de cada opcién. Por ejemplo,
distintas temperaturas pueden evolucionar simultdneamente para cada modelo.
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9. CONCLUSIONES Y FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION

En la exposicién de los contenidos de este trabajo, el acento se ha puesto en la obtencién de
una metodologia de andlisis de los problemas inversos. Algunas conclusiones relevantes obtenidas
se enuncian a continuacion:

1. Papel relevante en este trabajo posee la informacién a priori. Existen distintos modos
de traducir dicha informacién en formulaciones operativas para un problema inverso. En
particular, se ha propuesto una formulacién de la misma en términos de pertenencia a cierto
conjunto, utilizando la estructura de espacio afin. La idea, que se ha mostrado viable, es
resolver un problema con restricciones utilizando un planteamiento sin restricciones. En
este sentido, la posibilidad de redefinir la parametrizacién del espacio de pardmetros -
haciendo uso de las parametrizaciones logaritmicas- facilita la tarea. Se ha propuesto un
nuevo tipo de parametrizaciéon logaritmica que permite tratar de manera consistente y
con generalidad restricciones de igualdad, proporcionalidad y pertenencia a un intervalo,
permitiendo la solucién como un problema de optimizacién sin restricciones.

2. La informacién a priori puede incluirse dentro de un término de penalizacién, que hace
uso de operadores lineales y de los conceptos de normas (o seminormas). Este enfoque da
mayor flexibilidad al anterior permitiendo introducir la idea de “grado de aproximacién”
al cumplimiento de las restricciones anteriormente mencionadas, de forma cuantificable.

3. En relacién con el fenémeno de las equivalencias, lo tratado confirma la limitacién de las
denominadas reglas de equivalencia de Maillet. Se muestra que la organizacién de espesores
y resistividades de las capas de terreno que sustentan dichas reglas hacen muy fiable la
aproximacion lineal del problema, siendo ésta la razén por la cual las regiones de equiv-
alencia lineal siguen las citadas reglas. La comparacién entre las zonas de equivalencia
lineal y no lineal, para resistividades aparentes, muestra que las zonas lineales son mds
amplias confirmando que no se pueden aplicar indiscriminadamente las reglas de equiva-
lencia de Maillet. Dentro de las posibles reparametrizaciones del espacio de modelos, se
confirma que la parametrizacién logaritmica tiene cierto efecto linealizador de la regién de
equivalencia en S.E.V. Asimismo se ha empleado la (aqui denominada) parametrizacion
log-a para posibilitar la obtencion de modelos linealmente equivalentes con restricciones de
desigualdad.

4. El problema tradicional de los algoritmos locales de optimizacién suele ser la convergen-
cia a minimos locales distintos del minimo global. En el caso de S.E.V, el minimo global
parece ser Unico, pero estd situado en zonas donde la funcion objetivo tiene forma de valle
largo y estrecho. A lo largo del valle los gradientes son practicamente nulos y los valores
muy parecidos a los del minimo global. En estas condiciones, la aprorimacion cuadrdti-
ca de la funcién objetivo -obtenida por linealizacién del funcional del problema directo-
capta bastante bien la direccion y las dimensiones menores del valle aunque lo prolonga
excesivamente en su eje mayor.

5. El anélisis de la matriz jacobiana de la aproximacion diferencial del funcional del problema
directo se ha revelado clave para comprender el origen de las inestabilidades, avanzar
métodos de solucién y analizar el rendimiento de los mismos. La interpretacién fisica de
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la estructura de dicha matriz se ha hecho comprensible gracias al empleo de herramientas
numéricas como la descomposicion (tb. generalizada) en valores singulares.

A la luz de la accién de estas herramientas sobre la matriz de sensibilidad se muestra que
el problema discreto de S.E.V es un problema mal condicionado con una curva de valores
singulares (tb. generalizados) que decrece (resp. crece) sin solucién de continuidad. No
obstante, en ocasiones, dado el reducido niimero de pardmetros implicados puede tratarse
como un problema de valores singulares agrupados.

Los métodos de regularizacién planteados son, se ha mostrado, al mismo tiempo que un
modo de estabilizar el problema, una via de entrada de la informacion a priori. En este
sentido, los distintos métodos de regularizacién presentan ventajas e inconvenientes re-
comenddndose, en general, la resolucién con varios de ellos para considerarlos de forma
comparada.

De las experiencias numéricas realizadas sobre el problema inverso lineal, se deduce que
existe un intervalo relativamente pequeno del pardmetro de reqularizacion que proporciona
soluciones razonables. En este intervalo, los efectos de los errores son adecuadamente com-
pensados por la influencia de la informacién a priori.

La curva L se ha revelado como un instrumento muy til para localizar este intervalo. No
obstante, debe siempre tenerse en cuenta que el filtrado producido por el pardmetro de
regularizacién en la solucién puede eliminar modelos 4tiles.

La eleccion de la incdgnita del problema lineal tieme un gran efecto en la solucidn de
cada iteracién del método de optimizacién local. Si la incdgnita es el incremento de la
variable (“creeping”), ha quedado expuesto el proceso por el que distintas componentes
no deseadas de las soluciones de la secuencia iterativa pueden ir acumuldndose hasta la
obtencion de una solucidn final inservible, incluso bajo la influencia de distintos métodos
de reqularizacion. Asimismo, se ha analizado el efecto de estas técnicas cuando el problema
lineal tiene por incdgnita al propio modelo, observiandose que la informacion a priori se
incorpora ast a las soluciones de la manera deseada.

Se ha comparado tedricamente el efecto de introducir la regularizacion en la propia for-
mulacion del problema inverso como un funcional de penalizacién, con la consideracion de
la reqularizacion en cada paso lineal iterativo. Las stmulaciones numéricas han mostrado
resultados comparables entre la reqularizacion global y la reqularizacién interna con “jump-
ing” (no ast en el “creeping”). Si se escoge un método de optimizacion local, se recomienda
el uso del propio modelo como incégnita.

Del trabajo con los métodos de optimizacién global se deduce que las dos técnicas pro-
gramadas: algoritmos genéticos (A.G) y simulated annealing (S.A) son, ambos, capaces de
encontrar el dptimo global en un tiempo razonable y, lo que es mucho mds importante, de
explorar la region de modelos aceptables dentro de cierta tolerancia de modo que puedan
hacerse interpretaciones estadisticas de la nube de soluciones equivalentes. En particular,
y dentro de un enfoque bayesiano, se han puesto a punto estos métodos para proceder a
muestrear la distribucion a posteriori orientada a la toma de decisiones.
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Se ha probado, numéricamente, la capacidad de los algoritmos genéticos para reproducir
las distribuciones en el muestreo del método de Metropolis-Gibbs, que es el tedricamente
correcto para el muestreo de la distribucién a posteriori. En particular, dos distribuciones
muy apreciadas para la toma de decisiones como son las marginales y las regiones de
cierta tolerancia de desajuste aparecen como casi coincidentes. La presencia de elitismo en
la seleccion destruye esta capacidad.

La naturaleza global de los métodos probabilisticos citados permite la incorporacién, de
forma natural, de la informacién a priori dentro del propio funcional a minimizar.

En cuanto a los contenidos de futuros esfuerzos investigadores sugeridos por la realizaciéon

de este trabajo, pudieran mencionarse los siguientes:

La inestabilidad del problema y el grado de regularizacién (o tratamiento) preciso para
solventarla dependen de un buen conocimiento de la estructura estadistica del error ex-
perimental. Parece, pues, que resultaria fructifero atacar este problema no sélo desde el
punto de vista de descripcién tedrica del error, sino que, dado que resulta conocida la
vinculacién que existe entre error en el dato e incertidumbre en la solucién, debiera tener
por objetivo poder contribuir al diseno econémico y practico de una campana de toma de
datos suficiente para permitir caracterizar la incertidumbre en la solucién obtenida.

De extraordinaria relevancia préactica se estdn revelando, especialmente en aplicaciones
medioambientales someras, las técnicas tomograficas 2-D y 3-D. Con minimas (o es posible
que ninguna) modificaciones en la estructura de programacién propuesta, se podria analizar
dicho problema. Al menos dos nuevos niveles de conocimiento es preciso incorporar con
este objetivo

a) el andlisis del problema continuo: y en particular el estudio de los efectos de la dis-
cretizacién, para el que podria utilizarse el mismo problema de S.E.V por ser 1-D.

b) Investigacion de las técnicas iterativas de regularizacién: en general se precisard hacer
hincapié en técnicas eficientes de resolucién numeérica, debido al aumento del nimero
de variables del problema. Es interesante ademads, explorar las capacidades de Matlab
en este sentido més relacionado con la eficiencia asi como comprobar el rendimiento
en alto nimero de dimensiones de los A.G y S.A.

c) Investigar en detalle la problematica relacionada con la eleccién de tipo y magnitud
de las condiciones de contorno.

Analizar e investigar el problema inverso més en su vertiente de toma de decisiones, tratan-
do de perfilar el marco tedrico e informédtico que lo harfa posible. En este sentido moverse
en el marco bayesiano parece recomendable, pero también lo serfa tratar, siempre que sea
posible de encontrar referencias en el marco de la estadistica frecuentista.

Estudiar la viabilidad de recoger “firmas geofisicas” de terrenos locales en diferentes situa-
ciones. El conocimiento geolégico e hidrogeolégico regional ha mejorado sustancialmente
en los ultimos tiempos y hay, por tanto, a disposicién cierta cantidad de informacién a
priori que podrfa ser 1til para encontrar soluciones consistentes.
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Investigar la relacién entre situaciones hidrogeolégicas de “quimismo controlado” y sus
correlatos geofisicos. Basdndose en las experiencias que ya existen a escala de laboratorio,
se podria tratar de abordar el tema a escala piloto en el campo.

Investigaciéon pedagdgica: Se tratarfa de realizar un esfuerzo serio en la eleccién, organi-
zaciéon y presentacién de los contenidos asi como en la bisqueda de modos de trabajo
conjunto para que estas técnicas puedan llegar a los profesionales del sector.

La organizacién de contenidos educativos en la web -de libre disposicién- serfa un tema, no
menor, que seguramente impulsaria el uso de este tipo de conocimientos a nivel nacional.
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